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1. Einleitung 

Betrachten ,,-ir em stückweise glattes, von Jordan-Kurven hegrenztes, 
gerichtetes Flächenstück F, bedeckt mit der integrierharen Flächenladungs
dichte a(r). Bekanntlich wird das Potentialfeld dieser Ladungsschicht durch 

das Integral 

U (r) J l~ (r EI: F) (1.1) 

(F) 

angegeben. Bekannt ist ferner, daß dieses Integral einen eindeutig hestimmten 
Grenzwert hesitzt, falls r dem e E F zustrebt. Für r ~ F kann man die Feld
stärke u. zw. durch Tausch der Reihenfolge des Differenzierens und Inte

grierens zu 

E (1') = 

schreiben. 

gradr .l'--_ü-'.:,-, .. 
. r - g 

IF) 

(1.2) 

(F) 

E (1') besitzt im allgemeinen keinen Grenz\\·ert für r -+ q E F. Auch zwei

seitige Grenzwerte hat E nur unter der Yoraussetzung weiterer Bedingungen. 
Im weiteren soll ein kurzcr Beweis dafür geliefert ,,-erden, daß das Integral 
(1.2) zweiseitige radiale Grenzwert'~ für l' -)- Q E F* besitzt. falls a( q) und das 
normale Einheitsvektürfeld yon Feine Dini-Lipsclzitzsche Bedingung im be
trachteten Punkte von F erfüllt. Es soll ferner ein Gegenbeispiel dafür gegeben 
werden, daß für die stetige Ladungsdichte bzw. für das glatte Flächenstück 
ycrmlltlich gleichfalls kein radialer Grenzwert existiert, d. h. daß hier die 
Dini-Lipsclzitzsclze Bedingung in gewisser Hinsicht ebenso unerläßlich ist. 

'" Den Grenzwert nennen wir radiaL "·cnu reiner glatten Kurve K : r(t) entlang dem 
(!EF* zustrebt und ,~ 

r [I «(!)] . I1 «(!) #- 0 

gültig ist. n((!) ist der normale Einheitsnktor von F in (!. F* hingegen die }Icnge innerer 
Punkte von F. 
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2. Existenzheweise 

Betrachten wir vorerst einen von J ordan-K un'en begrenzten geschlosse
nen Ebenenbereich B und bedecken wir ihn mit der Fläehenladungsdiehte 
O'(t). Es sei vorausgesetzt, daß 0' L-integrierbar an B ist, daß ferner 0' einer 
Dini-Lipschitzschen Bedingung im inneren Punkt to E B* genügt, d. h., daß 

a (t) t - (l-d) 
o (d> 0) (2.1) 

für genügend kleine jt - to: Gültigkeit hat. Das Potential bzw. die Feldstärke 
ist dann in x E~ B durch 

u (x) = J: (t_) - dft bzw. E (x) = J 0' (!t~'~;l t) dft 
(B) . 

angegeben. Betrachten wir speziell den Punkt 

Xo (t) = to nt , 

(B) 

in welchem n der normale Einheitsvektor der angegebenen Ebene ist. 

(2.2) 

(2.3) 

Hilfssatz 2.1. E(xo) besitzt neben den obigen Bedingungen Grenzwerte auch 
für t -+ 0 + 0, auch für t -+ 0 0 und es gilt 

lim E [Xo (t)] - lim E [xo (t)] = Edto) - E_ (to) = 4;-w (to)' n. (2.4) 
'--0+0 1-.0-0 

Beteeis : Es sei t klein genug und E > 0 sei so ge'wählt, daß die Kreis
fläche K um to mit dem Radius E ganz im Innern \'on B liege. Man betrachte 
weiters E(xo) als Summe der Fcldkräfte 

Er (xo) = j' _?JtL (xu=-.t)_ clf 
• Xo t" 

(2.5) 

(IJ-K) 

hzw. 

Eil (xo) = I' ,,(jj~)j:X(l o,t) (~t;. 
,_ X o - t " 

(2.6) 

(K) 

E I besitzt natürlich einen Grenzwert für t -+ 0, da to nicht in B - K liegt. E~ 
gilt fernpr 

(2.7) 

wo ein - bz,r, Zeichen zu setzen ist, je nachdem, ob t > 0 hz,r, t < 0 fest
steht. [(2.7) enthielt natürlich auch (2.4).] rm dies zu erkennen, ,rerden wir 
aueh EIl trennen, und zwar sei EIl superponiert betrachtet als Summe der 
Feldstärke 

(2.8) 
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von der konstanten Ladungsdichte a(to) zustande gebracht, bzw. als Summe 
der Feldstärke 

Ert (xo) = J 
(K) 

[a (t) - a (to)] . (xo - t) 

,xo - t \3 
dft. (2.9) 

Es seien schließlich auch Et und Eft in zwei Komponenten, nämlich in eine 
dem Normalvektor der Ebene parallele und in eine der Ebene parallele Kompo
nente zerlegt: 

(2.10) 

Abb. 1 

Um diese Größen bestimmen zu können, führen wir die Polarkoordina
ten r, cp cl. h. t = t o -+- r eos er e l --'- r sin er e2 ein. Damit hat man (siehe Abb. 1) 

(2.11) 

wobei obere bzw. untere Vorzeichen zu nehmen sind, je nachdem, oh xo(t) in 
jenem Halbraum liegt, nach dem n (yon to ausgehend) zeigt, bZ"\L umgekehrt. 

Der Symmetrie-Eigenschaften yon J( hzw. der integrierenden Funktion 
gemäß folgt ferner, daß auch 

(2.12) 

Gültigkeit hat. 
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Weiters gilt 

T. FREY 

man benützt hier auch (2.11) 

_1_~{1 + OeCt)}= 0 (' 
log j 8: l-d 

1 
) 

i log ; 8 i: l···d 
(2.13) 

und schließlich 

, E** J' a (t) - a (to) (- ) 11}; '11' Pi< -~_._-_._-... _- x - t p ( ,< 
, i~ _ '3 0 ,,-

x u - t, 
(K) 

I 

o clo/ dq: < hClll' 
t~t" - -I - I. 

o 

< 2:1; Cl J ') C' J' ~:-C 1 
Q~ elQ 

log: Q : 1 d. Q3 
(2.14) 

o 

1 
= 0 \-_. ~----;)- 0 1_ .. _1._ -I 

, I log: t a log: 8 11 , log: t . 1 

(2.10), (2.11), (2.12), (2.13) und (2.1.:1) lassen die Richtigkeit \on (2.7) erkennen" 
womit wir den Hilfssatz 2.1. hewiesen haben. 

Es sei nun '.\-iefler (2.1) vorausgesetzt, und a ein beliehiger Einheitsyektol', 

der aber nicht :-C'nkrC'cht zu 11 strhL d. h. es sei n . a ::> O. Betrachtcn ·wir nUll 
elen Punkt 

(2.15) 

Hilfssatz 2.2. E(x l ) besitzt mit elen obigen Bedingungen - d. h. mit 
(2.1) lind (2.1.5) - auch Grenz/rerte fiir t --->- 0 + 0, und für t --->- 0 - 0 und 
(2.4) ist allchjetztgültig. 

Beweis: Es sei wieeler 8 > 0 so gewählt, daß die Kreisfläche K um t() 

. 1 R l' . I B r . . ' (11' a) cE' mIt c em ac IU;; C ganz 1m nnern \on lege; weIters seI t; < 3 .' s seI 

ferner wieder E(xJ ) als Summe von Er unter (2.5) und EI! unter (2.6) hetrachtet. 
Er besitzt dann natürlich auch jetzt einen Grenz·wert für t --->- O. \Vir zeigen nun, 
daß (2.7) auch jetzt besteht, indem wir auch jetzt EIl elen Gleichungen (2.8) 

Jt. 
hzw. (2.9) gemäß in zwei Teile trenne11. Es sei weiters elie Orthogonalprojek-
tion von Xl auf K mit t l bezeichnet, und es sei L der Kreis um t l mit dem 
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Radius p, der ganz in K liegt, und K berührt (s. Abb. 2). Es gilt also 0 < 
< ,ü < E. Schließlich werde auch Err folgendermaßen getrennt: 

mit 

bzw. 

G* -rr-

Err = Frr + Grr 

J 
(K-L) 

Für Fl"r hekommt mall nun ähnlich dem obigen 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

\ 

/ 
/ 

(2.19) 

(2.20) 

Um nun i Gir abschätzen 7.U kÖllllelL halten wir fest, daß eillerseit~ 

E- I 

d. h. 
~ (to) • (Xl_=-~l 

Xl t·1 

(a· n) E >---. - 2 ' (2.21) 

(2.22) 

während anderseits der Flächeninhalt yon (K - L) kleiner ist als der Flächen
inhalt eines Kreisringes mit dem inneren Radius E - :t, und dem äußeren 
Radius E + 'tl. Daraus folgt aher im Sinne von (2.22), daß 

(2.23) 
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Um nun En abschätzen zu können, betrachten wir die neue Ebene S 
durch t-o, mit dem Normalvektor a und belegen sie mit einer Ladungsschicht 
~ = '(r), wo also r einen laufenden Punkt auf S bezeichnet. Es sei hierbei eine 
eindeutige und schlichte Abbildung 

r = A . t; t = A -1. r; ro = A -1. to (2.24) 

angegeben, und zwar durch eine zu a parallele Projektion: es gelte also die 

Identität 
a·(t At)_[a·(E-A.)]·t---O. 

Es sei weiters die Projektion VOll Kauf S mit P bezeichnet. :(r) = C(At) sei 
nun folgendermaßen definiert: 

((r) = ((At) = [0" (A-J. r) - 0" (to)]' 
1 r-

(2.25 ) 
a·n 

Wir werden nun zuerst abschätzen, wie groß die Abweichung der mittels C(r) 
zustande gebrachten Feldstärke 

E, (x) = J' C lrJ- (x ~- df,. 
x -r 3 

(P) 

(2.26) 

und der Feldstärke Et*(x) im Punkte x = xl(t) ist: im zweiten Schritt werden 
wir E~[XI(t)] selbst abschätzen. 

Es sei also in erst da:;: »Felch:tärkenelement« 

a (to) ] (:S, -- dft', 
Xl -- Ti 3 

(2.27) 

zu::;tande gebracht mittels de5 Flächenelementes dj;(i) mit dem repräsentieren

den Punkt Ti bZ'L mittels des Ladungselemel1te:, 

einerseits. mit dem »F eldstärkellelement« 

(2.28) 

zustande gebracht mittel::: des Projektion"elementes elf/li H)]] dft) hzw. mittels 

des Ladungsdementes 

andererseits verglichen, wo der reprä5eIltierencle Punkt Qi = A "i die Projek
tion von Ti darstellt. Es ist leicht einzusehen. daß 

(2.29) 
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gültig ist, denn einerseits gilt die Identität 

1 
(2.29a) 

n·a 
anderseits die Identität 

1 1 

(2. 29b) 

Um nun also 

Abb. 3 

abschätzen zu können brauchen wir nur die Abweichung der entsprechenden 
EinheitsyektorelL d. h. 

zu hetrachten. In der ursprünglichen Ebene führen wir wieder die Polarkoordi
naten mit der Projektion (lp yon a auf diesp Ebene ab Polarachse ein, d. h. 

es sei 

gültig. Wie Abb. 3 zeigt bei3teht die Ungleichung 

DE 
min (AD ; .!rE) 

; e, - eIl s: arc (e,: eIl), = arc (BAC) < 

Betrachten wir nun erst jene Hälfte der Ebene in der AD s:: -,4.E, d. h. 
-::r/2 tp ::r/2 ist. In diesem Bereieh nimmt bei fixiertem r T - to -
der Abstand DE sein :\Iaximum und ebcnso A15 spin Minimum, d. h. ED,'.!TI5 
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sein Maximum für ([Jo = 0 d. h. für E*D*/AD* an. In der andelen Hälfte sind 
für ([J* = ([J sign ep;r - aus Symmetriegriinden bei fixiertem r AE und 
ED ebenso groß, wie sie für cp waren, es gilt aber hier .AE-< Xi) und darum 

ist DEjmin (AE; .4D) kleiner, als für cp: DE/min (AE; A15) nimmt also bei 
fixiertem r sein Maximum für ([J 0 an, mithin gilt gemäß Abb. 3. 

r sin a 

;r 
mit 0< a = arc (a: n) < r; t sin a und T =T (t) = t cos rJ,. 

2 
Es wird mithin 

dE,(x1 : I}f) - (lE~* (Xl; TJ :::;::-\ 
r sill Cl 

I 

und gemäß (2.14) 

E** (x ) ,../ J cl E- - d E** < l! ' 1 _"", c l! 

(K) 

< ,J,'j~ ~=cr:=,,::::~ l:cI1:-::'-c
i :=-: .. :!_( r_; r )~, ,~(~r r d r LI 'r 

" T 2 [(r r;)- i T- ] 

- r"· : r 
2;r sin (i I - " elr < 

[ ( )"', "J" ' -_. ,: r - r; - ~ T- " " 
(K) o 

r2 elr I, \ r;:; 
/ 2;r sin (( 8-- log 2r;hd 

1 - \ - I T" 
log r 1 d __ r 3 

8 

8 
1 1 01 1 

o 1- -l(~~ c~(;· (2.30) : 
--

cl log B d I log: t, 1-,-0 

falls a, d. h. t geJ1llg klein, und z,\-a1' kleiner als Bist. 
'Fm nun E;(xd selb;,:t ::1.bzu5chätzpn, zeigen wiL daß der HiZfssatz 2.1 

anwendbar ist indem wir nach,\"eisen, daß ~(l') im Punkte r = 1'0 = t o eine 
Dini-Lipschitzsche Bedingung erfüllt. Da hier 

. I' - 1'0 = (a . n) t to 

gültig ist, und der er;,:t<: Faktor ,'on ~, nämlich r; (A.. _1 r) r; (to) definitions

gemäß eine Dini-Lipschitzsclze Bedingung erfüllt und eben deshalb in ]( 
beschränkt ist, da weiters 

i Cl (t) ß (t) - (1 (to) ß (to) • = Cl (t) (3 (t) - Cl (t) ß (t) + (1 (t) rJ (to) - (l (tn) ß (to) , 

< sup : (l • ß (t) - I) (to) : + sup rJ .' (l (t) (l (to) i (2.31) 
I 
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Gültigkeit hat, so brauchen wir nur zu beweisen daß der zweite Faktor von 
~ ebenfalls eine Dini-Lipsclzitzsclze Bedingung in to (um so mehr eine Lipschitz
sche Bedingung) erfüllt und eben deswegen auch in a beschränkt ist. Dcr zweite 
Faktor von ~-, nämlich 

t Xl 

i:it aber differenzierbar in t = t(l, und sein Gradientenvektor 

2 t - ·~4-l- 2 A.-1t 
grad t f = -~·_-_::...._-,,----_·_---,o.:'-t--------------_::""---"--"';:::-

Xl! 

besitzt einen endlichen, und zwar als Funktion von t = Xl - to einen gleich-
, 1 

mäßig beschränkten (dic obere Schranke hängt nur von ,A-l::,d.h. ah). 
n·a 

Grenz/cert für t -'?- to' Dcm lIilfssatz 2.1 gemäß folgt also, daß 

: Edxo) = 0 f --I~a1; t~l + 0 (-"--"--'-1 
e: ), ' 

da 
o. 

(2.19), (2.20), (2.23), (2.30), (2.31) und (2.32) zeigen nun, daß dic Abschätzung 
(2.4), d. h. der Hilfssatz 2.2 Gültigkeit hat. 

Hilfssatz 2.3. E(x) besitzt mit der Bedingung (2.1) einen zweiseitigf'1l 
radialen Grenzwert für X -'?- t o E B*. 

Beweis: Es strebc X längs einer in t o glatten Kurve K: X = x(t) gegen 
to = X (0) E B*. Bezeichnen wir den Tangentcneinheitsyektor yon Kin to mit s, 

dann stehen sund n den VOlaussetzungen gcmäß nicht senkrecht auf einander, 
d. h. es gilt 

,0; • n O. 

J( kann man auch in der Form 

x (t) to --;- a (t) . t ( a (t) 1) 

iOchreihen, und - da K in to glatt ist -, ellle 0 > 0 so angeben, daß 

1 
a (t).n > 2 s ·n = _!.. 00 / 0 für O:S:: t, 

2 

gelte (daß also a(t) zur Sehne nHl J( parallel istl). 

(2.33) 

Da nun der Gleichung (2.31) gemäß die obere Schrankc yon gradd nur 
yon ['a . n ]-1 abhängt, cl. h. die Ordorelationell im lIi~fssatz 2.2 gleichmäßig 
in Hinsicht auf t = x t o hestanden, und da aus (2.33) auch jetzt einc gleich
mäßige obere Schranke yon grad t f folgt, hat der Hilfssatz 2.3 volle Gültigkeit. 
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Satz 2.4. Es sei F ein glattes, von J ordan-Kun;en begrenztes, mit der L
integrierbaren Ladungsdiclzte ü(r) bedecktes Fliiclzenstiick, und es genüge das nor
male Einlzeitsuekt01jeld n(r) sowie ü(1') einer Dini-Lipsclzitzsclzen Bedingung un 

inneren Punkte 1"0 von F, d. lz. es sei 1'0 E F* und 

n (1') 
1 

n (ro) < C2 --.----------------
• log' r r o. 1- C;\ 

(2.34 ) 

bzu·. 
. 1 

ü (r) - ü (1' ) < c --------~--
() - -[ 100' . l' - l' 1 C, 

" o· 

(2.35 ) 

für r - 1"0 i1w Es besitzt dann die Feldstärke 

J 

ü(1')' -1') 
E(x)=, -dj, 

x - l' 3 
(2.36) 

(F) 

einen zweiseitIgen radialen Grenzwert für x -+ 1'0 E F*: angenommen, daß 

[x(t) x(O)]· n(ro) ~ 0, je nachdem, ob t ~ 0 ist, gilt 

E+ (1'0) - E_ (ro) = !im E [x (t)] 
,-.o-~o 

lim E[x(t)] = 'hü (ro) n (1'0)' 
,-.0-0 

(2.37) 

Bezreis: \Vir bezeichnen dic Schmiegebene von F in 1'0 mit S, und cs sei 

eine 0 < c < 110 so gewählt, daß die zu n(ro) parallele Projektion der Punkte r 
des gemeinsamen Teiles ,"on F und der Kugel R, mit dem Radius c urn r o : FE 
im Punkt t von S (pünktlicher: SE) ein-eindeutig sei. 

Die Feldstärke 

Er!x} = J t7 (r~ . (x l~~) dir (2.38) 

(F-F,) 

besitzt dann natiirlich einen Grenzwert, uncl zwar: EI (ro) für x -r ro' Betrach 

ten wir nun elcn anderen Teil d"r ursprünglichen Feldstärke 

(2.39) 

falls x einer 1Il r o glatten Kurve K: x x(t) entlang in Richtung ro x(O) 

strebt. Der Yoraussetzungen gemäß kann man natürlich annehmen. daß 

n (ro) . X (0) > 0, (2.40) 

daß ferner E > 0 gleichfalls ";0 ge,dhlt ist, daß 

n (1'0)' [x (t) x (0)] 
1 ( ,_ 

n 1'0)' x (0) ~- 0 
2 

(2 Al) 
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auch für :t < c zu Recht besteht. Es sei nun S. mit der Ladungsdichte 

:! (t) = a [r(t)] 
:, r (t) - x (t)2 

t - x (t) 

belegt. Sodann wollen wir die Feldstärke 

1 
------~~._--

n (to)' n [1' (t)] 

Ec (x) = I' ~! (t) jx=~ __ elf. 
- .' x - t 3 

(>,) 

(2.42) 

(2.403) 

betrachten, ,,-ozu vorerst bemerkt werden soll, daß EJ x(t)] dem Hilfssatz 2.3 
gemäß einen zweiseitigen Grenzwert für x(t) ~ x(O) = to = 1'0 besitzt, und 
z,,-ar gilt die Relation 

!im E{ [x (t)] - lim Ec [x (t)] = 4:-r ~ (to) n (to) = 4:-r a (1'0) n (ra). 
<--0.,.0 - <-0-0 -

(2.44-) 

Dazu braucht man nur zu bedenken, daß hier :1 auch selbst vom Parameter t 

abhängt, aber - \\-ie schon beim Bewei8 des Hilfssatzes 2.2 bemerkt -. 

_1' (tL--=.. ~~) 2 __ 

t - x (t) 2 
(2.4oS) 

in t = t o einer Lipschitzschen Bedingung mit dem Exponenten 1 genügt, und 

zwar gleichmäßig für 2.13 0 < :,.' < c. Es ist weiters nachzu'weisen, daß der 
Faktor:n(to) . n [I'(t)]: -1 gleichfalls eine Dini-Lipschitzsche Bedingung in 

t = to erfüllt. Es gilt 

1 1 1 
1 

x (to)' n [r (t)] x (tol . n [r (to)] n (to)·n [r (t)] 

~tol~ n (to) -=_n (tal ~n [~_(tU 
n (to) . n [ r (t) ] 

1 
··u(to)-n[r(t)]'. (2.46) 

·n(to)·n[r(t)] 

Nun haben ,,-ir c > 0 so gewählt, daß einerseit:, 

n(l'o)·n(r) >130 >0, d.h. :n(to)·n[r(t)] '>00 

für l' E FS' d. h. t E Se Gültigkeit habe, anderseits auch 

Csl t - t o 1 s;: , l' - 1'0 :s;: Cf ! t - to ; , 

(2.47) 

(2.48) 

für l' E F. bzw. t E S. zu Recht bestehe (Se ist die Tangentialebene von Fe in 
1'0' weshalb l' - t; = 0 (t - tol gültig ist). Hieraus und aus der Voraussetzung 

(2.34) folgt nUll direkt, daß auch 

1 

n (to)' n [1' (t)] 

1 

n(to)·n(t) 

Cs 

10gt-to
1 - C, 

(2.49) 
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richtig ist, d. h. daß der Hilfssatz 2.3 für E~ [x(t)] an'wendbar ist. Wir haben 
nun noch nachzuweisen, daß 

lim 'Edx (t)] - EJI [x (t)] = 0 
/--0 

(2.50) 

ist, denn (2.38), (2.44) und (2.50) gemäß ist dann auch unserer Satz bewiesen. 
Um nun (2.50) zu beweisen, werden wir auf eine dem Beweis des Hilfssatzes 
2.2 ähnliche Weise - wieder erst nur die Wirkung der einzelnen, einander 
entsprechenden »Ladungselemente« betrachten Es sei also dfr ein Flächen
element der Fläche F, mit dem repräsentierenden Punkt eo' ferner dfi das dem 
obigen entsprechende Element auf S, mit dem entsprechenden repräsentieren
den Punkt 'to' Betrachten wir die »Feldstärkenelemente« 

:bzw. 

Ü (D ). (0 - x) 
d EIl [x; [)o] = _~o_-:..Q __ dfr, 

• Qo - X 3 

d E d x ; .0] = ---,--,,,---,-,,-._--,- dft , 
.0 - x 3 

dann -wird man auch jetzt direkt einsehen [s. auch (2.29)], daß 

: d Eldx (t) ; Qo] - d Edx (t) ; .0] i 

gültig ist; wir brauchen also wieder nur die Abweichung der entsprechenden 
Einheitsvektoren, d. h. 

e, - eIl 

abzuschätzen. Zu diesem Z'weck fixienm ,,-ir I = 10; :to, < 8, und ferner sei 

a= 
x (10) - 1'0 

x (to) - ro AO -1'0 

\\(eiters führen wir in S Polarkoordiuaten ein, und zwar wählen wir das Polar
zentrum in to = ro' die Polarachse aber durch die Projektion von Xo - auf 

S (s. Abb.4). Es sei ferner (xo - 1'0) • n(to) mit T = T (to)' ]f(xo 1'0)2 - 1 2 

hingegen mit ü = ü (to) bp,zeichnet (0". Ahb. 4). Da nun S die Tangentialebene 
von F, d. h.t - t o: = 0 (1' - t') für r t n(to) gültig ist, da ferner die Kurve 
K die Fläche F nicht berührt, kann man annehmen, daß tn bzw. 8 schon so 
klein sind, daß 

I 
min{x-r,; x-t}> x-t für rEFf bzw. tES. , ,- 2' 

bei ,t < to: stets Gültigkeit hat. e; eIl kann man nun nach demselbcn 
Gedankengang abschätzen, den wir schon heim Beweis Hilfssatzes 2.2 angegc
ben habcn; es gilt somit (s. Abb. 4) 

Be ., = 2 I 
,====-===' , I' (t) - t " 
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Um nun :r(t) - t,' d. h. die Entfernung de8 Punkte" auf der Fläche F 
und des entsprechenden Punktes auf der Tangentialebene S abschätzen zu 
können, 'wenden 'wir die Voraussetzung (2.34) an, woraus dem Mittelwertsatz 

gemäß folgt, daß 

: r (t) - t • < i t - t o ; i'UP Ln Cr) 

{/s 

'-:-!q:'::: i-(o 

// / / 
// / / 

Abb. 4 

für t E Se gültig ist. Damit haben 'wir 

c ~ 
10 f(r 

r 

d. h. 

r 
- -

O"oF -+ T5] 3 

2Go 

1 

iog ~ T· C:i 

0" (t) 
_ .. =-=--~,-~,_ .. ~ T cl r cl g: 
log: T. hCo 

[0" (c) = f"Hp a] 
lESE 

= C11 .0" (c) { J ~ I r2 clr 

J \ W 0"0)2 + T6J"'"· log .. r: I-Co 
o 20"0 

6 Periodica Pol"techniea EI. IY;,I. 

(2. ;')1) 

(2.52) 
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Bei der Abschätzung dieser Integrale werden wir davon ausgehen, daß 
K die Fläche F nicht berührt, um so mehr, als auch (2.41) feststeht, d. h. um 
so mehr, als 

und eben deshalb 

für genügend kleine to Gültigkeit hat. Es gilt ferner, daß 

für r < 2 Uo geschrieben weHlen kann, womit 

r 2 dr 

log: r 1 -c 5 -

8 

1 1 1 
C11 a (e) 8 . ------~~~ 

C5 . log' c - C5 

und weiter im Sinne yon (2.53a) 

o 1 

womit wir auch den Satz 2.4 hewiesen hahell. 

(2.53) 

(2.53a) 

(2.54 ) 

Es sei hier noch hemerkt, daß die Voraussetzungen (2.34) hz-wo (2.35) 
noch etwas gesch-wächt -werden können, denn es genügt, für die Stetigkeits
moduln yon a hzw. n eine solche obere Schranke S--l Ct - t o ) statt 
log-(l ... c-) (,t - to ) anzugehen, daß 

noch existiere. 

dr 
lim \ 
<-.0. rs(r) 



USER DIE FELDSTARKE EINER FLACHEiYLADU1YGSSCHICHT 341 

3. Konstruktion eines einfachen Gegenbeispieles 

Betrachten wir eine Kreisplatte K mit Zentrum 0 und Normalenvektor 
e3 und belegen wir sie mit der Ladungsdichte (r und rp - und weiter z -
bedeuten Zylinderkoordinaten) 

a (t) a (r; rp) = cos rp f1 (r), 

1 
wo p (r) mit ,Ll (0) = 0 eine stetige Funktion in 0 < r < R < 2 bildet, B~-

trachten wir die Feldstärke 

E (x) = J a (t) (x- t) 
x t '3 

dft ' 
K 

R 
die yon a im Punkt x = ze3 zustande gebracht ist, in 'welchem schon izi < -

3 
ist. Aus den SymmetrieeigcIlschaften folgt sogleich, daß E(ze:3) parallel zu -eI 
ist.'~ Wir werden also 

herechnen und naclnreii'en. daß 

lim E (z) 
= -.0--0 

gar nicht existiert, falls p(r) nieht »genug :"tetig« in r 
ist. Wir hahen dann für z :..> 0 z. B. 

0, z. B. //(r) = log r 1 

:2:-;: n 

E (z) = j'_Ü (~) [(:'( 
• X 

t)· el ] (V, = J'I I' cos (r~p (~):(:=_ r cos (p) 
t 3 J,. I. (r" z)" " 

T elr I elg; 

(K) 

--iJ r 2 elr 
(3.1) 

R 

E(z) 
1 

J 
r" elr , 1 

j 
r2 dr 

-------
- - - --~--~ /" 

2 log r ( ., z2)"" 2 .log r . (r2 + Z2r" r-

" Der Leser kann aber ohne ::\lüh" anhan<! "On (3.1) erkennen, flaß auch c 2,E (= c3) 

und c3 , E (= c3) tatsächlich gleich 0 sind. 
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n 
1 ' >-J 2 

r~ dr . 1 J' r? clr 
i log r (2~~3';- --;- 2 -: l-o'-g-' r·---.-(-2'r-2-)-3'-2 > 

1 

2 

log log z } = 2-5 2 .log log z . 
v v log R . 

also !E(z) , -+ = für z -+ ° 0, was zu he'H'isen war. 

Zusanunenfassung 

Das Potentialfeld hzw. die Feldstärke einer Flächenladungsschicht mit der integrier
baren Dichte G an dem "tüekweise glatten. meßbaren Flüchenstücl~ F kann durch das Integral 

U (1') = ,- _. __ .G-=c __ dfu , 
l' - Q' 

(F) 

E (1') = - grad, U (1') 

ausgedrückt ,,'erden. ,fir zeigen mit elcmentaren :Uethoden, daß E einCll z\\"eiseitigen radialeIl 
Grenzwert für r ~ oEF besitzt, falb die Fliichenladullg,dichte hzw. das normale Einheits
yektorfeld '\'()!l F ei;ler Dini-Lipschitzschen Bedingung in QEF genügt. }Iit Hilfe eines ele
mentaren Gegenbeispieles zeigen wir aueh. daß z. B. weeler die Stetigkeit von G. hz\\". die 
des Einheitsvektorfeldes noch das logarithmische Stetil::keitslllodlll dieser Funktionen keinen 
Grenzwert für E an F siehert.· . 

T. FREY, Budapest Y. Szerb u. 23, Ungarn. 


