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Einleitung

Einer der vom Gesichtspunkt der Anwendung wichtigsten Zweige der
Mathematik, der sich in den letzten Jahrzehnten stark emtwickelte, ist die
Theorie der Operatorenrechnung. Sie bietet zahlreiche Vorziige gegeniiber
den klassischen Methoden der Losung von Differentialgleichungen und Diffe-
rentialgleichungssystemen. Eine Klasse von Funktionengleichungen, die eine
grofe Analogie mit den Differentialgleichungen aufweist, ist diejenige der
Differenzengleichungen. Differenzengleichungen spielen in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und mathematischen Statistik, in der Impuls- und Regelungs-
technik eine grcBe Rolle.

Vor kurzem 1st ein kleines Buch von J.S.ZyPXIN erschienen, in dem er die
Operatorenrechnung der Zahlenfolgen ausarbeitet und die so erhaltene Theorie
zur Losung von Differenzengleichungen anwendet. Das Wesen seiner Methode
besteht darin, dall er eine Transformation definiert, die gewissen Zahlen-
folgen (als Urfunktionen) Funktionen komplexer Verdnderlicher zuordmet.
Diese Transformation kann als das finite Analogon der Laplace-Transformation
betrachtet werden. Eben deshalb weist sie dieselben Nachteile auf wie die
Laplace-Transformation : Sie ist blof} auf Zahlenfolgen anwendbar, die nicht
zu stark nach dem Unendlichen streben ; die Umkehrformel der Transforma-
tion ist etwas verwickelt und in vielen Fillen praktisch schwer anwendbar, usw.

Im vorliegenden Aufsatz wollen wir einen neuen Aufbau der Differenzen-
rechnung geben. Unsere Methode ist auf alle Zahlenfolgen anwendbar, es
treten keine Konvergenzprobleme auf, und auch die praktische Behandlung
ist viel einfacher als diejenige der Zyprinschen Methode. Die Grundidee ist
dieselbe, von der J. MIEUSINSKI in seinem berithmten Buche [2] zur Begriin-
dung der Operatorenrechnung ausgegangen ist,
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I. Teil. Die Theorie der Differenzenrechnung
1.1 Der Ring R der Zahlenfolgen

Bezeichnen wir mit f(n) (oder kurz mit f) eine Funktion, die fiir alle
nichtnegative ganze Zahlen n definiert ist. Das Symbol f(n) bezeichnet also
eine Zahlenfolge als ein einziges Individuum. Wollen wir den konkreten Wert
des (n - 1)-ten Gliedes der Fclge bezeichnen, so werden wir das mit dem
Zeichen f, tun. Wird die Zahlenfelge durch eine explizite Formel definiert. sc
wollen wir zur Bezeichnung der ganzen Zahlenfolge das allgemeine Glied in
Klammern der Form { ! legen. Betrachten wir aber blof ein einziges Glied
dieser Folge, so lassen wir die Klammer weg. So bedeutet z. B. {2"} diejenige
geometrische Folge, deren Quotient 2 ist, wcgegen 27 ein konstanter Zahlen-
wert, das (n -~ 1)-te Glied obiger Folge darstellt.

Nun betrachten wir den Ring aller Zahlenfolgen, den wir mit i bezeich-
nen wollen. Die Grundoperationen in R sind die felgenden :

a) Die Summe zweier Zahlenfolgen f(n) und g(n) ist diejenige Zahlen-
folge, deren (n -+ 1)-tes Glied dem f, -+ g, gleich ist (n = 0,1, 2,...). Die
Summe sei mit f(n) + g(n) bezeichnet.

b} Das Produkt cf(n) einer Zahlenfolge f(n)mit einer Zahl cist diejenige
Folge, deren (n -+ 1)-tes Glied dem cf;, gleich ist.

c) Die Faltung f(n) #+ g(n) von f(n) und g(n) ist folgendermafien
definiert :

Jn)=g( )2% (1.1.1)

n
x££
=0

fn—J =3 ‘ N
Die Operation der Faltung ist eine kemmutative gemif

{ n
j (n) %o (n) #* ‘—i N j,l__]a, ‘ = ‘ zgn——kj;f ( = g(n) *.f(n) .
= |

Aus a) und b) folgt, dafl zwei Zahlenfolgen f(n) und g(n) dann und nur dann
gleich sind, wenn f, == g,, fiir alle n 2> 0. Die Zahlenfolge -30, 0,0,.. ; sel
kurz mit 0 bezeichnet.

Grundlegend ist fclgender Satz: der Ring R ist nullteilerfrei.

Um das beweisen zu koénnen, setzen wir voraus, dal}

F(n) +g(m) =0,
ferner, dafl fo=fi=...=f1=0,
und gy =g, = ... = gg—1 = 0, jedoch f, und g, nicht verschwinden. Bilden
wir das (p -+ ¢)-te Glied von f + g, dann gilt

p+

q
[f:":g]p+q = __Efp g~k 8k = fp*i“q—ng :jpgqr
k=0
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was aber nur in dem Falle gleich 0 ist, wenn entweder fp oder g, im Wider-
spruch zur Voraussetzung verschwindet.

Betrachten wir nun einige Beispiele.

1. Die Faltung einer Folge mit sich selbst gibt die zweite Iterierte oder
Potenz der Zahlenfolge. Sie sei mit f3(n) bezeichnet. Es gilt also

fr=frm) =+ {2 n_,,jw{.

Mit vollstandiger Induktion kann man die hoheren Potenzen (Iterierte)
definieren als

fr=fepr,
2. Bezeichnen wir mit 0 die Zahlenfolge

5 — 1, falls n =0,
0. ., n>0.

Ist f(n) eine beliebige Zahlenfolge, so ist

]

frd=0%f= {ﬁén_k fe g ={f.}=f(). (2.1.1)

{ k=0

woraus folgt, dafl alle Potenzen von 0 mit 0 identisch sind.
3. Bestimmen wir die Potenzen der Folge

}:il, fir n=1

=1{0,1,0,0,... ;
p { ‘ !0“ fﬁrn=0,2,3,...-

Die zweite Potenz von p schreibt sich zu

R f n l {1, fir n =2
P"‘: VSP”-‘XP\ =
(f:b : ’3 l W =2
In gleicher Weise wird
k_‘ 0, fir n==k
P ‘ 19 L} n"—l"a

pk ist also dem Kroneckerschen Symbecl gleich.
4. Die Zahlenfolge 1(n) ist diejenige, deren Glieder fiir alle n gleich
1 sind. Ist f eine beliebige Zahlenfolge, so haben wir

1(n) #f(n) = \ﬁ —{fitfat .. +E) (4.1.1)
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So gilt beispielsweise

L) #fu}={l +ut . .. +u”}=%—-— )

(u 5= 1 ist eine beliebige Zahl.)
Die Potenzen der Folge 1(n) sind die folgende :

Bm)=1n)=1(n)= {n- + 1}

1371:1n%12n:jn+2l
(n) =1(n)=1*(n) |2 |

K :§'71+k~1
1¥(n) ( o

!

J% (k=1,2,3,...) (.1.1)

1.2. Der Korper der Operatoren

Da der Ring fi nullteilerfrei ist, kann er eindeutig zu einem Quotientenkpr-
per & erweitert werden. Bezeichnen wir die Elemente des Kérpers mit

f@)lgln) . (f(n).gm) €R)

Die Elemente des Korpers nennen wir Operatoren, die Zahlenfolgen sind also
als spezielle Operatoren aufgefafBt.
Ein Operator fjg ist dann und nur dann eine Zahlenfolge, wenn die
Gleichung
grx=f

eindeutig im Ring % lésbar ist.
Zwei Operatoren afb und fJg sind dann als gleich zu betrachten wenn
die Gleichung
azg=>bxf
giiltig ist.
Die Summe zweier Operatoren ist folgendermaflen definiert :

afb+ flg=(a=g+ b= f)/bxg.

Das Produkt eines Operators mit einer Zahl ist wieder ein Operator, und
zwar ist

/. (afb) = (Za)/b .

Die Faltung zweier Operatoren schreibt sich zu

(af8) (fl0) = axflbsg.
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SchlieBlich deuten wir den »Quotienten« zweier Operatoren mit

(a/b)/(f/g) = a=g/bsf.

Er gehort wieder zum Kérper 8.
Das Einheitselement des Korpes Sist §, denn ist feine beliebige Zahlen-
folge, besteht f # § = f, was bedeuten will daf}

flf=2o.
Eine wichtige Rolle spielt der Operator
f@)/1(n) .
Wenn wir mit Af(n) die Differenzfolge der Folge f(n) bezeichnen, d. h. wenn
Af =Af(n) =f(n + 1) — f(n) .
dann behaupten wir, dafl
Fln+ D) = Af(m) + ;5. (1.12)
Da diese Formel mit
flo+1)=1@®) = Af(n) + fo1(n)

gleichbedeutend ist, miissen wir diese letztere beweisen. Es ist aber wegen
(4.1.1)

SFa—R ! =fe+1D —f1(@).

|
k=0 'h

o

Gleichung (1.1.2) kann auch in der Gestalt :
Af(n) = f(n + 1)/1 (n) — fo, 0 (2.1.2)

geschrieben werden. Wenden wir diese Formel auf 4%f(n) = A(4f(n)) an,
so erhalten wir

4 f{n) = 4 (4 f/m) = Afn + DL () = 4fy 0.

Nach Betrachtung von (2.1.2) wird

A2f(n) = f(n 4 2)/13(n) — fo 0/1 (n) — 4f; 0.
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Mit vollstdndiger Induktion kann man leicht beweisen, dafl

A5 f(m) =f(n + k)/15(@n) — fo 0/ (n) — ... — A*7 6.

Dieser Zusammenhang ist fiir alle nicht negative ganze k giiltig.

1.3. Der Satz der Avancierung und Retardierung
Es sei f eine beliebige Zahlenfolge, dann haben wir

0, fir n<k
fnes fiir >k

b

pefe) =) ik = |

k

It
=3

Diese Formel werden wir als »Satz der Avancierung« bezeichnen.

Auch die negativen Potenzen von p kinnen mit
p=19/p" (r>0)
definiert werden. Setzen wir p°® = ¢, so behaupten wir, daf}

px__ p[t — Px'—‘.»‘u

fiir alle ganze v und g giiltig ist.

(3.1.2)

(1.1.3)

(3.1.3)

Sind v und u positive ganze Zahlen, so wenden wir die Formel (1.1.3)

auf p" an, womit (3.1.3) fiir derartige Exponenten schon bewiesen ist.

Aus der definierenden Gleichung (2.1.3) felgt

pepT=0=p".
Wenn v >0, >0 und v — pu > 0, so ist wegen
p:—~,u_:_',_p_11 —_ Pr
auch
pt=pEp

giiltig. Falls aber » — p < 0, so haben wir

(519~ (3/p) = p"
d. h.

pt=pEp

womit die Relation (3.1.3) bewiesen ist.
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Bilden wir die Faltung einer Folge f(n) mit p~” (» > 0) und stellen wir
die Frage, wie die Folge f(n) beschaffen sein muf}, damit p~” # f mit einer
Zablenfolge g(n) identisch sei.

Wenn p~’° # f(n) = g(n) zutrifft, dann ist

f)y=p=g(n).
Setzen wir auf die rechte Seite dieser Gleichung (1.1.3) ein, so erhalten wir

0, firn<y

)
7tr) Eners s B2V,

Die Faltung p™" *f(n) ist also dann und nur dann eine Folge, wenn
fo=fi=...=f1=0. (4.1.3)

Geniigt f(n) dieser Bedingung, so ist

p~xf(n) =f(n+9), (5.1.3)

Es ist von praktischem Interesse, folgende Frage zu losen : »Welchen
Operator gewinnen wir durch Bildung von p™" # f(n), sofern f(n) der Bedin-
gung (4.1.3) nicht Geniige leistet«?

Es sei statt f(n) die Zahlenfolge

o) =f() —fod —fip—foP*— ... —fiap™
betrachtet. Thre ersten » Glieder verschwinden
o=@ = ... =@_3=0.
Gemif (5.1.3) ist also
prpm) =p7s [f(0) —fid —fip— ... — fia P T =f(n + ),
oder in anderer Gestalt :
fln9) = prafm) — fop™ — i~ — . —f7iph (6.13)

Diese Formel werden wir als den »Satz der Retardierung« bezeichnen.

14. Wichtige Spesialfille

Die bisherigen Betrachtungen sollen nun fur die Zahlenfolge f(n) =
= {e""} angewendet werden (a ist eine beliebige reelle oder komplexe Zahl).
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Mit v = 1 und f(n) = { ™"} schreibt sich (6.1.3) zu
R

eqp.:_:_{ean} — {ecn} - s

woraus folgt, dal

{e"“} = 0/(0 — &p). (1.1.4)
Ist a = 0, erhalten wir die Formel
1(n) =0/(6 — p). (2,1.4)

Unter Beriicksichtigung von (5.1.1) wird

Bm)={n+ 3=5(p—8 1) = j . 1]§= 5/ — py -
Es folgt weiter aus (1.1.4)
{ean}k — (5/(5 _ eap)k’
was mit
{(” :_A_I 1].30" % = /(0 — ¢ p)* (3.1.4)

gleichbedeutend ist.
Als wichtiges Beispiel erwdhnen wir noch folgende Formeln :

{cosan}= (0 — pcosa)/(d — 2pcosa+ p%; {chan}=
= (0 — pcha)/(6 — 2pcha 4+ p?)
{sin an} =ipsina (0 — 2pcos a +-p?); {shan} = (psha! (6 — 2pcha - p?)

1.5. Erster Zerlegungssats

Grundlegend fiir die Anwendungen ist die Behauptung :

sei ein beliebiges Polynom vom Grade k 2> 1. Der mit seiner Hilfe gebildete

Operator
& = 8/P(p™)

ist mit einer Zahlenfolge identisch.
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Aus
-1} y I ~1 -k __ k k=1 1 i k
Pp ) =cd+ept+ ... +agpF=(cp*+cp+... +¢0)/p

folgt
OfP (p~) = pX/(cop* + ... + ¢, 0).

Der Grad des reziproken Polynomes von P sei ] (X k), und setzen wir

m m
K k=1 — Foa) e £\
€z 4¢3 + .. g =c ] (1—5]'“’))]—‘%11 (1“eq7ﬁ)z’,
ic1 j=1
. 1 _ . k k1
dann entspricht —— = Z; den verschiedenen Wurzeln von Cy,Z" 4 ¢,Z"" 4+
é .

L+ C=0 (»,F+ v+ ...+ vp=1I. GemidB dem Satz der Partial-
bruchzerlegung besteht folgende Identitit :

por = 9
. R B
L T i (L — e 2)f

Die Rechenregeln des Korpers § gestatten zu schreiben

m v,
O/P(p™) =p" " 2 (P (eep* + ... A+ 0)) =pF e N N4, 6/(0— e p)S.
e ]

7=18$

Wenn wir (3.1.4) anwenden, so wird

m ow
O/P (p—-l) — pk—-l+1 = Z a\w Ars {e"’”}s.

r=18§=1

Das aber ist tatsdchlich eine Zahlenfolge.
Betrachten wir ein Zahlenbeispiel. Es sel
Px)=a>—e(e L 1)x L € (e=271...)

Die Wurzeln von P(x) = 0 sind x; = €3, x, = €3 es sind mithin folgende
Identitdten giiltig:

fx— e+ DNatl=01—ex)(l—ex);

1 e (11 11 ]
x2e5~e’2(e~{—1)x}—l—l—e_e3 l—e’x e 1—ex]

5 Periodica Polytechnica EL ITI/2.
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und man erhilt

U = o e+ )P 4 00) = [ 200 — p) — 5/ — )| =
f o 1——e”'1( jO firn<C2
=p % e 1= =
| 1—e | ?eg”(1+e—}—ez+.. + e, fiir n>3.

1.6. Uber den Differenzenoperator

Kehren wir zur Formel (2.1.2) zuriick. Wenden wir fur f(n + 1) die
Formel (6.1.3) an, so erhalten wir

Af () =[P = f(n) — fop71/1 (1) — fo o = [F () — £, 01/1 () # p — fo 0.
Fithren wir die Bezeichnung 6/ 1(n) # p = g, ein, dann gilt
Af(n) = g=f(n) — folg + 9).
Durch vollstindige Induktion ist leicht beweisbar, daf}
AEf(n) = @ % f(0) — (fog L+ Afy = + . £ A1) 5 (g +8)  (L16)

fir simtliche £ = 0 giiltig ist. Wenden wir diese Formel

fiir f(n) = )¢} an (k = 1), so erhalten wir

{Ae“”}»— {ea(n+1) . ean} — (eq ___ 1){ean} . (g%{e“"}——q—#é) ,

()= @+ Ola— @~ 1 9], 2.16)
was mit der Formel
ey =@l — @ == |[" T e e

gleichbedeutend ist. Wir erwihnen zwei wichtige Spezialfalle :

1)a=0 P
1k(n)=}( L

2)a=1In2

{2y — f ;ﬂwﬁ=@+vww—®ﬁ

}i = (g - 0)"/p*:
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1.7. Zweiter Zerlegungssatz

Auch folgender Satz spielt in den Anwendungen eine grundlegende
Rolle. Ist
Pxy=cy+e;x+ ...+ ¢aF
ein nicht identisch verschwindendes Polynom, so ist der Operator

/P (q) (P(Q):Coé“f‘cl‘l"f“---‘n'_cqu)

mit einer Zahlenfolge identisch.
Zuerst soll diese Behauptung fir ein Polynom ersten Grades bewiesen
werden. Es sei also P(x) = x-— 4, und wir werden nachweisen, daf}

0/P (q) = 0/(g — 49)
eine Zahlenfolge bedeutet. Ein kurzes Rechnen zeigt, dal3
{Q+ 2"} —p=1(n)={(1 + 2"} =1(n),

p= [{(1 . ﬂ.)”} —ip=1(n) = {(1 - 7.)”}] = p = 1(n),

woraus

was zu beweisen war.

Tterieren wir beide Seiten k-mal, so erhalten wir die Formel
d/(q — 20y = p* = {(1 + A)"}~. (1.1.7)
Bezeichnen wir die verschiedenen Wurzeln des allgemeinen Polynoms
Px)=cy+cx—+ ... +exr

mit A, Ay ..., A, ihre Multiplizitdten hingegen mit ¢, d,, ..., @,. Nach dem
Satz der Partialbruchzerlegung ist dann

und wegen der Rechenregeln im Korper & kénnen wir behaupten, dalB3

¥ oa

. rooa : .
O/P(q) = = > Ayo/lq— % =3 Ay pl= {1+ 2. (2.1.7)

i=17=1 i=1j=1

Die rechte Seite dieser Gleichung enthidlt die Summe endlich vieler Zahlen-
folgen, sie ist also ebenfalls eine Zahlenfolge, wie dies behauptet worden war.

%
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II. Teil. Anwendungen
2.1. Liosung linearer Differenzgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Die linearen Differenzengleichungen werden iblicherweise in folgenden
Formen geschrieben :

a) ¢, f(n+k)+e fin+k—1)4+ ... +cf(n)=gn) (1.2.1)

b) d Akf(n) + dyy A1 f(0) + L+ dof(n) = g (n). (2.2.1

oder

g(n) ist hier eine gegebene, beliebige Zahlenfolge, f(n) hingegen die unbekannte
Losung der Gleichung. Wir werden voraussetzen, dafl die Koeffizienten ¢;
bzw. d; von n unabhingige Koustanten sind. Wenn die Koeffizienten ¢,
und dy nicht verschwinden, so sagen wir, dafl die Differenzengleichung von
k-ter Ordnung ist. Bekanntlich sind die Formen a) und ) mit einander dqui-
valent.

Besteht das Preblem darin, eine Differenzengleichung nebst gegebenen
»Randwerten« fy, fi, ... fry zu lésen, so geht man zweckmillig von der
Form a) aus. Ist dagegen eine Differenzengleichung bei gegebenen »Anfangs-
werten fy, Afy, « . ., A¥7 f, z2u 18sen, so wird zweckmiBig die Form b) betrach-
tet. Gewill kénnen die »Randwerte« in »Anfangswerte« iiberfithrt werden
und umgekehrt, doch macht dies unsere Methode iiberfliissig. Eben darin
besteht eciner ihrer Vorziige gegeniiber den klassischen L&sungsarten.

A) Es ist eine Differenzengleichung k-ter Ordnung zu lésen, wenn die
»Randwerte«: fy, fi, ..« fiw1 gegeben sind. Wenden wir fir die Glieder
der linken Seite von (1.2.1) die Formel (6.1.3) an, so erhalten wir die Gleichung
~k+1 .

(cxp™ 4+ cup eor € 0) # f(n) —
- c,{fop_"‘ — (ep—rfo + C;«:fl)}fk+1 — ... =g(n)
Bezeichnen wir mit P{x) das charakteristische Polynom der zu lésenden

Differenzengleichung in der Form

) — -k Rl !
Px)y=cpat Lty ¢

und mit Q(x) dasjenige Polyncm, das die »Randwerte« als Koeffizienten
enthilt

Q%) = ¢ fo (e foH e fo) a4

dann ergibt sich die gesuchte partikulare Lsung der betrachteten Differenzen-
gleichung in der Gestalt

f(n)=g@)/P(p™) +Q(p™)/P(p™- (3.2.1
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Die rechte Seite von (3.2.1) ist kein Operator, sondern eine Zahlenfolge gemif
dem in 1.5 bewiesenen Satz.

Wenn wir fg, fi, ..., fk-1 als beliebige Parameter auffassen, so liefert
(3.2.1) die allgemeine Lésung der Differenzengleichung.

Beispiele
1. Man lése die Differenzgleichung

fan4+2)—e* (et 1)f(n+ 1)+ ef(n)=0.

Die gegebenen Randwerte sind: fy=0, f;=1.
Gemil (6.1.3) gilt

[p?—e e+ 1)pt +ed]af(n) —p™* =0,

die Lésung unserer Gleichung (siehe das Zahlenbeispiel in 1.5) schreibt sich
mithin zu

F) =38/ (p— (e +1)pt +e36) 4 pt(p2 — e e+ 1) pt + e35) =

on L — €L j 1— €2 1 —e?
= (p*+ )*ﬁeznm___ =1031;1 e —r-ye2—0 L
(PP | 1—e | ] 1—e 1—e
—}—e“ll_e:;,...l.
l—e |

2. Esist die allgemeine Formel der Fibonaccischen Zahlen zu bestimmen.
Bezeichnet f(n) die Folge der Fibonaccischen Zahlen, dann gilt bekannt-
lich die Beziehung

F+2)=f(n+1)+f().

Dies stellt aber cine (homogene) Differenzengleichung mit konstanten Koeffi-
zienten dar. Wie bekannt, sind die beiden ersten Fibonaccischen Zahlen 0 und 1,
die »Randwerte« mithin f; = 0, f; = 1. Gemidfl Formel (6.1.3) erhalten wir

pef(n)—pt=ptsf(n) +f(n),
oder
(b —p™ =) * ) = P
und daher
fn)=p7/(p™2—p*—9).
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Dieser Ausdruck kann auch explizit ausgewertet werden, weshalb wir folgende
Umwandlung vornehmen :

pr(pFt—pt—0)=p/0—p—p)=—p/(P*+pP—9).

Da aber

1 1+V3 2 1—V5 /.
= & X *é /5——’*‘"—.. — O 0 — - —
1;51’[ 2 /(. N TERS R /‘\ el
Vs nin 2 V35 nin L ..L.r"r.‘:‘nﬂl
e Tl I R NEELI
I's 2 2 V'3 2
ol i=Vsyth o 1 1Yy 1 1= )s
s 2 ) J ER Vsl 2

B) Betrachten wir jetzt das Anfangswertproblem der Differenzenglei-
chungen, wezu man zweckmiBig die Gleichung in der Gestalt von (2.2.1)
betrachtet. Unter Anwendung ven (1.1.6) nimmt sie feclgende Form an :

(dig" +dia @7+ ) 1 f(n) — (g T+ AL g o) 5
#(qH0) — (od P+ AfKg P+ AR #(g+0) — .. =g(n).

Die Losung schreibt sich also zu
fr)=g@) [ L(q)+Qq)/ L (9. (4.2.1)
wobei P(x) das charakteristische Polynom der zu lésenden Differenzenglei-

chung bedeutet, d. h.

und

Q)= (fow" 2+ Afw" 2 L I 1)+ (o' +
+o AR ) fo (e 1)
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Sind f. Afgs . . -» Ag—1fy beliebige Parameter, so ist (4.2.1) die allgemeine
Losung der Gleichung (2.2.1). Wir miissen noch bemerken, dafi (4.2.1) nach
dem in 1.7 bewiesenen Satz eine Zahlenfolge ist. Die Formeln (3.1.6) und (2.1.7)
ermiglichen die explizite Losung der Gleichung.

Wir betonen, dafl die gegebene Folge g(n) eine beliebige ist, es werden
keine wie immer gearteten Einschrinkungen betrachtet und auch Konver-
genzbetrachtungen sind iiberfliissig. Neben ihrer Einfachheit liegt eben darin
der grofite Vorzug der beschriebenen Methode.

Zwei Zahlenbeispiele seien betrachtet.

1. Bestimmen wir diejenige partikulare Losung der Differenzengleichung

43 f(m) =0,
die den Anfangsbedingungen

fo=0; Afy=0; A2f,=1
geniigt.

Mit (1.1.6) erhalten wir

fo)=@+9)/¢=0/¢+d/¢.

Wenden wir (1.1.7) an (mit 2 = 0), so erhalten wir den expliziten Ausdruck

der gesuchten Losung
firn <2

(O
f<n>=p%1‘2<n>-:—p3:+13<n>=p%13<n>=:l"; firn = 2.

2. Es ist die allgemeine Ldsung von

4 () = fn}
zu bestimmen.

Die Differenzengleichung nimmt mit Beniitzung des Operators ¢ fol-
gende Gestalt an:

g=f(n) — folg+0) = {n};
f)y={n}qg+filg+0)/q=ps1(n)={n} +fl(n)=
fo , firn=0

(T;J—}—fo,fiirngl.

_]
l
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2.2. Berechnung von Kettenleitern

Ein Kettenleiter soll aus IV gleichartigen Maschen bestehen; jede
Masche stelle einen Vierpol in T-Schaltung dar. z; soll den gesamten Lings-
widerstand der Masche, und z, ihren Querwiderstand bedeuten. i(n) ist der
Strom und u(n) die Spannung. Es gilt dann bekanntlich [1. p. 15].

Gt z)im) —5nir4 1) —u@) =0
)

zpi(n) — (5, +2)i(n 1) —u(n 4+ 1

Z Z

! 7
Un in 2 ﬁ Unst

Wenden wir die Formel (6.1.3) an, so erhalten wir folgendes Gleichungs-

system :
(51 + %) i(n) —z,p7h#i(n) —u(n) =5ip™!

zi(n) — (5 +w2)pTrei(n) —pTru(n) = (54 2) Lot +uep ™t
In geordneter Form schreibt es sich folgendermafen :
[(zl ~+ 5g) 6 — Z2P_1] #1(n) — u(n) =s5,7,p~*
[525 - (5 + "’2)}7—1] #i(n) —plzu(n) = [(51 + %) iy + uo] pt.

Bilden wir nun die Faltung der ersten Gleichung mit dem Operator p~! und
substrahieren wir die beiden Gleichungen voneinander, so erhalten wir, durch
ein einfaches Rechnen

{ =

»
177 ~2

wenn wir die Bezeichnung chr = beniitzen.

=
%2

In dhnlicher Weise 1468t sich auch u(n) berechnen.
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Zusammenfassung

Durch Beniitzung der bekannten Ideen von J. MixUsiNskI wird eine neue Begriindung
der Differenzenrechnung aufgebaut. Ihr Vorzug gegeniiber den bisher bekannten Methoden
besteht darin, daB sie leicht behandelbar und anschaulich ist. Thre Anwendung auf ganz
beliebige Zahlenfolgen ist auch von mathematischem Standpunkt aus stets einwandfrei, da
Konvergenzprobleme itberhaupt nicht auftreten. Die Methode wird zur Losung von in der
Technik auftretenden Differenzengleichungen und Differenzgleichungssystemen angewandt.
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