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I

Es sei folgendes System inhomogener linearer Differentialgleichungen
in der sogenannten Cauchyschen Normalform gegeben:

dx,

ar =ay () x; Fap )+ ..+ a, (1) .+ £ ()
dx, , , .
o (@) %)+ ap () x2 +. ..+ @ () x, + f2 (1) (1)
dx, . ‘ ,
~(7t" = anl(t) xl + an‘l(t) x‘l e _7— (L (t) Xn "r_f‘n (t)'

Es seien ferner die Koeffizienten a;, (t) und die Funktionen f;(z) in dem abge-
schlossenen Intervall 0 <Zt < b stetige Funktionen, Nach Einfithrung der
Bezeichnungen

x=[x]: At)=] ay (1) ep(t) ... a. () | F()=[fi()]
Xy g (1) ag(h) ... axn () f2 (1)

EN | @ () ax(t) ... a,(2) fu(® ]

kann das Gleichungssystem (1) einfach in der Form

Lx= A@x 100 )

geschrieben werden. Zu suchen ist jene Losung der Matrizen-Differential-
gleichung (2), die die gegebene (beliebige) Anfangsbedingung

x (0) = x,
erfiillt.
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Im aligemeinen Falle ist diese Differentialgleichung in geschlossener Form
nicht losbar.

11.

Stellt aber die Koeffizientenmatrix A (t) speziell eine Diagonalmatrix dar,
d. h. ist ay, (1) = 0, wenn ¢ <= k und ist mithin

A1) = {ay (1), an (1), .. .0, (1))

dann wird die zu (2) zugehérige homogene Differentialgleichung

d .
— Xy = A (t) %, (3)
dt

durch

!
_(A(T):Ir 4
X, = ¢’ Xg ( )
geldst, wobei
x5 (0) = x,
den gegebenen Anfangswert und
] ] 1 t
VA(z)dr fay)dr fag(r)de (e ()T
é = (¢ . € e € >

die losende Diagonalmatrix bedeuten.
Anhand von (4) 148t sich auch die inhomogene Gleichung (2), mit dem
vorgeschriebenen Anfangswert x (0) = x, 16sen :!
t

Co ) RS [ =)
}A(L)rlr ; ‘\A(r)nl‘ A ) I

-‘~Je v f(r,)dr,|. 5)
0

IIT.

Im folgenden solle angenommen werden, dall die Koeffizientenmatrix
A (t) der Gleichung (2) keine Diagonalmatrix ist, doch sei eine {hnlichkeits-
transformation [mit der Transformationsmatvix H (t)] bekannt, die A (t) in

1 Aus der Stetigkeit simtlicher Elemente der Matrix A (¢) im abgeschlossenen Intervall
0 <212 b folgt, daB

t
{A(r)dz
et

reguliir ist, also einen Kebhrwert besitzt.
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eine Diagonalmatrix zu iiberfithren gestattet, d. h. es gelte
H ([) A (t) H—l (t) = D (t) = <d11 (t)'. d::-.: (t)* MR drm (t) >w
wobei vorausgesetzt ist, dafl sowohl A (¢} wie auch D (¢) im abgeschlossenen

Intervall 0 = ¢t b stetige Elemente besitzen.
In diesem Falle geht die Differentialgleichung (2) in die Form

d — 3 -1 i ‘ i -1 ‘ S
= (H (1) x) = {H HAOH (t)}(H (£) x) 4 ‘Q‘dt H (g } H (t)§ (H (1) x) =
+(H (@) f (1) (6)

iiber.
Nach Einfiihrung von
d

H{)x=1y: [

H (r)) H () =B(): HOfH=g()
t

lautet die Differentialgleichung (6) :

d :
5 Y=POy+BHy+g(. (7
Der der Gleichung (2) zugehdrigen Anfangsbedingung
x (0) = x,
entspricht somit die Bedingung
y (0) = H (0) x(0) = H (0) x, = y,. (8)

Zuerst soll die (der Gleichung (7) zugehérige) homogene lineare Differen-
tialgleichung

d
= DOy, +B@)y.:: y(0)=y, 9)

gelost werden.
Zu diesem Zweck bilden wir folgende Iterationsreihe von Differential-
gleichungen :
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d

‘(‘E)'hl =D () yn i Y (0)=y,

d

@ Yie =D () Yno + B(t) Y yYr: (0) =Y,

d !

L D)y +B () yns: Yu(0)=Y, (10)
d

_E;yhm = D (t) yhm + B (t) yhm—I; Yhm (0) = YO

Die Losung der m-ten (m = 2) Gleichung des Iterationssystems (10) kann nun
unter Beriicksichtigung der Gleichungen (2) und (5) in der Form

H

gD(r)dr ‘ l ——_\?lb(t)dr i (11)
Yim()=¢"  ly,+.J)e? B (7)) Yim_y () dTif.

L]

dargestellt werden,? d. h. mit

i

§D(r)(1r‘ i ~§LD(1)«IT ‘ 12)3
M'" (t) =¢ 'E —‘L.J e ° B (Tl) Mm—l (Tl) dTl‘ ( )
1]
wird
yhm (Z) = Mm (t) Y(]« (13)

Bei Verwendung der im m-ten Iterationsschritt erhaltenen Néherungs-
lésung (13) fir die homogene lineare Differentialgleichung (9) lautet die
Niherungslgsung der inhomogenen linearen Differentialgleichung (7) :

Yo () = M. () {yo + s M;1(7) g () dz}. (14)

2 Aus der Voraussetzung, die Elemente der Matrix D (¢) seien stetig, folgt, dafBl die

Matrix
¢

{D(r)de
el
cinen Kehrwert besitzt,
3E =<(lL,1,...,1) bedeutet die Finheitsmatrix n-ter Ordnung.
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Voraussetzung war hierbei, daB} bei hinreichend groflem m fiir jedes Element
der Matrix

DO +BO)M. () — LM, )=[u® = .. 0]
de en (t) & (t) ... &0 (1)

e (t)  En(t) ... &, t)J
die Beziehung

. z’(t)‘_—:

Giiltigkeit hat, wenn ¢ eine gegebene, beliebig kleine positive Zahl ist.
Nun ist die Folge der Matrizen M, () niher zu untersuchen :

§D(T)dr
M(@)=e¢e
‘ t
\D(r)dl’ —_ \ D(r)dr i D(r)xlr i
(l) — P )eu dTlS .
) s
\D(r)dr ‘ - f\'lb(r): dr \ D(r)
M@)=¢ JEL-Je ® B(7y)e® dr, -
‘ 0
S - B 1 ]
— \ D(r)dr \ D(r)dr -\ Diz}dr { D{r)dr |
-«}—J e " B(1,)e® ‘ e B(r)e’ dr, dr2,;

o

0

Durch Einfiilbrung der Bezeichnungen

——Tsko(r)dr zSkf)(r)d't
F(r,)=e ° B (7)) e’

und

4(t) = S! D (7) dx,
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lautet diese Folge
M, (1) = e30;

My (1) = 3 {E + [ F(ry) dr, }:
M; (1) = e-\(‘){E - S F (7)) dr, + ‘ F(z2) ‘(‘:F (z1) dry dfz} 3
M, () = e30{E + [ F(r,) dr, = [ F (o) (F(x,) dr,dry —

-+ Os F(rg) | F(t) | F(r) dr drydry};

M, (1) = 30 {E + [ F(z,) dr, + [ F(ry) [ F () dr, dry -
1] 0 0

-+ ;j{ F(73) fF (v2) JT:F () drydrydr, — .. =

A+ F(u) [F(tus) ... [F(r) [F(epdr, dry ... dr, odr, )
L1} 0 1} 0

........................................................

Es ist leicht einzusehen, dal die Matrizenfolge } M (1) | und damit auch
die Vektorenfolgen ) y,. ()| und } y. (1) ! im abgeschlossenen Intervall
0 =, 1< b konvergent sind.

Die Elemente der Matrix A (t) sind — unserer Voraussetzung geméfi —
im abgeschlossenen Intervall 0.7 ¢t ;) b stetige Funktionen. Ferner nehmen
wir an, dal auch die Transformationsmatrix H (f), ihre Ableitung und dhr
Kehrwert H~(¢) stetige Elemente besitzen.* Hieraus folgt auch die Stetigkeit
der Elemente der Matrizen ¢“*/ und B (t). Demzufolge ist ¢ im abgeschlosse-
nen Intervall 0 < ¢ = b regulir, und chenso sind die Elemente der Matrix

F (1) = e~ 20 B (t) e30)

stetig, woraus aber weiter folgt, da} die Elemente aller unserer Matrizen
beschréinkt sind.

Eine Matrix mit beschrinkten Elementen besitzt eine obere Grenze, die
zugleich eine obere Schranke aller Elemente darstellt. Im folgenden werden

4 Wenn die Elemente der Matrix H (1) stetig sind und H ~! (t) vorhanden ist, besitzt
auch diese stetige Elemente.
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wir diese obere Grenze die »G-Norm« der Matrix nennen, die folgendermalien
. ge

definiert wird

vektor e die Beziehung
Ke! <6 (K)

K ist die G-Norm der Matrix K, wenn fiir einen beliebigen Einheits-
=K

gilt. Diese G-Norm ist nicht gréBer als die Quadratwurzel aus der Absolut-

car =) 3,

quadratsumme aller Elemente der Matrix :3

(KL) < G (K)G (L)
+ G (L).

Fiir die oben definierte G-Norm gelten folgende Beziehungen
o

G (K) -

CK+L) L

Es sei im abgeschlossenen Intervall 0 <Z ¢ << b

G (M) Las Ge ) T ay G(B );\_[’

und somit
G(F(1) <G (e G(B()G(e3) S f= o,
ferner
f T”',, c)m lbm 1
G(\ F(r'"—-l) ‘\ F( rn—_) \ F (T ) (Tl) dTl dT’ . m -2 m 1) — -
0 0 o — 1)
m—1 i) bk_

Dann ist
CM.) < e

und dieselbe Abschiitzung gilt auch fiir jedes Element der Matrix M (1)

Wenn wir noch voraussetzen, daf}
. /r‘_n . 9 s
S Yut=0

; [
QYO:—“ /
i=1

9@ =

dafl ferner im abgeschlossenen Intervall 0 ¢ < b
w V.

5 Siehe z. B. {1], Seite 38
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so wird einerseits

, cm=lo gk pE
Y (1) Zad 2 (15)
= k!
und andererseits
‘ m—1 gk pF
Y S rh) > 2 (16)
=k

Es sind daher die Matrizenfolge | M, (¢) | und somit auch die Vektoren-
folgen } ¥,..(t) | sowie | y,. (t) | im abgeschlossenen Intervall 0 < ¢ < b gleich-
miflig konvergent.

Es sei y, der Grenzwert der Folge | y,., |. Dann gilt fiir eine hinreichend
grofle Zahl m offenkundig

Yqu [ yhm—l ~ yh’
also

Y= Yi:

wobei y, die genaue Lésung der Differentialgleichung (9) bedeutet. Nach
analoger Schlulweise leuchtet ein, daf} die genaue Lésung y der Differential-
gleichung (7) mit dem Grenzwert der Folge } y . | iibereinstimimt.

Der Fehler zwischen der genauen Losung y (¢) und der in m-ten Iterations-
schritt erhaltenen Niherung y, (t) l1ifit sich folgendermaflen abschitzen :

=k pk
YO —yult) Za+yh) 328
o I;‘:n k! -~

o™ b™ m -

La(d L pb) e (17)

m! m—owb

vorausgesetzt, dal m geniigend groB ist. damit w b < m sel.

Der durch die Formel (14) gewonnene Vektor y,_ (¢t) kann als die Niherung
(m—1)-ter Ordnung der genauen Lésung y (t) betrachtet werden, so daffi man
also die Ndherungslosung (m—1)-ter Ordnung der urspriinglichen Differential-
gleichung (2} in der Form

X)X, (1) =H 7 (t)y.(2) (18)

darstellen kann,
Wenn im abgeschlossenen Intervall 0 <t < b

GH (1) <k,
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gilt anhand der Beziehungen (17) und (18) die Abschitzung

w™ b m

m! m—wb

X () =%, () <ha(d+5b)

(19)

Zum Beweis der Richtigkeit der Nidherungsformel (14) ist noch nachzu-
weisen, daf} die Matrix M_(¢) nicht singulir ist, d. h. daB sie einen Kehrwert
besitzt. Wir schreiben zu diesem Zwecke die Matrix M, (f) in der Form

M. () =09,

G i =B [ Flr)dn + [ F(r) [ Flm)dr, dr, + [ F(r) | F(5) [ F(r) e drydry +
0 0 0

b )
+ oo+ (Fra) | F(tn—2) .. S F (z3) \ F(r)drdry ... dv, o dt. ).
] 0 [
Da
M;l (l‘) — (¢m (;)_1 e~_\(_x)’
und ¢4 nach unseren Yoraussetzungen vorhanden ist, bleibt nur zu bewei-

sen, dafl (15,,‘ © nicht singulir ist, d. h, daB

det (¢m 0‘) = (Dm _I_/': O’
Es gilt
d
-y (¢m l’)) — F ([) (pmwl I‘)
dt
und
Mm (0) = (pm g = E'

Setzen wir voraus, dal m geniigend grof} ist, daf} also mit guter Anniherung
geschrieben werden kann

Yim A< Yy und y,A2Y,
so wird
M.()~M()=e0 (=
— e-“‘){E ol s F(t,) dr, - S F(7.) \\K:F (r)drydr, <+ ...+
a 0 (1}

t T,.,_l Ts

+F ) | F ) (P (Pl dnde, o dn dn, 4.

m—32 m—1 "7
0
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mithin
— (@) =F() &, (20)
¢ 5 =E. (21)
Es muB somit nur nachgewiesen werden. daf
det (@, () ~=det (P §) = @ == 0.

Es seif

' ®nl (t) @n'l (t) LEC CDnu (t) !
und durch Differentiation der Determinante

Q);I ®12“‘ In ‘®11(‘D;3"'@
Dy Dy ... Dy, 'Q)__,l D, ...90

Dy Py ... D,
@, D, ... D,

in

22 2n

in !

d® , :
[——— "'} DT . H RN . A A LRI : 929
de T ST e T i (u-)

O Dy, .. D D, D .. D, @, D... P,

nl v nn f nl
Nach der Entwicklung der Gleichung (20) folgt :

D Dy, D\ =Fy Fpy...F.] [9,9,...9D,,

1n 12
o, ... 0, |F,F,. F.||9,9,.. 0,

. « vae N . vee o '
7 ’ ’
_@nl @n‘l"'@nu Fn1 Flzﬁ"' Fnru (‘bnl n2 ¢+ Fnp

folglich wird

¢ Siehe z. B. [2], Seite 139.
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Setzen wir die in (23) enthaltenen Werte in die Gleichung (22) ein und
fassen wir die das Fij als Koeffizienten enthaltenden Glieder zusammen, so
-ergibt sich

do

—— = F -:-F.).y—L‘.--’i_Frnll)@‘/
= (Fu + Foy )

und daraus

!

WE = Fato=F, ) )dr
D =Cen 3

wobel die Gleichung (21) die Integrationskonstante festsetzt, somit C =1
wird.

Hieraus und aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Elcmente der Matrix
F (f) folgt, da} @ im ganzen abgeschlossenen Intervall 0 <{t < b von Null
verschieden ist. Damit ist aber auch @ { == @_ | nicht smgular.

Zur Bestimmung der Niiherungsl'déungen (13) und (14) ist die durch
Gleichung (12) dargestellte Matrix M, (t) zu berechnen. Zur praktischen
Berechnung dieser Matrix sei bemerkt, dafl sich (13) auch in der Form?

yhm (t) = eA“) @m ‘U thu (O) = eM‘) ¢1n ’:u, yhm (tn)

chreiben 1dBt. Ganz analog gilt

yhm (tn) = el(l“) ¢m ::i_‘yhm ( n-—l) yhm ( n ,,.1) :e'&(t”-‘x) g')m t:‘,:.yhm ( n-—'l) e
.. ; yhm (tl) — eiul) ¢m i:)l yhm (0) = BAU” ®m k:'L Yo-

Daraus folgt aber

Vi (1) = X, 20 b,
i

m it

P (O T (t;) 9,
m t ) ¢7n LT I " ¢m 0 [N (24)

Wihlen wir nun eine Einteilung des Intervalls [0, 1]

/
o

0 <t <ty < ool <y, < o, <1, <

dermaBen, daBl die benachbarten (¢, ;. ,)-Werte geniigend nahe zueinander

(LIt

zu liegen kommen, damit
max ., —t <¢
sel (¢ bedeutet dabei eine belichig kleine positive Zahl).

7 Siehe z. B. [2], Seite 141.
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Hierfiir gilt

Wenn also ¢ hinreichend klein ist, ergibt sich mit guter Anniherung

21

b, i~ E+ [ F(r)de

und
H ¢

M,, (1) ~ *0 JE+ [F (1) dr | O E+ | F(r)dr e E+

in Lyt

+ [ F(rydr! ... e E+ [F(r)drl. )

IvV.

Setzen wir schliefllich voraus, dafl A (¢) keine Diagonalmatrix ist, und
daf auch keine Ahnlichkeitstransformation bekannt sei, durch die A (t) in eine
Diagonalmatrix transformiert werden kann.

Es sei aber G (f) cine diagonalisierbare Matrix, die die Matrix A () in
der G-Norm gut annihert, d. h. im abgeschlossenen Intervall 0 <t < b sei

GA(t) — G (1) = G(K () moglichst klein, und
H{HG@HH() =D

stelle eine Diagonalmatrix dar.
Mit diesen Voraussetzungen kann die zu 15sende Differentialgleichung (2)
in der Form
d

Lx=GOxEKOX+HI(0): x(0)=x (26)

oder nach Multiplikation von links mit der Transformationsmatrix H (1)
in der Form

—4Ha@ HOGOHH () IH@x) +{HOK@OH ()L

—
o
-1

+ |5 H<f) “ ()}(H (%) + (H ()£ (1) : H(0)x(0) = H(0)x, (27)

geschrieben werden.
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Mit den Bezeichnungen
H(@#)x=y; HOGHH () =D(); H(0)x=Yyo:

H () K () H! ( H(t} L) =B(); HEOf@H=g):
lautet die Differentialgleichung (27)
d
EYZD@Y+BWY+9®;YWFZN- (28)

Diese Differentialgleichung ist formell mit der Gleichung (7) véllig identisch,
sie laflt sich mithin analog dem (im Teil III) angegebenen Verfahren lsen.

Betrachten wir nun einige Sonderfille:
a) Die Berechnungen vereinfachen sich, wenn
H()=H (29)

von der Verinderlichen t unabhingig ist. (Dies ist z. B. der Fall, wenn G ()
eine zvklische Matrix ist.) Dann gilt ndmlich

iHEO
dt

und dementsprechend

B(t)=HK(@ H-L. (30)
a,) Stellen Hund K (¢) noch speziell vertauschbare Matrizen dar, wird
B (1) =K (). (31)

b) Die Berechnung vereinfacht sich auch, wenn e*® und B (f) vertausch-
bare Matrizen sind, da in diesem Falle

F (1) = B (1). (32)
b;) Eine noch wesentlichere Vereinfachung folgt aus der Voraussetzung

F=F()=B() (33)
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u., zw. unabhingig von f, denn es gilt dann
yi(t) = e eflyy = 20" F y, (34)

und die genaue Losung schreibt sich zu

y (1) = 0 R Ly, o [ e-30—Fr g (1) dr ). (35)
0

¢) Unsere (im Teil III) dargelegte Methode ist auch fiir den Sonderfall
anwendbar, dall G () = 0. d. h. H (¢) = E, B (1) = K (1). Unser Ergebnis ist
dann identisch mit dem anhand des Picard—LindeléfschenIterationsverfahrens
ermittelten.

d) Betrachten wir schlieSlich den (fir die Anwendungen bhesonders
wichtigen) Fall, bei dem — unabhingig von t —

und in der Form

G=>ruv, (36)

darstellbar vorausgesetzt ist. y, sind hierbei die Eigenwerte von G, u, bzw

v,
VT, bezeichnen die rechts- bzw. linksseitigen Eigenvektoren von G v: u, =
= 0, {3].

" In diesem Fall kann der nach Formel (12) bestimmte Wert M, (¢) folgen-
dermaBen ermittelt werden:

t

M, (() — ; ei'kyt :ukl v;l e 2\ ‘ (VI:1 K (Tl) uk:) el e drl (uh1 v;_:) =
k=1 | k=L
0

t T,

n n A

+ > ‘ (Vi K (72) uy,) elimmm ] (vi, K (7)) uy,) ebmmmmn dry dry (U, vy )+
elin—1. .

o : 0 o

n n M

- N \_\_ s'(vz.g K (T, ) u,) elrm=mimu— ‘(VZ.:K(T,,,._:) uy ) et v
b 0

o
[ W S Ry =
0

A ‘ (v;fm -1 K (Tl) u}"m) e(:“}‘:m_:'k”! Jn dTl e dTm— 2 (IT," -1 (ukl vlim): . (37)
‘U ’
dy) Dieser letzte Fall schliefit auch den Sonderfall in sich ein, bei dem

G und K konstante Matrizen sind, also nicht von der Verdnderlichen ¢ abhiin-
gen [4].
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht mit Hilfe der Matrizenrechnung die Lisung von
Systemen gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten. Die
Losung ist fiir gewbhnlich nur dann in geschlossener Form darstellbar, wenn die Koeffizien-
tenmatrix Diagonalform hat. Im allgemeinen Fall 1a8t sich die Losung ausschlieBlich durch
eine unendliche Matrizenreihe darstellen. Verfasser gibt ein Iterationsverfahren an, das als
Verallgemeinerung der Picard—Lindeléfschen Methode angesehen werden kann, Die Ndherungs-
losung (m ~— 1)-ter Ordnung wird in einer — auch fiir die praktische Rechnung zweckmiifliger
Form — in Gestalt von Summen wiederholter Integrale skalarer Funktionen dargestellt.
(Siehe Formel (37).)
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