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Bei der Behandlung technischer und physikalischer Probleme taucht
hiufig die Notwendigkeit der Losung partieller Differentialgleichungen auf,
die den Lariaceschen Differentialoperator 4 enthalten. Es sind dies die
Lapracesche Differentialgleichung :

AU = 0. (1a)
die LarracE—Poissonsche Differentialgleichung :

AU = 8, (1b)
die Wellengleichung :

AT —k2U =0, (1c)
und die inhomogene Wellengleichung :
AU - kU = 8. 2)

S bezeichnet in diesen Gleichungen eine gegebene Ortsfunktion, k ist im
allgemeinen eine bekannte Konstante, kann aber auch eine bekannte Orts-
funktion sein. U ist die gesuchte Funktion, die wir Potential nennen werden,
obwohl sie in physikalischem Sinn oft kein Potential ist.

Fir die Losung der Gleichungen stehen uns in gewissen Sonderfillen
mathematische Hilfsmittel zur Verfiigung, deren Anwendung jedoch meistens
groBen mathematischen Aufwand erfordert. Die weitere Schwierigkeit besteht
darin, daB die Lésung im allgem=inen eine unendliche Reihe oder ein Integral
ergibt, deren Auswertung langwierig ist. und oft einen eigenen Apparat bean-
sprucht.

Der Gedanke liegt nahe, das Problem bei gegebener Geometrie numerisch
zu losen. Diese Methode hat den grundsitzlichen Nachteil, daB8 die Anderung
der Abmessungen dem Wesen nach eine neue Aufgabe stellt. Dementsprechend
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ist die Ermittlung einer allgemeinen (fiir alle Abmessungen giiltigen) Tabelle
oder eines Schaubildes nur nach langwierigen numerischen Berechnungen
mbglich. Das Verfahren hat jedoch den groflen Vorteil, daBl seine Anwendung
keine groflen mathematischen Vorkenntnisse erfordert, Im konkreten Fall
fithrt die numerische Methode schneller zum Ziel als die analvtische. In den
meisten Fillen bendtigt die Auswertung der allgemeinen analytischen Lésung
fast so viel numerische Arbeit wie das unmittelbare numerische Verfahren.
Daher bedeutet die »geschlossene Formel« oft ein triigerisches Ergebnis.

Im weiteren sollen die Moglichkeiten der numerischen Lésung der
erwidhnten Differentialgleichungen in einigen Koordinatensystemen unter
der Voraussetzung untersucht werden, dafl die Funktion U an der Bereichs-
grenze gegeben ist (erstes Randwertproblem). Wir spezialisieren die Aufgabe,
indem wir nur Fille untersuchen, bei denen das Potential blofl von zwel
Veranderlichen abhéingig ist. In praktischen Fillen — infolge der Symmetrie
der Anordnung oder anderer Ursachen — ist diese Bedingung recht héufig
erfiillt, Zuerst soll die bekannte Methode fiir die Lésung der ebenen LAPLACE-
schen Differentialgleichung in rechtwinkligen Koordinaten (Verfahren von
LiEBMANN) besprochen werden, worauf die Lésung der inhomogenen Wellen-
gleichung (2) folgen soll, da die iibrigen Gleichungen als deren Spezialfille
auffaBbar sind. Der Gegenstand unserer Untersuchung ist die Ermittlung
einer neuen, unabhingigen oder abhéngigen Verinderlichen. die die numerische
Arbeit erleichtert.

1. Die Laplacesche Gleichung in der Ebene in rechtwinkligen Koordinaten
[1, 2, 3, 4]

Die bekannteste der numerischen Lésungsmethoden ist diejenige fiir
die Losung der ebenen LaPrAcEschen Gleichung, das sogenannte LIEBMANN-
sche Verfahren. Es besteht im Wesen aus folgendem :

Es wird die Lésung der ebenen LapracEschen Gleichung

—0 (3)

gesucht, wenn der Wert des Potentials U lidngs einer (geschlossenen) Kurve
gegeben ist. Versehen wir den Bereich mit einem gleichm#Bigen rechtwinkeli-
gen Gitter, wobei der Gitterabstand d viel kleiner ist als irgendeine lineare
Abmessung des Bereiches (Bild 1). Untersuchen wir den Zusammenhang zwi-
schen dem Potential eines beliebigen mit 0 gekennzeichneten Punktes und
den Potentialwerten der benachbarten Gitterpunkte (1, 2, 3, 4). Ist der Gitter-
abstand d geniigend klein — wie dies soeben vorausgesetzt wurde —, lassen
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sich die Anderungen mit einem TaAyLORschen Polinom dritten Grades gut
annihern und es wird

5 B2 42 3377y g3
U, ~ U, + _2} d— UJ d__‘_lo U i,
B, 8x), 2 3x8 ), 3!

U B8:U | 4@ (B*U| &

v U+ 50| 4|20 T - el S
CREN 8y*ly 2 9y° ]y 3!

@

50 B2U 42 B3 4B
U37°’U0"’£ d+8L d U _d_v
Bxl, gx2il, 2 Bx3],3!

8U 82Uy d2 (33U \d®
Gty [PU] 4 U & (@Y
Oy Iy 8yl 2 8331

Addiert man diese vier Gleichungen, gelangt man zu der Beziehung :

U,+ U, + U3+U4=4UO-§~JZ1

207
Py

- ok )0. 5)

B y?

Die Larracesche Gleichung in der Ebene (3) ist erfiillt, wenn der Klammerwert
gleich Null ist. Die Bedingung hierfiir lautet :

, o .

Uozz[Ul'!*’ U, + Us + Uyl (6)
Die die Lapracesche Gleichung befriedigende Gitterpunkt-Potentialverteilung
ist somit gefunden, wenn der Potentialwert jedes Gitterpunktes das arithmetische
Miuel des Potentialwertes der vier benachbarten Gitterpunkte darstellt.

Bild. 1. Das Netz im rechtwinkligen Koordinatensystem

Am Rande eines krummlinigen Bereiches sind die Gitterabstinde d
nicht sdmtlich gleich (siehe die rechte Hilfte in Bild 1). In einem solchen Fall

4%



314 G. FODOR

schreiben sich die Anderungen, mit einem TAvroRschen Polinom zweiten
Grades ausgedriickt, zu

) ) aD , 82U d2
Dlwbo”r‘ax dy — 81‘2) _71
! 9 : 0 =
i i [N 82 j %
Dz‘dbo'\“(g_li 4 = L’I el
A 8y%ly 2 (7)
{
Uy~ Uy — %% dy — 08'32 %?
00X, e
— ] ab_ 2F7 . 2
vym vy U d;-‘a,\ D) _‘ﬁ
\O:} 0 O}- 0 2

Diese vier Gleichungen ergeben zusammen mit (3) fiir die fiinf unbekannten
GroBen im Punkt 0 (U, und die vier partiellen Derivierten) gerade fiinf lineare
Gleichungen, deren Losung lautet :

v, U,

T dyd, +dyd, d, —dyld, | dy

U, didsdyd, |1

0

|
i
i»—-*
3
m
1o
|
e
[OOSRV |
S

Das Verfahren setzt sich sodann folgendermafien fort : Am Rande des
Bereiches ist das Potential unserer Bedingung gem#l bekannt. Die Aufgabe
besteht darin, das Potential der einzelnen Gitterpunkte derart zu bestimmen,
daf} diese die Gleichungen (6) bzw. (8) befriedigen. Praktisch geschieht dies,
indem man die Potentialwerte — dem Gefiihl nach richtig, sonst aber beliebig—
annimmt und die so angenommenen Potentiale gemdB (6) bzw. (8) korrigiert,
wobel man alle Gitterpunkte systematisch durchgeht. Das Verfahren ist
mehrmals und so lange zu wiederholen, bis sich innerhalb der Rechengenauig-
keit keine weitere Korrektion ergibt. Sind die Potentialwerte der Gitterpunkte
bekannt, konnen die Aquipotentialkurven leicht konstruiert werden.

Die numerische Arbeit 148t sich mit gewissen Kunstgriffen iibersicht-
licher gestalten (»Methode der Reste«). Es mag erwidhnt werden, dafl man sich
zur Beschleunigung der Konvergenz anfinglich zweckmiBig zu einer Uber-
Korrektion der Potentialwerte entschlieBt. Es kann iibrigens nachgewiesen
werden, dafl die urspriinglich angenommenen Potentialwerte die Konvergenz
hichstens verzégern kdnnen, dafl jedoch das Verfahren bestimmt zu richtigen
Ergebnissen fithrt. Das bedeutet zugleich, daf ein im Zuge der Berechnung
eventuell vorkommender Rechenfehler automatisch korrigiert wird.
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2. Die allgemeine Losung des zweidimensionalen Problems
Als allgemeinsten Fall soll nun die Differentialgleichung
AU - k2U =8 9)

untersucht werden, die die inhomogene Wellengleichung darstellt. Ist S = 0,
gelangt man zur homogenen Wellengleichung, ist & = 0, zur PoissonNschen
Gleichung und, sofern k£ = 0 und S = 0, zur LarracEschen Gleichung.

Anderseits soll die Aufgabe derart eingeengt werden, daB} die Unter-
suchungen auf Fille beschrankt bleiben, bei denen die GréBen nur von zwei
Kooerdinaten abhingen, d. h.

U="U(x, %), S=S8(x2x,). (10)

Bedeuten x;, x, und x; allgemeine orthogonale Koordinaten, dann lautet
bekanntlich die allgemeine Form des LapLAcEschen Ausdruckes [4]:

g8, 08U, © |

g8 8U
83 9%

AU =

1 [igggaaU‘ 3

g18283 18%, g1 8%

}. (11)

0xy | 8o 0%y | 8 x,

Hier sind g;, g, und g5 die MaBfunktionen, die durch den nachstehenden Aus-
druck des Quadrates des elementaren Abstandes definiert sind :

ds? = (g; dxy)® + (8 dxp)* + (g5 dx5)*

Im gewiihlten Sonderfall nimmt die Differentialgleichung (9) folgende Form an :

1 [_é_ 8285 80)%._9“‘53@?_@,]_;92[;:5, (12)
818283 LB% | g 0Ox Oxy | gy Ox,
Nach dem Differentieren wird
1 82U 1 8 (8:8,)8U |

g7 8xF  g18.8; 0% | g1 /0%

18U, 1 8

g5 9xf 818283 9%,

g3g1J.a.£_k2U=s. (13)
8 ) 8%,

Fithrt man die Abkiirzungen

‘1 8
gzgal —¢, gsgl] —¢, (14)
81 818285 9x3 % g

1 ]

g18283 9%

ein, nimmt die zu lésende Differentialgleichung folgende Form an :

1 82U aU 1 82U aUu
+6—+ +6,

g7 93 9x, g5 93 9 x,

2

— kU =S8. (15)
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Bild 2 zeigt einen Teil des zweidimensionalen Netzes. Die a-Werte
bedeuten Koordinaten-Differenzen und stellen nicht unbedingt einen Abstand
dar {z. B. Winkel-Differenzen). Bei Auftragung des Netzes ist darauf zu achten.
daB} die Gitterabstinde im Verhiltnis zu den linearen Abmessungen des Berei-
ches klein sein miissen. damit sich das Potential U (und die Funktion S)
zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten nicht sehr dndere. Behandelt man

Bild 2. Das Netzteil in allgemeinen orthogonalen Koordinaten

eine Wellengleichung. so mul} der Gitterabstand kleiner sein als der Parameter
1/k, der eine Linge als Dimension hat. es mufl also auch die Bedingung
kg u; << 1 erfiillt sein.

Werden die Anderungen durch ein TayLoRrsches Polynom zweiten Gra-
des angenshert, ergeben sich nachstehende Gleichungen :

_ . 1 T '82 i 2
U, ~ U, - %] o - lj 4
3y 9atl, 2
U2 P U0+ E_SE Uy + 62U ﬁ
Byl \ 93], 2
(16)
U, 5U0_[_8_U§ o+ [EY] 4
8 x4/p dafl, 2
. _ BU 02Uy o
Uy~ Uy — ’ oy + -
dx,'y 0a%l, 2

Gleichung (15) kann fiir den Punkt 0 in folgender Form aufgeschrieben werden:

- (U U 1 (82U 1 (82U,
So=—KU, + Gy — - Gag Y o T T 5l (17
O %y/p 9xly  gip 194F, 820 1923,
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Betrachtet man U, U,, Us, U, und S als bekannte Werte, lassen sich die fianf
Unbekannten ermitteln, doch bendtigen wir nur U, :

U, = :E (18)
A
S ay 1 a e Gy ag 1 a
M=U,—"- -‘:";—“1’—3‘610 +U, -2 " "‘_%‘620}“’
a4y &1o 2 s &30 2 .
oy a1 a .« a1 a. S
N O — L G|+ U -t — 2 Gao| — 2 (a, + ag) (2 + ay),
~ Us 5 5 10 a ,, 5 20 5 A 3 '
3 1 &1 = . 4y 1 & < (19)
Al S AR e Y N YA
N=—— g T T o T, bl T
a; 1 gl “ Us &5 ~
| EY
Uy + tyj 1 ay ag +— oy (1 7N 2
- -“;——;Gm R E ‘»*;(Gl-rls)(av*%)
a3 810 = oy &30 < &

Sind die denselben Koordinaten zugehorigen Gitterabstinde einander gleich.
wird der Ausdruck etwas einfacher; «; = a; sowie o, = a, gesetzt, gilt

I | a Voo | 1« I A | o i
JIED—'}— _‘___]‘_G ..‘_L/_),_L ____l 5 U S __IG 1
1 > ? 10 t 2 5 T 20 I 3 5 2 1077
a; | 81 & Uy 1 85 “ a4 1 810 /
o 1 a
! 2
Luh 9_ﬁ.4 S, o, (20)
Ua 1 830 =
R a, 1 a, 1
Ne==22_ 2% + Kk, a,
2
41 8o Uy 83

Bei Untersuchung der verschiedenen Koordinatensysteme kann man
nun derart verfahren, dal man mit den bekannten Malfunktionen g;, g g3
die Beziehungen G; und G, gemif} (14) bildet ; setzt man diese in Gleichung (19)
bzw. (20) ein, stehen die Zusammenhiinge fiir die Korrektion des Potentials
zur Verfiigung.

3. Kartesische Koordinaten
[17 29 37 4]

In rechtwinkligen kartesischen Koordinaten gilt
X=X, Ky =Y, Xy =5}

g =1 (21)
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woraus G; = G, = 0. (19) bzw. (20) nehmen mit «; = d; die Form

(dy + dy) (dy + dy)

(d1+ dy) (dy +dy)
(22)

an (hier bedeuten die Gitterabstinde wirkliche Abstéinde), bzw. falls d; =
=dy=dy; = d, = d, wird

(23)

Ist S=0und k= 0 dann geht (22) in die unmittelbar abgeleitete Gleichung
(8), bzw. (23) in die Gleichung (6) iiber, wie dies auch sein mu8.

4, Polare Koordinaten in der Ebene

Aus den Ausfithrungen unter 1. und 3. ist ersichtlich, daB sich fiir einen
im Inneren des Bereiches liegenden Punkt ein einfacher Zusammenhang fiir die
Potentialkorrektion ergibt. Dagegen ist die Ermittlung des gewogenen Mittel-
wertes fiir einen am Rande des Bereiches liegenden Punkt sehr langwierig.
Da in der Praxis der kreisformige Umri8 hdufig vorkommt, lohnt es sich,
die Losungsmethode auch fiir polare Koordinaten zu untersuchen.

a) Korrektionsbeziehung in den urspriinglichen Koordinaten [3]

Das polare Koordinatensystem ist nichts anderes als ein Zylinderkoor-
dinatensystem, in welchem das Feld unabhingig von der axialen Richtung
betrachtet werden kann (Problem in der Ebene). Die Koordinaten und die
MaBfunktionen sind

Xy == T Xog== @, Xg=12]

a=1, g= 1, g=1; (24)
15 1

Gy = (N=—, G;=0
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Bezeichnet man die radiale Unterteilung mit d, die azimutale dagegen

mit a (Bild 3), folgt aus (19), daB

@JL
21, ‘
d+d; S
+ U 2 = (dy + dy) (@ + @), (25)
ay T3 2
. L .2
e R R R EER UL R IO S
dl TO azrg dd ..aro 2

Ist dy=d,=d und a,=a,=a, so gilt gemif} (20)

d LI
U41+_ﬁ+U4L_i%+‘ia&+Ug_%ﬁ
| 2r, 2r, a*r3
Up= a2 © (206)
I LAY
a®r?

Rechnungstechnisch ist es zweckmiflig, den Parameter

n=10 27)
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einzufithren, der bei gleichméBiger radialer Teilung die von innen gerechnete
Ordnungszahl des betreffenden Kreises bedeutet. Damit wird

[1+L)Ul_[1__1_ Uyt~ (Uy+ U,) — S, &
- \ 2n 2n) n? o>
U= — ] (28)
2(1mr - L“A 2
! n®a?

Gesondert muBl der Fall untersucht werden, wenn auch der Punkt r = 0
in dem betrachteten Bereich liegt. Der Mittelpunki hat selbstverstdndlich
viele benachbarte Punkte, und infolge der Singularitdt der Differential-
gleichung gelten dort auch die Korrektionsznsammenhénge nicht. Da sidmt-
liche Gitterpunkte vom Mittelpunkt gleich weit entfernt liegen, eriibrigt sich
jetzt ein Abwigen. Legt man vem Mittelpunkt in verschiedene Richtungen ein
rechtwinkliges Netz, 4Bt sich (23) folgendermaflen verallgemeinern :

UO_—.——-—-—_"“ s = 0-, n == 0’ (29)

wobei U; das arithmetische Mittel des Potentials des m benachbarten Gitter-
punktes bezeichnet :

(39)

b) Einfiihrung einer neuen unabhingigen Verdinderlichen [3]

Wie man sieht, gestaltet sich die Berechnung dieser Zusammenh#nge
viel umstindlicher als derjenigen im kartesischen Koordinatensystem. Die
Schwierigkeit ergibt sich dadurch, dal die Funktion G, von Null verschieden
ist. Man kann versuchen, dies so auszuschalten, daB man den radialen Gitter-
abstand nicht als gleichbleibend annimmt, was im wesentlichen so viel bedeu-
tet, dafl man statt der Verdnderlichen r eine geeignete. neue unabhingige
Verénderliche o (r) einfiihrt.

Die neuen Verdnderlichen sind

Xy =0(r), Xp=2¢, Ky 5i

dr .
g1=-—: &=1(0). g=1; (31)

do

1 7

G, LA AP

dr Boldr B

—(0) —

do do
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Aus der Bedingung G; = 0 folgt, daB} die in der Klammer stehende Funktion

konstant sein muB. Der Wert der Konstanten wird der Einfachkeit halber

gleich 1 gew#hlt, womit sich die fiir die Ermittlung der Funktion r (9) dienende
Differentialgleichung in der Form

dr

—=r(p 32

ag (9) (32)

schreibt. Das Integral dieser Differentialgleichung lautet

r=Re?, p=1In T , (33)
R

wobei R eine unbestimmte Konstante mit einer Lidnge als Dimension ist.

Die MaBfunktion g; hat den Wert
= —— = y =Re?. (34)

Bezeichnet man die Gitterabstinde in der Richtung @ mit o, in der Richtung
o dagegen mit f, gilt mit G, = 0 aus Gleichung (20)

U2 U, v, U P

1 2 = a 3 ? 2
- DT ars DTy ars
UOZ F 0 CLo /?Oo 0 (35)
(3
212t i ptap
pr3 ar}

Zur einfachsten Beziehung gelangt man, wenn man « = f§ wihlt ; in diesem
Fall gilt in weitgehender Analogie mit (23)

_ Ui+ U+ U+ Uy~ Sr5a®

T i
Up= 2T s T2 (36)
- K fa(l
Sind die Gitterabstdnde ungleich, wird gemil (19)
Gy + Uy oo Oy + Ug o Uy -+ & a a
) 17 2 477
M=Bty, BTy, BTGy, BT Gy
a, ay Ly ay
0 o
Y r§(ay + ag) (@ + «) (37)
. ey a a; +a Uy + ty o k?
1T 2 17T % 27 3 % 2
N= -+ -+ -+ + —rg(ay + ag) (@ + ay)
oy a, a a, 2

Die azimutale Unterteilung « wird auf Grund der Geometrie angenom-
men. Durch zweckmiBige Wahl des Parameters R kann man f# = o erreichen.
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Bezeichnet man den groBten Halbmesser mit ry, lassen sich die Halbmesser
des Netzes der Reihenfolge nach aus der Beziehung

_ T+ _
r=Re?, ru,=Rers; Do (38)
T

ermitteln, und zwar
Ty=1Ty, Ta==¢€Ty, Tz3=20¢ry, ..., Iz=2¢"1r,. (39)

Ein solches Netz zeigt Bild 4. Man erkennt, dal der radiale Gitterabstand
nach auBen zu anwichst, was gleichzeitig auch den grundlegenden Nachteil

Bild 4. Das Gittersystem in polaren Koordinaten mit den neuen unabhingigen Veriinderlicher
o0 =1In R/r. In diesem Fall ist @ = /12 = 15° und daher ¢ = e—2 = 0,77

dieser Methode beleuchtet : In Nidhe der Achse hdufen sich die Gitterpunkte
gehr an, was die Rechenarbeit iiberfliissig anwachsen 1468t ; am #uBleren Rande
des Bereiches verschlechtert sich gleichzeitig die Genauigkeit des Verfahrens.
Dies verursacht besonders dann grofle Schwierigkeiten, wenn der Bereich
auch den Punkt r = 0 enthilt.

¢) Einfithrung einer neuen abhingigen Verdnderlichen

Ein dritter Weg zur Lisung kann folgender sein : Man fithrt statt der
Verdnderlichen U (r, ¢) eine neue abhingige Verinderliche mit Hilfe der
Gleichung

U(r.g) =0 (r, ) (40)
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ein. Der Exponent m hat vorerst einen beliebigen Wert. In der Differential-
gleichung (12) wird sich der Wert des ersten Gliedes &ndern und es wird

1 3 (g2g3 oU| 13 'r8rmv‘ .
818:8,871\ g1 8% ror\ or
(41)
2y Sv 5
=™ el 4+ (2m + 1)t o +m2rtT =y,
ar? ar
1
Ist m= — rut verschwindet der Faktor des ersten Derivierten, was formal
bedeutet, als wire Gy gleich Null. (13) nimmt die Form
2.4 s 1 2,
rm o 4+ m2rT o o7 — E2ry =8 (42)
ar? 2 9¢?
an, wobei
r=\rU (43)
ist. Vereinfacht man durch r” und substituiert man m = — % so gilt
2 1 82 [ 1 -
v 180 e Lo syr. (44)
8r2 r? Byp? 4r2
Nach Vergleich mit Gleichung (15) kann man formal schreiben, daf3
g——=1 G 0. g r. G,——0,
(45)
1

S — 17 S.

A S T

4r

wobei r an der Stelle zu nehmen ist. wo die Korrektion geschieht, d. h. r = r,.
Bezeichnet man den radialen Gitterabstand mit d, den azimutalen
dagegen mit q, wird aus (20) im Falle gleicher Gitterabstidnde

, . & 5
vy T g TZZ‘T“Z (v +v;) — S, | @2
8
Uy =~ . . : (46)
2[1+ ol U S T
a'rd 4r3

Fithrt man wieder die Ordnungszahl der Kreise n = r [d ein, gilt

1 _
e P ,,(”2 + vy — So\/n V;ﬁ
. n? g2 @)
o =
21+ | e
n2a? 8n?
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Allgemeine Gitterabstdnde vorausgesetzt, ergibt sich aus (19)

a, + s d,+d o 1 cdy - d
T A LIS AL
d, U T dy 37y
. G+ay | dy+d, 2+ dy+—d, d;+d
N:a4 T Cl_+ 1 . L Oy et 4———l~—9—3(a2—,-a4)+ (48)
d; Uy T3 d, ayr3 8r

Wieder mufl der Fall separat untersucht werden, dafl das Potential
auch im Punkte r = 0 ermittelt werden soll. Da das Potential U und seine
Derivierten iiberall endlich sind, lassen sich folgende Beziehungen schreiben :

v=rU—=0 falls r—0,
a_L:V»aU n LI A 1_ U=-"" falls r—0. (49)
ar 3r _21/; 2)r 2r

Im Punkt r = 0 streben also sdmtliche Derivierte von v auf r gegen unendlich.
Dem Halbmesser r = d (n = 1) entlang kann also micht v; = 0 substituiert
werden, da dort die Anniherung mit dem Taviomschen Polynom zweiten
Grades nicht gestattet ist. Die fir die Ermittlung der Korrektionsbeziehung
nétige vierte Angabe ist eben durch (49) gegeben. An der Stelle r = d lassen
sich namlich folgende Beziehungen aufschreiben :

K [ 8%v) d&®
vy A g+ |—| d -+ — A
ar, Br Jp 2
) 8%z} d2
/*\».L0+WL~O—d‘ i] —
8rily 2 (50)
o A e (81; C(8%v) a®
T ladl, ‘{690202’
(8 v . (8%v) a®
vy v vy — |—| a+ Nt
B¢l Sg%, 2

Beriicksichtigt man nun auch die auf den Punkt r = d bezogene Differential-
gleichung (44), gelangt man zu der Korrektionsbheziehung

2v, + —1;(‘1’2‘5" vy) — Sovﬁ
vy = * = n=1. (51)

275 + 2+ k2a2
T
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Vergleicht man die Ausdriicke (28) bzw. (47), 148t sich der Vorteil dieser
Methode feststellen : Wihrend namlich die Potentiale U; und U, gewogen
werden miissen, ist dies bei den Hilfspotentialen »; und v; nicht notwendig.

Man verfihrt wie folgt. Vorerst wird das Netz angefertigt. Anstatt der
Randwerte schreibt man die Werte von v = V; U ein. Danach wird die
Potentialkorrektur an Hand der Gleichungen (47), (51) bzw. (48) durch-
gefithrt. (Ist n > 3, bedeutet die Vernachlidssigung des Gliedes 1/8 n? einen
Fehler, der kleiner ist als 19%,.) Aus den so erhaltenen Werten des Hilfspoten-
tials v kann man mit Hilfe der Bezichung U = /|y die Werte des Potentials
U errechnen. Das Potential des Mittelpunktes ldfit sich aus (29) ermitteln.

5. Zylindersymmetrische Felder in Zylinderkoordinaten

a) Korrektionsbeziehung in den urspriinglichen Koordinaten (2)

In zylindersymmetrischen Feldern hingt das Potential U nicht vom
Winkel ¢ ab. Die Koordinaten und die MaBfunktionen werden zweckmifBig
in folgender Weise geordnet

g=1. g
G, =10 G.zz-l——a—r: 1
r or r

Bezeichnet man die Gitterabstinde in der Richtung = mit d;, d,, in der Rich-
tung r mit d,, d,, ergibt sich aus (19)

M=y btd g hTd {'1 L h gt
d2 dg 2 TO d3
dy+d ) S
i U 3T W 1 2] __~o d - do + d ,
o d4 9 To 9 ( 1 3)( 2 4_)
(53)
N:d4+d2_l-d1_}_d3‘1;ﬂ__]_z_d2+d4yd3+d11 &__‘_
d; d, | 2r, d, ‘ d“1 2r,y ‘
L2
- o (d; + ds) (dy + dy)
Im Inneren des Bereiches gilt im Falle gleicher Gitterabstdnde aus (20)
,U1+(1+§—1— U, +U; + 1—2i U, — S,d2
o= = & : (54)

4+ k2d2
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‘wobei n = r,/d. Lings der Achse — wo r = 0 — gilt aus Symmetriegriinden
U, = U,, woraus

2L \ r=0. (55)

b) Einfiihrung einer neuen unabhingigen Verdnderlichen

Die Anwendung der Beziehung (54) gestaltet sich wieder deshalb schwie-
rig, weil die Potentialwerte im Zihler gewogen sein miissen. Das System (52)
‘weist eine weitgehende Analogie mit dem System (24) auf, man kann also ver-
suchen, die neue unabhingige Verdnderliche p == In r/R einzufiihren. Ganz
dhnlich, wie in Punkt 4 wird

r -
X =3, xz;—gzln}, Xy = Q:
g1=1. gy=Rel=r, gs=r=Re%: (56)
1 8 Re?
Gy=0, Gym— "t =0,
Re? 3 p Ret?

Bezeichnet d den Gitterabstand in Richtung z und § in Richtung p, ergibt
sich aus (20) '

Uyt Uy + - (U = U — Sod
Uy = —— . (57)
2{1+ S L ¥
rg 2

(57) ist nicht einfacher als die Beziehung (54). Da ferner auch eine Ungenauig-
keit wegen der ungleichen Gitterabsténde auftritt, ist es hier unzweckmibBig,
diese Methode anzuwenden.

¢} Einfiihrung einer neuen abhingigen Verdnderlichen

Es kann das Verfahren der Einfiihrung einer neuen abhéngigen Verénder-
lichen angewendet werden. Da die zu Null zu machende Funktion G, aus dem-
selben Glied stammt wie im vorigen Punkt, kann man die Ergebnisse von
dort iibernehmen (Gleichungen 40--42):

U =220, (58)
]fr
g—1, go—1, 6G,——0, G,——0,
1 - 1" S V7S, (59)
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Bei gleichen Gitterabstinden folgt aus (20)

vo:vl+v2+v3+v4wsovzvd—?’ (60)
; K
4 . _— 1 kzd‘.’.
anz '

Sind dagegen die Gitterabstdnden allgemein, dann wird gemiB (19)

Moy detd dtd, dtd  dytdr
d d; dy dy
So =7 ,
- El 1o (dy + d3) (ds + dy)s (61)
NoGatdy  divdy  dytdy dytdy (di+dy) (A +dy)
d  d, d; d, 813
h2

- E(dl +dg) (dy +dy)

Auch hier mufl wieder der Fall gesondert behandelt werden, daBl das
Potential auch lings der Symmetrieachse (r = 0) zu bestimmen ist. Wie im
vorigen Punkt (Gleichung 49) 148t sich auch hier zeigen, daB die partiellen
Derivierten der Funktion v auf r im Punkt r = 0 gegen unendlich streben.
Mit derselben Methode 148t sich auch die Korrektionsbeziehung an der ersten
Teilung ermitteln. Schreibt man in (51) statt a formal 1 und pafit man die
Indizes den vorherigen an, dann ergibt sich

zmzf"_% ":SO._@, n=1. (62)

v,
0 4,75 1 k2 g2

Das Verfahren und die Vorteile der Methode sind die gleichen wie bei
den Polarkoordinaten besprochen, ja hier brauchen sogar die Werte des Hilfs-
potentials nicht erwogen zu werden. Verzichtet man auf eine groflere Genauig-
keit als 1%, kann in (60) bei n > 2 das 'Glied 1/4 n? neben 4 vernachlissigt
werden. Ist k = 0 (LaprAcEsche Gleichung, Porssonsche Gleichung), erleich-
tert man sich die Rechenarbeit sehr mittels einer Tabelle, die folgende Spalten
enthilt

n 1 2 >2

X x x

4,75 3,9375 4

Die Tabellenwerte lassen sich mit der Rechenmaschine schnell ermitteln.

3 Periodica Polytechnica EI II/4.
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6. Zylindersymmetrische Felder in Kugelkoordinaten

a) Korrektionsbeziehung in den urspriinglichen Koordinaten

Wegen der Form des Umrisses ist es hdufig zweckmiBiger, die zylinder-
symmetrischen Felder in Kugelkoordinaten zu berechnen. Infolge der Zylinder-
symmetrie ist das Potential U unabhingig vom Winkel ¢. Dementsprechend
ergeben sich folgende Koordinaten und MaBfunktionen :

=T, Xy =, Ty == @3
glzl_ gzzr, g3=rsinl9.
1 3 2
Gy =— — (r’sind) = —,
rP’siné or r
(63)
1 -
G,y = 2 sin g = 228 b .
risin ¢ 89 risin ¢

Bezeichnet d den radialen Gitterabstand und o denjenigen in Richtung des
Winkels, dann wird mit dem Parameter n = r,/d aus (20)

1

n?a2

1+acosﬂ0’U2+l1_i)U3+
! _ n

2 sin &,

M:lL+ih5%‘
L T

1

n?a?

«cos ¥,

1—
2 sin ¥,

U, — S,d2 (64)

1

n®a?

N:2P+ +~k2de.

Da dieser Zusammenhang auflerordentlich umsténdlich ist, kann er praktisch
kaum angewendet werden. Sind die Gitterabstdnde ungleich, so ergibt sich
sebstverstdndlich eine noch uniibersichtlichere Formel.

b) Einfiihrung einer neuen abhingigen Verdnderlichen

Es kénnte versucht werden, die Vereinfachung mit Hilfe einer neuen
unabhingicen Verdnderlichen zu erreichen, doch bedeutete dies keine grofle
Vereinfachung, und die ungleichm#Bigen Gitterabstdnde verursachten weitere
Nachteile. Es soll daher eine neue, zweckmiBige unabhingige Verdnderliche
gesucht werden, bei der die Funktionen G; und G, einfacher. womdoglich Null
werden.

Man fithrt die durch die Gleichung

U(r,?) =rsin"dv (r,9) (65)
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definierte neue, abhingige Verdnderliche v ein. Der Lapracesche Ausdruck
(11) nimmt dann folgende Form amn:

AU = 1 [i (r‘3 sin § 5 résin® § ol + 2 rsin ) 8 resindulf.  (66)
r’sind (8r 8r 8y 3y

Fithrt man die Differentierungen durch, wird :

YIRPSIS U <} 2 . N
AU = LEE—__{) r'38 v - 2(u + l)rﬁi +u(e+=1e—+
rZsin & ar2 or
(67)
- é‘z_l» LEeret cos l??_v_ . ¥ cos? —iinfzﬁ ~,>
RV sin $6 9 sin?
Die Differentialgleichung erhilt schliefllich die Endform
8%v  ,u+180 w1 1 8%  2v-+1cosdBuv |
8r2 '~ 5 B8r r? Cort g 92 2 sind 8¢
(68)
¥ cos?? — sin? & . S
B —— e o k,“' U ==
r2sin? ¢ régin’ 9

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der allgemeinen Form (15), so ergeben
sich folgende Kongruenzen

p+1 2y + 1 cos?
s—1. & 2 g r. G, — >
T r>  sin?
(69)
¥ 3 D
. 7 veos ¥ — sin?d
k2 ——k*—p- — , S 2
r? r2sin2 ¢ r* sin” ¢
Durch Wahl von g = — 1, bzw. ¥ = — 1/2 lassen sich die Funktionen G,

bzw. G, gleich Null setzen, so dal man nach Einfithrung der durch die Glei-
chung

Ulr, 9) = M (70)

rVsin @

definierten neuen Verdnderlichen v mit folgenden Parameterwerten zu rechnen
hat :

g —1, G 0, g r. G, 6. S Srlsind,
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Mit n = r,/d erhélt man aus (20)

(v + v,) — Syn Vsin B,d3

Uy == Va —
1T 3T
n?a?

l'o —_— . o (72)
2(14 1 . 1+ sin?d, Lpege
n*a®  4n2sin%d,
Sind die Gitterabstéinde ungleich, folgt aus Gleichung (19)
_M:vl%"{‘aa - v2d1+d3 -+ v3a2+a4 -+ v4d3+d1 —
dy ay g dg ay T
So, Vg ' !
-5 rol sin By (dy + da) (a3 + ).,
(73)
N=a4—1‘—a3_+d1~§~d3+a + ay :d?)—l—dl_;_
d; ay T3 dgy a, 73

14 sin?d,
i 0 (d; +dy) (e, +a —-——~d A AR
Ty @) )+ @ ) o)
Die Frage der Geraden sin ¢ = 0 (Symmetrieachse) und der folgenden
Netzgeraden (% = a bzw. & = 7—qa) muB wieder separat betrachtet werden.
Dav=r 1/_5‘1;‘{9 U, streben die Derivierten von v nach # an der Stelle sin #=0

r 3 s
3 o |1 3 ‘72%/ 3

d; oy n=

: %)J/ n=2

f n=1

Bild 5. Das Gittersystem in Zylinderkoordinaten

(d.h. % = 0 und ¥ = =, wo v = 0) gegen Unendlich, genau so, wie im Falle
der Polar- oder Zylinderkoordinaten, Hier kann ebenfalls die Anniherung

dv rU rU v
9v _ ]/_ + Y = (74)
84 2Vsind 2 Vsing  2sind




Tabelle 1

Koordinatensystem

Rechtwinkliges
kartesisches
(¢benes Problem,
urabhingig von z)

Tthenes polares
(¢benes Problem,
unabhiingig von z)

Zylindrisches
(zylindersymmetrisch,
unabhiingig von ¢)

Veriinderliche

ry 0,

U == U (r, 9)

] M
Us ="y
.
d
0,z

U = U (Q» (I))

) M

oy
1

0 s In R

Qs

v (r, gy = Ve (r. p)

M
vy W
Ty

7o
d
AN

U= U (s7)

. M
Uy =y
. "o
1 (l

[ A

vz, r) = Vro (z,¥)

M
v
0 N
n == !‘()
d

Korrektionszusammenhang, wenn dic Gitterabstiinde

Kugel
(zylindersymmetrisch,
unabhiingig von ¢)

r, ¢

v (r, J) ==
wp Vsin @ U (r, 9)

M
g == k[\l
o "o
d

Korrektionszusammenhang im allgemeinen Fall ; lei .
i gleieh sind
. ody - dy Cdy - d Cdy A d dy - d
M o= ), L S U, A L UNET b
bod, /s d, TR g, b d,
S Moo= U, - Uy o Uy Uy — Sy d*
g (dy b dy) (dy o dy) Uik Uy b Uy o Uy Sy
N oz o B*
o dy - dy o d) - d, dy - d dy -+ d kit !
N o= S L At T W T B T Lo S d, A d NS
4, I d. I (13 i d, ) (dy -+ dy) (d d) g
A T ‘ dy ) Cody b dy , by ( d, ) ( | ) ( 1 ) . 1 .
M o B [P I [ i Ve {1 . [ 7 A I [ - . o J— o
M=U, d, (I Y2y, U, iy, rh HUs d, 2r, ! S 2 v 2n Ua n* o Uy - Un) S d
Lo bdy Sy | , ‘
b U w3 9 (dy -+ dy) (g - ay) N o ? (1 1 W"l‘ “‘) Lo
! . n* ot
|
N == ol (I + ,([” ) -} it .flﬂ b R ("! ‘d' ) o d, ¥'If[:x ; l = () M o= U Sy (1? N1 ke d*
d 2ry oy 1 dy 2 oy ry a 4 4
e ) 1 " ) 2
-} 2“ (‘I; F ‘l:x) (e, b “vx) i U == m ,‘%: Ui === - w
' !
B oy -} oy ] ;U oy oy by ) ) .
M=, a U d, U , o = M oo Uy A Uy - Uy o Uy = Sy r o®
0 L) (1) N o I
,,,,, e . I o Ser = Sy
N bty | Uy by oy oy -k : A P ) (g b ) 30 == Op
a, a, «ty ' ™ 2 T
Op ==y, gy O oy
. . 1 e
Mo Uy o Lop, di ,(I” Loy ok -t da | ‘,4/, Mo v g ey (0 0) Sy Vg d
d, Touyrg ) il Uy T nt ot
Sy 4 . .
. 20 l ro {dy - dy) (et 4 wy) N e 9 b 1 SR l‘.) ) kg
n® o 8 n”
: g | o, d; - d. o, b« dy 4o d, d, - dy
N e AR g T o by - I 1) - . L ar
\ d, Yoy dy oy 8y « ) 2oy - e (g 4 v,) — So Vb
o2 Py == Ty s n ==l
- 5 (dy 4 dy) (o o oy) 2,75 - -y - k2
. ! ! ) ,
Moy, Bt gy ot (1 ;,‘[‘ ) TR , | : 1 .
(/‘ d Zry 113 M o= (;] ! { | 2,’) Fy - U, (J — 5, ) U.1 - 5“ 2
U l,"l - [l“ s } ! (dy 4 dy) (d, iy)
d4 2ry 2 -
N = doofs B2 d?
i\i,Atll ,,z~([“, ' (/Irlrll [{ | (11“] . (/,~} (I! .
EA N i Ty i i
d, d, 27y ha U 2 U, Uy Syd?
{ ! { k2 Uy == 4 ke P s noes= 0
s (1 S @ ) e dy)
X d, 1y = :
) dy - dy dy - dy , dy - d, ' dy -} dy ) e
M s vy d, vy d, [ty d, 4oy d, . M = p) - vy vy by S, ¥ 7y d*
Sy 1 .
e () () |
- N s b e B2 d?
A n®
N dy 4dy o dy d, N dy - dy dy Ady (o dy) (dy -} dy) N
d, i d, l d, ‘ dy rj I 2 S ! }
3y e 2va b 0y — S, Vol
k* . g == o l;r{ 10.1]& ) ¢ no=1
-+ 9 (dy 4 dy) (dy -] dy) TS A B R
; ay b, 1 4 d o, o 1 ! R s
M ! ‘,ll Fed- 0y, ! :12 ”: Py R ([':; 'y I R N G (vy A vy) — Sgryd® ['sin &,
dy -} d, Se oy | g ( L 1 sin® ,,«;,”) e g
P 5 "o Vsin 9 (dy 4 do) (A ) N o= 201+ e L sint 8, b k2 d
2 ! N,
vy vy oy by o= Sy nd? Vsin a
N =t By dybdy by dy 1 dy o+ NS ‘)”__u i =,
) o a g d, oy ry 2 ~? 4 bk
n¥ o 2 n®
1 e sin® o) k* . : 1 2
e *",“_’ f” (dy -+ dy) (0, -+ ay) by (g dy) (g - ) (| | 1 ) U, 4|1 I ) Uy oy Uy S, d
4 v sin® g 2 ) n t n ‘ ntat ] i
U, : g l’ . e U
9 ([ N ) SNEWE
5 n* o
L
. U G S d*
0= 1 re==0
1 P ke d?
]
, ! ; ’ o ) .y
Ui U (=0 4 (,') - 2 ) +oU@=m)
) ) 2
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benutzt werden. In der Umgebung eines an der Stelle # = a liegenden Punk-

tes gilt
v 2p) d?
vy~ v+ — -+ v] 2
rl 2’
Lo RS U _.l i .8‘)_ d_
: * lar 0 B 8r3), 2 ’
(75)
N (az (a— a?
Uy A Uy —+ 1 Ay
3¢ 8%, 2
~py 0 g [0 2
2sin B, 893, 2

Beriicksichtigt man auch die Gleichungen (68) und (71), ergibt sich an der
Stelle ¢ = a folgende Korrektionsbeziehung

2 T

v+ vy + qu——SOnVsmad3
2q2 ” a
n

vy = . , U= . (76)
1 3 -
24 2 175111&_,__*_1___{_“(? T—a
2 9 aa 9 2 ! 9 . i
n?ea? 2n?sin®a n*asin a

Ist a < 0,25 7= 14°, so ist mit einem Fehler unter 19, sin a »~ « und es wird

o — Son sin a d®

vy -+ Vg +
! ' nza2 ja .
vy = s 1 ’ﬁziw—a. (77)
24+ T o T R ’
na? n

Sind an den Stellen ¢ = « bzw. ¥ = 7—ua die Werte des Hilfspotentials
v und damit auch diejenigen des Potentials U bekannt, a6t sich das Potential
lings der Symmetrieachse gemiB (64) ermitteln. Da hier aus Symmetriegriinden

U, = U, gilt

[1+i}Ul..g_|1_-l U, + U, — S,d? o
U — m n n? ot LH=1" . (18)
0 ( 1 t24
2|1 4| k22
n=a” |

Eine weitere Singularitdt weist jener Mittelpunkt r = 0 auf, der viele
benachbarte Gitterpunkte besitzt. Da jetzt v =r |/sin§ U, ist der Wert des
Hilfspotentials im Punkte r = 0 gleich Null, und seine Ableitungen auf r
bleiben endlich. An den Stellen r = d (d.h. » = 1) ist also Gleichung (72)
anwendbar, und nur der Punkt r = 0 ist gesondert zu untersuchen. Will man
die Potentiale simtlicher benachbarter Punkie beriicksichtigen, so miifite
man ein ziemlich langwieriges Wiegen durchfithren. Da am innersten Gitter-
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kreis die Anderung nach # ziemlich klein ist, geniigt es, diejenigen Potentiale
zu beriicksichtigen, die den Werten & = 0, 7/2 und = zugehdren. Stellt man
sich im Mittelpunkt ein rdumliches kartesisches Koordinatensystem vor.
kann man auf Grund des Gesagten leicht die Beziehung

i?i-—A%'sodz
Uy= —7— (79)
1+ k242

1
6
ableiten, wobei U; den arithmetischen Mittelwert der Potentiale der sechs
benachbarten Gitterpunkte bedeutet. Im zylindersymmetrischen Fall stimmt

7 .
das Potential des Punktes # = e mit dem Potential der auf dem »Aquater«

liegenden iibrigen drei Punkte iiberein. es wird somit

E:%{U@:M+4U§:%)+U@:m. (80)

Wie ersichtlich, ist Gleichung (72) von viel einfacherer Struktur als
Gleichung (64). dieses Verfahren erleichtert mithin tatsichlich die Rechen-
arbeit.

Zusammenfassung

Es wurden die Methoden der numerischen Lésung der in der Form
AU — kU =8

geschriebenen partialen Differentialgleichungen fiir den Fall untersucht, daB3 die Funktionen
nur von zwei Verdnderlichen abhiingen, und das Potential der Randwerte gegeben ist. Es
wurde festgestellt, daB in kartesichen. in zylindrischen und in Kugelkoordinaten die Rechen-
arbeit durch die Einfithrung einer geeigneten neuen abhingigen Verdnderlichen vereinfacht
werden kann. Das Verfahren hat immerhin den Nachteil, daBl in singularen Punkten (wie
z. B. im Mittelpunkt) und in den mit ithnen benachbarten Punkten andere Beziehungen fiit
die Potentialkorrektion gelten als in den Punkten allgemeiner Lage. Die Konvergenz, die
Fehlerschranken usw. der Methode wurden nicht erértert, weil die Struktur der Differential-
gleichungen fiir die neuen Verinderlichen dieselbe ist wie diejenige fiir die schon frither ein-
gehende Untersuchungen durchfiihrt worden sind.

Die verschiedenen Methoden sind in der beiliegenden Tabelle zusammengefaBBt. Aus
der Tabelle ist ebenfalls ersichtlich, daf die hier vorgeschlagene Methode der Einfithrung einer
neuen abhingigen Verdnderlichen (oder eines Hilfspotentials) im allgemeinen zu einfacheren
Korrektionsbeziehungen fiihrt.
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