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Im Aufsatz angewandte Bezeichnungen

Allgemeine Bemerkung :
Wenn kein be~0nderer Hinwels, sind sidmtliche Groflen im MKS Mafsystem zu verstehen.
Einzelne Bezeichnungen :
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L. Einleitung

Die Dampferwicklung von Ein- und Dreiphasen-Synchronmaschinen sowie
die Liuferwicklung von Doppelkifigliufer-Asynchronmaschinen besteht in vielen
Fillen aus Rundstdben. Die sich in den Stiben abspielenden Wirbelstrom-
erscheinungen kénnen einige wichtige Kennwerte der Maschinen (z. B.in selbst-
anlaufenden Synchronmaschinen das Anlamoment, in Einphasen-Synchron-
maschinen die Grofle des gegenlaufenden Feldes usw.) in starkem MaBle beein-
flussen, weshalb es erwiinscht ist, beim Entwurf der Maschine die infolge der
Stromverdringung der Stibe entstehende Widerstandserhhung bzw. Reaktanz-
abnahme zu kennen.

Die Stromverdringungserscheinungen in rechteck- und trapezformigen
oder aus diesen zusammenstellbaren verwickelteren, z. B. L-formigen Nuten
sind in der Literatur ausfithrlich erdrtert. Fiir diese Fille stehen zur Berechnung
der Leiterimpedanzen entsprechende Beziehungen und in den meisten Fillen
auch Tabellen zur Verfiigung [5, 7, 8, 9]. Fiir die in kreisformige Nuten gebet-
teten Stidbe sind unseres Wissens in der Literatur keine #hnlichen genauen
Berechnungen zu finden. Es sind zwar einige, durch sehr starke Verein-
fachung des physikalischen Bildes abgeleitete oder auf empirischem Wege
erhaltene Ergebnisse bekannt, deren Anwendungsgebiet und Ann#herungs-
giite jedoch nur dann befriedigend bestimmt werden konnten, wenn sie
mit ins physikalische Bild besser passenden, genaueren FErgebnissen ver-
glichen werden kénnten.

Im nachfolgenden wird ein Verfahren beschrieben, das mit dem physika-
lischen Bild in sehr guter Ubereinstimmung steht und mit welchem die infolge
Stromverdringung eintretende Widerstandserhhung und Reaktanzabnahme
der in kreisformige Nuten gebetteten Stiibe bestimmt werden kann.

II. Grundgleichungen

Nehmen wir an, dal in einem Stab vom Durchmesser D laut Abb. la in
Axialrichtung ein zeitlich sinusférmiger Wechselstrom von maximalem Wert
I flieBt. Der Stab fiillt die Nut vollkommen aus, entweder gibt es keine Isolie-
rung oder sie ist vernachlissighbar diinn. Nutenéffnung b ist im Verhiltnis zum
Stabdurchmesser nicht iibermiBig grofl. Die Permeabilitit des Eisens wird
— wie bei solchen Rechnungen allgemein iiblich — fiir unendlich grof betrachtet,
d. h. die auf das Eisen entfallende magnetische Spannung wird im Vergleich
zur auf die Nutensffnung entfallenden magnetischen Spannung vernachléssigt.
Es wird angenommen, dal das axiale MaB des Stabes im Vergleich zum Durch-
messer duBlerst grof}, also die Wirbelstrom- bzw. Magnetfeld-Verteilung in Axial-
richtung homogen ist.
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Unter obigen Bedingungen hat die elektrische Feldstirke am Stab nur
axiale (e,), die magnetische Feldstirke radiale (h,) und tangentiale (h) Kom-
ponenten.

Die Verteilung der elektrischen und magnetischen Feldstérke im Innern
des Stabes und in der Nutenéffnung wird durch solche Funktionen ausgedriickt,

Abb. 1

die in den einzelnen Feldteilen sowohl die MaxwELLschen Gleichungen befriedi-
gen als auch den auf die Grenzflichen beziiglichen Brechungsgesetzen Geniige

hsa(l‘o) hqa(l"o)

Abb. 2

leisten. Eine genaue Bestimmung solcher Losung st68t auf groBe mathematische
Schwierigkeiten. Zwecks Vermeidung dieser Hindernisse wird auch eine ann-
hernde, aber mit dem physikalischen Bild gut iibereinstimmende vereinfachende
Annahme gemacht.

In der Nutendéffnung verteilt sich die Tangentialkomponente der Feld-
stirke am Radius r = r; in der Wirklichkeit qualitativ laut Abb. 2a. Die Punkte
@ bzw. —« entsprechen den Punkten A in Abb. la. Innerhalb der Strecke zwi-
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schen den beiden Punkten dndert sich der Wert der Feldstirke nicht stark, in
den Punkten ¢ und —a sowie in ihrer unmittelbarer Umgebung kann er — vor
allem von den Kritmmungsverhilinissen der Punkte A abhingig — von den
im Innern der Strecke erscheinenden Werten in groBerem Mafle abweichen.

Im folgenden wird die UngleichmiBigkeit der Feldstdrken-Verteilung
aufler acht gelassen und mit der durchschnittlichen tangentialen Feldstéiirke der
gestrichelten Linie in Abb. 2a entsprechend gerechnet. Somit ist laut Abb. 2a
auf der Strecke —x <gp < —acunda<g <=z

th (TO) - 0 b
und auf der Strecke —a < p < a
i

= ’ Ly

i
b 2rya

hqz (TO) =

i =Telt ()

der komplexe Momentanwert des Stromes ist.

Die in Abb. 2b dargestellte Feldstdrkenverteilung kann als ein Abschnitt
der periodischen Funktion nach 2 & aufgefalit werden, somit mit der FouriEr-
schen Reihe erzeugt werden. Nach Bestimmung der Koeffizienten der FouriER-
schen Reihe erhalten wir :

@

i i sinna
b, (r)) = -+ 2 —cosn Q. (3)

2ry 7 T,@ nao

n=1

Die Aufgabe ist nun, im Innern des Stabes eine, die MAXWELLschen
Gleichungen befriedigende Lésung zu finden, die am Radius r = r, auch der
obigen Gleichung Geniige leistet.

Die auf den Stab beziiglichen Maxwertschen Gleichungen sind :

roth=oce ) (4a)
rot e == ——,uﬁ. (4b)y
ot

Nehmen wir an, dafl die Losung folgende Form hat:
h, = H, (r, ) e/*! . (5a)
b= H (r, ¢) e/ (5b)

e.=E, (r,p)e/*" . (5¢)
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Werden diese Werte in die Gleichungen (4) eingesetzt und die Komponen-
ten der Rotation nach Abb. 1b im Zylinderkoordinatensystem aufgeschrieben,
so gelangen wir zum folgenden Differentialgleichungssystem :

2 2
B[ g) (:’ ?) -+ 1 8E.(r9) =+ —17 FEng) jou,oE, =0 (6a)
ar? r or r? Bp?

1 3E,(r.
H, (r,¢) = — — (. 9) (6b)

jour B

’ 1 oFE, (r,
H(np)= - o) (6)

J @ or

Die Losung des Gleichungssystems mit Beriicksichtigung der Gleichung (3)
(s. Anhang 1) ergibt:

Ez(r7¢)=l{]w#0 - Jo(w) ]wuo Zw J,, (w) smnacosmp] (Ta)

2rw, Jg (wo) Wy 7T na
H, (r,¢) — I 1 J,n (w)  sinna sinn ¢ (75)
T | wor Jr (20g) a
11 35 J, _ ‘
H, (r,¢) — o (w) 2L Jn(w) sinna G osn g (1)
7 2r0 J§ () J (wg) na
wo
w=|— jou,or : (8a)
wy = | — jouy o, (80)
J. (w) — BesseLsche Funktion n-ten Grades mit Argument 10,
J, (w) — Ableitung von J, (w) mach w ist.

Die Komplexleistung des Leiters kann einerseits mit dem Flichenintegral

des komplexen Vektors der Energiestromung (PoyNTinNGscher Vektor), andrer-
seits mit der Innenimpedanz Z, und dem Strom I des Stabes ausgedriickt wer-
den. Aus dem Vergleich der beiden verschiedenartig gewonnenen Ergebnisse
kann die Inpenimpedanz Z, bestimmt werden.

Die Radialkomponente des komplexen PoyNriNeschen Vektors am Radius
r =T, 1st

6, (ry) = E- (rgs ¢) H, (701 ). 9)
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A A
wo H die Konjugierte des Vektors H ist.

Die komplexe Leistung ist

S= (G, dF = | E. (ry, ¢) H, (rg, ¢) dF = 11Z, = I*(R, - jX;), . (10)
F F
wo P
Z, =R, +jX,. (11)

Nach Ermittlung des Integrals der Gleichung (10) mit Hilfe der Glei-
chung (7) (die Einzelheiten der Berechnung sind im Anhang 2 zu finden) erhal-
ten wir fir Z, folgenden Ausdruck :

Zb—_—ROJ‘Ewo‘Q JJo(wo)
l 2wy Jg (wy)

na

sinnar]’ (12)

JJn ( wo
wy 2
wyJ

wo R, der Gleichstromwiderstand des Stabes ist :

l

or§

Ry —

Nach Absonderung der realen und imaginiren Teile erhalten wir

R, =R, [Re[ﬂ)_i . _JJo () + ?u: 2 i JJIn(wy) (sinna)? ] _
l 2 1wy Jo (10y) e = wy Jy, (wy) | na ’
= Ry(1+k) (13a)
2 _ Xb — ’ ]JO u/o) Z JJn 1( ( Qinnanl'. (13b)
gl :z '9 w,yJ o (105) 1w, J5 () | na l

Zur Ermittlung von R, und 2 ist die Kenntnis des Wertes der BessEeLr-
schen Funktionen mit Argument | —;j notwendig. Diese Funktionen sind
nur fir die Werte n = 0, 1, 2 tabelliert [12]. In den Berechnungen mit den
Gleichungen (15) sind bei den praktisch vorkommenden Leiterabmessungen
mindestens 6—38 Glieder in Betracht zu ziehen, wenn wir annehmbare Genauig-
keit zu erreichen wiinschen. Gliicklicherweise konnen die BesskLschen Funk-
tionen im Falle der praktischen Werte von w, mit den ersten Gliedern ihrer
Potenzreihe gut angenihert werden, so dafl mit den Potenzreihen die Gleichun-
gen (13) verhdlinismiBig einfach berechnet werden kénnen.
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TII. Wechselsiromwiderstand des in kreisformige Nuten gebetteten Stabes

Nach Gleichung (13a) ist
Ry=Ry(1+E&). (13a)

Mit den vorerwihnten Potenzreihen wurden die Werte des Faktors k.
bestimmt. Die ausfiihrlichen Berechnungen sind im Anhang 3 zu finden. Die
Endergebnisse sind in Tab. I und im Diagramm der Abb. 3 enthalten.

Die in der Tabelle und im Diagramm beniitzten Bezeichnungen sind:

r
[ oy G

531/2‘11{,0;:!: 2=D; (14)

&

5 ist eigentlich das Verhiltnis zwischen Eindringtiefe und Durchmesser. Wird
der Durchmesser, wie in der Praxis iiblich, in mm gemessen und anstatt mit
der Leitfihigkeit mit dem in Ohm/m/mm? ausgedriickten spezifischen Wider-
stand o gevechnet, so wird:

— 22\ 207 ptmms, (150)
10 0
Tabelle 1
Werte des Faktors kr
) L@ =005 ¢ = 0,1 a=02 « =03 , a =04 1ep
1 |

0,282 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,2
0,424 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,3
0,565 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0.4
0,705 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,5
9,850 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,6
9,990 0,08 0,08 0,07 0,07 0,07 0,7
1,130 0,13 0,13 0,12 0,12 0,11 0,8
1,270 . 0,20 0,20 0,19 019 | 018 09
1,420 0,30 0,30 0,29 0,28 021 10
1,555 0,43 0,43 0,42 0,40 038 Ll
1,760 0,59 0,59 0,57 0,55 0,52 1,2
1,840 0,78 0,77 0,75 0,72 0,68 1,3
1,980 1,00 0,99 0,96 0,92 0,87 14
2,120 1,24 1,23 1,20 1,14 1,08 1,5
2,260 1,51 1,50 145 1,38 1,31 1,6

3 Periodica Polytechnica El i1
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Fuar Kupfertleiter ergibt sich bei f= 50 Hz, g = 0,021 Ohm/m/mm?

[mm]
5— D

= 15b
10,3 (156)

Die Breite der Nutenéffnung ist durch Winkel a gekennzeichnet. Auf Grund
der Abb. 1 ist

@ =, (15¢)

T
1 i {

A
T or=b/D

B =-27%T-1/.gﬁ 10-5-p

= Rp= Ro (1+kp)

10

0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 226

Nachdem der W’iders’candserhﬁhungsfaktor nur in geringem Mafle von «
abhiingt, wurden im Diagramm im Interesse der Ubersichtlichkeit nur die den
Werten o = 0,1 und « = 0,4 entsprechenden Kurven gezeichnet. In Tab. I
sind auch fir andere u-Werte Angaben enthalten.

Auf Grund der Kurven kann festgestellt werden, daBl der Widerstands-
erhdhungsfaktor etwa so grofl ist wie der eines Quadratprofilleiters, dessen
Seite dem Kreisdurchmesser gleicht.

Beispiel

Déampferwicklungsstab aus Kreisprofilkupfer von 15 mm Durchmesser. Nutenéffnung
b = 3 mm. Es werde die Widerstandserhhung fiir f = 50 Hz und f = 100 Hz bestimmt.

Fiir f= 50Hz:
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Aus dem Diagramm bzw. aus der Tabelle erhalten wir durch Interpolation
k.= 0,33.
fr f= 100 Hz:
Fur f 2,15

5=m—:2,06 kr=1.08.

IV. Streuleitfihigkeit des in kreisformigen Nuten gebetteten massiven Leiters

Auf Grund der Gleichung (13b) wird vor allem die sogenannte Gleichstrom-
Streuleitfihigkeit (@ — 0) bestimmt. Nachdem in der Gleichung der Grenziiber-
gang w, — 0 gemacht wurde (s. Anhang 4), erhalten wir:

A I I Gy |
b=yt 2y

n=1

(16)

sin n a] 2

na

Dieses Resultat kénnte auch unmittelbar aus der Differentialgleichung der
Feldverteilung gewonnen werden, falls angenommen wiirde, daB die Strom-
verteilung im Querschnitt gleichmiBig erfolgt.

Die Summe der unendlichen Reihe in Gleichung (16) ergibt sich fiir die
untersuchten a-Werte folgendermafen :

o . .
2 1 smna
n na

n=1

"g%—1n2a=o,807—1jna. (17)

Durch Berechnung mit Hilfe dieser Gleichung der Gleichstrom-Streuleitfihig-
keit fiir verschiedene a-Werte erhalten wir die Kurve der ‘Abb. 4. Die berech-
neten Werte sind in Spalte 0 = 0 der Tab. ITe enthalten.

Diese Werte der Gleichstrom-Streuleitfdhigkeit sind in der Literatur
bereits bekannt. Raea [1, 3] hat schon im Jahre 1927 die Differentialgleichung
der Feldverteilung firr kreisférmige Nuten mittels Fourierscher Randbedin-
gung und unter Voraussetzung einer gleichmiBigen Stromverteilung geldst.
Spiter hat Roruerr [2] #hnliche Rechnungen durchgefithrt und ein Kraft-
linienbild gezeichnet, das er auf Grund des analytischen Ausdruckes fir das
Vektorpotential erhielt. Daraus hat. er fiir einige Fille die Streuleitfihigkeit
bestimmt. Auf die hier beschriebene Weise konnen aber die Rechnungen be-
deutend einfacher und schneller gemacht werden. Ubrigens sind in Abb. 4 die
von RoTHERT berechneten Werte mit Kreisen bezeichnet. Wie ersichtlich,
fallen diese — den ersten Punkt ausgenommen — auf die von uns festgestellte
Kurve. RorHERT hat auch Messungen durchgefithrt, deren Ergebnisse mit
den Rechnungen praktisch gut iibereinstimmten.

3*
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Jedenfalls ist aus den Kurven ersichtlich, daB die Streuleitfihigkeit
betrichtlich vom Verhiltnis der Nutendffnung und des Durchmessers abhingt.

A= \
\o
o\
\o\ |
o, H
N\,
™
05 }
%
0 a1 0.2 0.3 04 o

Abb. 4

Die in der Literatur oft vorkommende Feststellung, wonach die Gleichstrom-
leitfihigkeit der Kreisprofilnute 0,66 ist, trifft nur unter bestimmten Bedin-
gungen zu und kann in unginstigem Falle betridchtliche Fehler verursachen,

Aus Gleichung (13b) kann auch die mit Beriicksichtigung der Wirbel-
stromwirkungen berechnete Streuleitfihigkeit bestimmt werden. Die Ergebnisse
der im Anhang 4 angegebenen Berechnungen sind in Tab. Ila und IIb sowie

Tabelle a

Werte der Streuleitfihigkeiten 7.~ und A~

[ a = 0,05 a == 0.1 a =02 a = 0,3 a =04 j1eg
0 C1250 1,028 0,810 | 0,680 | 038 | 0
1,415 1,237 1005 0785 0,657 | 0567 | 10
1,700 1210 0,985 0,766 0,637 0,548 | 12
1,98 1177 0,954 0739 0609 0520 | 14
2,26 1,143 0921 0695 0516 0488 L6

‘ z t
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Tabelle IIb

;N
Werte des Faktors ky == -

) a=005 . l a=01 | a=02 ; a =03 o= 0,4 N

i | |
1,415 0982 | 0978 0970 | 0967 0,964 1,0
1,700 0,968 | 0958 = 0946 . | 0,939 0932 | 12
1,980 0942 0,927 0912 0896 0,883 | 14
2,260 | 0914 | 0895 0864 0,847 0,829 16

in Abb. 5 enthalten In der Abbildung und in den Tabellen bedeutet k, den
Reaktanzabnahmefaktor :

k= 2 (18)

104 Fx
o i
9 =01
x=04%
08
07
10 15 20 25 6

Abb. 3

Nachdem k, bei den kleineren Werten von 4 in der Nihe der Einheit liegt.
wurden hier im Vergleich zum Widerstandserhshungsfaktor wesentlich weniger
Punkte berechnet.

V. Gegenseitige Impedanz in Doppelkiifig- Anordnung

Auf Grund des Vorhergehenden ist es moglich, auch verwickeltere Fille
zu untersuchen.

Abb. 6 zeigt eine Doppelkifiganordnung. Der obere Kifig besteht aus
Rundstdben, der Leiterquerschnitt des unteren Kifigs kann beliebig sein.
Die obere und untere Nutensffnung der Kreisprofilnute ist b. Die im oberen
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und unteren Kifig flieBenden Stréme sind:

i, =1, e/ (19a)

i2 = Iz ejwt . (19b)
Bevor wir uns mit der Frage im allgemeinen beschiftigen, wollen wir
untersuchen, welche Wirkung die Wirbelstrome des oberen Kifigs auf die Impe-

ST TN
m~.
N

danz des unteren Kifigs im Falle i, = 0 ausiiben. Dieser Fall kommt némlich
bei den sogenannten Blindstabldufern vor, wo die oberen Stibe nicht mit
Ringen zum Kifig vereint sind und in diesen nur die Nutstreukraftlinien der
unteren Stibe Wirbelstréme induzieren, die sich innerhalb des Stabes schlieBen.

Die Verteilung der Streukraftlinien und der Wirbelstrome des oberen
Stabes ist in Abb. 7 schematisch dargestellt.

Die Impedanz des unteren Leiters ist, entsprechend den Kraftlinien,
aus mehreren Teilen zusammengesetzt, die iber die einzelnen Abschnitte
durchgehen. Im weiteren wollen wir uns nur mit der Berechnung jenes Teiles
beschiftigen, der den Streukraftlinien iiber den oberen Leiter von Durchmesser
D entspricht, da die iibrigen Teile der Impedanz von der Form des oberen
Kifigs unabhingig sind und auf iibliche Weise berechnet werden kénnen.
Wird der erwihnte Teil der Impedanz des unteren Leiters mit Z;, bezeichnet,
ergibt sich die dementsprechende komplexe Leistung zu:

S =11,Z =LI, (R, + jX). (20)
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Diese komplexe Leistung kann, dhnlich zum im Abschnitt IT angewendeten
Verfahren, auch mit Hilfe des auf die Oberfliche des Rundstabes berechneten
PoyntiNeschen Vektors bestimmt werden. Die Anderung der tangentialen

Feldstirke am Stabumfang bei den angedeuteten Bedingungen ist — gleich-
miBige Feldstirkenverteilung bei der Nutenéffnung vorausgesetzt — in Abb. 8
dargestellt.

Die der Abb. 8 entsprechende FouriErsche Reihe ist:

21, ~ sin(2v — 1)« ' , :
h, (ry) =-—= 2 sin (2 i cos (2v — 1) pe™, (21)
Ty = (2v —1)a :
hsp(re)
]
1.2
2rg o
() ol | (e
T x| o T
! i
! i
| i
! i
i I
l !
| |
Abb. 8

Die die Randbedingung (21) befriedigende Lésung des Differential-
gleichungssystems (6) weicht lediglich insofern ven den Gleichungen (7) ab,
daB 2i, an Stelle von i einsuzetzen ist und bei der Summierung nur die Glieder
von ungerader Ordnungszahl zu beriicksichtigen sind (n = 2 v — 1). Somit
wird :

PALO) Jior— ) (w0 sin(2y — D a
E.(rp)= P20y, Sy Jeon()  sn@ =l

cos (2 — 1) g . (22)
7w, -~ Jizv—1) (109) 2y —1Da

Werden der Vektor der Energiestromung und die komplexe Leistung
‘auf die im Anhang 5 angegebene Weise berechnet und mit Gleichung (20)
verglichen, so ergeben sich fir die realen und imagindren Teile von Z, nach-
stehende Ausdriicke :
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Ry Ry 10, - Re) 37 -Teon ) [0 =9 [ | Rk (230
woJ2r—1) (10,) (2v —1a J

e ]S s ]
L ool = l"=1 wo Jiae—1) (wp) [ (v —1)a ‘ ' '

Die Werte von k, sind in Tab. ITI und im Diagramm der Abb. 9 in Funk-
tion von 6 und « angegeben. Wie ersichtlich, sind bei gleichen Abmessungen
die zusédtzlichen Verluste wesentlich grofler, als wenn Strom i, durch einen
Rundstab fliefen wiirde.

Die Streuleitfihigkeit betrdgt bei der Frequenz f= 0:

5 4 < 1 Csin (2v — 1) a P
P == — . 24)
! 12} 21'—-1l 2v—1a ] (

Im Falle der untersuchten Abmessungen ergibt sich die Summe der unendlichen

Reihe zu :
Zm‘y 1 sin(2v —1)a
2v~1{ 2v—1)«

p==1

2 3 Ina
L0 ma 25
= 5 (25)

Tabelle H1

Werte des Faktors kg

6 L a=005 L a-oa1 =02 a=03 amot Jice]
0,282 0,00 - 0,00 0,00 ! 0,00 0,00 0,2
0424 . 001 001 001 001 0,01 0,3
0,565 0,03 0,03 § 0,03 0,02 0,02 0,4
0,705 0,07 0,07 | 007 006 | 006 05
0,850 0,14 0,14 0,14 0,13 0,13 0,6
0,990 0.25 0,25 024 | 0,24 0,23 0.7
L1130 0,42 042 041 0,40 0,39 0,8
1,270 0,67 0,66 0,65 0,63 0,61 | 09
1415 0,99 0,98 0,97 0,94 0,91 1,0
1,555 1,41 1,40 137 1,33 1,29 1.1
1L700 . 191 199 18 181 174 1.2
1,840 250 2,49 2,44 2,36 2,28 1.3
1,980 3,17 3,15 3,08 | 2,99 2,88 | 14
2,120 3,89 387 3,79 3,67 353 L5
2,260 4,67 4,64 4,54 ; 4,39 4,22 1.6
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/fk,- !/ kkr
|
. /.
O(=U,77://
YA
" [ i
s / 5
T x=b/D
= 274/
2.__‘5'70 g 2
Rp= Ry ki
1 7

o 0z 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 5

Abb. 9
Ay
3047k
25
.04 kkx
2.0 ;
| o5
\i
1.5
08
1.0 07 4
0 a1 0.2 03 04 o 10 15 2.0 256
Abb. 10 Abb. 11

Die Werte von Zy.. sind in Reihe 0 = 0 der Tab. IV und in Abb. 10 in
Funktion von a zu finden.

Ak~ kann auf Grund der Gleichung (236) berechnet werden. Die Ergebnisse
sind in Tab. IVa (auf zwei Zehntel aufgerundet) angefithrt. Der Reaktanz-
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abnahmefaktor ki, ist in Tab. IVh und in Abb. 11 zu finden :
k’f.\’ = (26)

In dem allgemeinen Fall, wo in beiden Stiben Strom flieBt (i, + 0;
i, + 0) konnen fiir die beiden Stibe folgende Spannungsgleichungen aufge-
schrieben werden :
121, (27a)

Z
12l +Zop I, (27b)

Z,, ist die Eigenimpedanz des oberen, Z,, die des unteren Stabes, Z,, die gegen-
seitige Impedanz zwischen den beiden Stiben, U, und U, bedeuten die an den
unteren bzw. oberen Stab gelegten Spannungen, die im gegebenen Fall —z. B.
in kurzgeschlossenem Kifig — auch die vom Primirfeld induzierten Spannungen
sein kénnen. '

Z,, und Z,, enthalten die Impedanz des Hauptfeldes, die Streureaktanzen
und den Widerstand der Stéibe. Thre Berechnung erfolgt in der iiblichen Weise.

Tabelle IVa

Werte der Streuleitfihigkeiten Ay~ und Ap~

3 E a = 0,05 a = 0,1 : a = 0,2 a = 0,3 ; o = 0,4 10,
: ‘ 5 |
0 2,86 2,42 19 | 172 150
1415 2,78 2,33 1% 164 146 1,0
1,700 2,70 2,26 1,83 156 1,38 1,2
1,980 2,59 2,14 1,73 146 | 1,28 14
2,260 2,47 2,02 1,60 134 | 1,17 1,6
Tabelle IVDh
Werte des Faktors kpy == ;I; ~ «
5 =005 e 01 a=o0p2 L a=03  a=04 | 0,
| | : | " ]
1415 0,970 0,965 0957 | 0952 0947 | 1,0
1,700 0,942 093 0925 0,907 090 12
1,980 0,904 0,885 0,872 . 0,846 | 0,835 14
805 0,780 | 0,760 1,6

2,260 - 0,860 0835 0,
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Bei der Berechnung der den Streukraftlinien entsprechenden Reaktanzen und
der Stabwiderstinde ist auf Grund des vorhergehenden die Wirkung der im
Rundstab induzierten Wirbelstrome im Falle Z,; nach Gleichung (13) und
im Falle Z,, nach Gleichung (23) in Betracht zu ziehen.

Die gegenseitige Impedanz Z,, besteht aus zwei Teilen. Ein Teil ent-
spricht denjenigen Krafilinien, die mit beiden Stdben verkettet sind, jedoch
iiber den oberen Stab nicht durchgehen (itber die obere Nutenoffnung sich
schlieBende Kraftlinien, Zahnkopfstreuung, Luftspaltfeld usw.); der andere
Teil ist die Impedanz von Kraftlinien, die iiber den oberen Stab durchgehen.
Die Form des oberen Stabes beeinfluBt nur den letzten Teil. Wie im Anhang 6
gezeigt wird, gleicht dieser Teil (Z],) der Impedanz Z,, der Hilfte der vorher
bereits bestimmten Impedanz Z; (23a, 235): ‘

, Z, ‘ ‘
Z12:_2}l ’ (28)

Hiermit wurden sémtliche Kennwerte (Eigen- und gegenseitige Impedanz)
der kreisformigen Nut bestimmt, und so kénnen die Wirbelstromwirkungen
in beliebiger Schaltung beriicksichtigt werden.

Beispiel

Die Nutenanordnung eines Doppelkifigliufers ist in Abb. 12 dargestellt. Die oberen
Stibe sind aus Aluminiumbronze (0; = 0,115 Ohm/m/mm?), die unteren aus Bronze mit spezi-
fischem Widerstand 9, = 0,05 Ohm,/m/mm?. Es soll das Ersatzschaltbild der Kifige — lediglich
unter Beriicksichtigung der in der Nut befindlichen Teile — fiir die Frequenz von f = 50 Hz
bestimmt werden. Das Ersatzschaltbild des Motors ist in Abb. 13 gezeigt. X ist die Streu-
reaktanz des Stinders, Ry der Stinderwiderstand, X, die Reaktanz des Hauptfeldes, X jener
Teil der Liuferreaktanz, der von den oberhalb des oberen Stabes sich schlieBenden Streukraft-
linien herriihrt (obere Nutenschlitzstrenung, Luftspaltstrenung usw.). Die Berechnung dieser
Teile ist fiir uns von keiner Bedeutung. weshalb wir uns im folgenden nur mit den von den
Klemmen a—b rechts befindlichen Elementen des Schaltbildes befassen werden. Der Einfach-
heit halber sind sdmtliche Widerstinde und Reaktanzen auf die Axiallinge | = 1 cm und auf
einen Stab bezogen.

Die zur Berechnung der Impedanz nétigen Kennwerte beziiglich der oberen Nut sind

2.5
o) = _53_ = 0,1
 aa W
4, = 10 ] AN <25 = 1,035
0,01 —6
R, = 0,115 — =2 . Q.
w = 0115 5 = 2.34.10
Auf Grund der Abb. 4 und 3 ist
kr = 0,1 kyz= 1 je = 1,028.

Mit diesen Werten erhalten wir fiir die Eigenimpedanz des oberen Leiters:

Zyp =Ry -7 Xy =1+ k) Ry, = jo gl 2= (2,58 +j 4.05)107° 2.
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Die Kennwerte fiir den unteren Kifig sind :

2,5 .
Ay == 30 B 0,123
2z / 5010 2 _
= 20 256
% ‘ 0,05 =123
kpy = 0,2 o = 0,95 yy e 1 Ry, =15910"%0
Abb. 12
-Zi2
Zin P
it JXs JX a e
o [N TETV >~ STOOT> D
JXo Zap=Zip-jX+ xa;
b
Abb. 13

Aus Abb. 9 und 10 erhalten wir mit den Werten des oberen Kifigs folgende Werte :
ki = 0,25 = = 2,42 B, ~1.
Die magnetische Leitfihigkeit im Halsteil zwischen den beiden Kifigen ist:

R 14 -
Ln ——:?~S~ = 5.6.
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Mit diesen Werten ergibt sich fiir die Eigenimpedanz des unteren Stabes :

= (2,49 -L j35,6)107° .

SchlieBllich betrigt die gegenseitige Impedanz zwischen den beiden Kifigen auf Grund
der Gleichung (28):

Ziy = Rip + J X{p = 5 (kir Ry + 0 ptg /) = (0,293 + j4,76) 107° 2.

Die Elemente des Ersatzschaltbildes sind :

Zy — Zys = (2,287 —j0.71)107°Q
Zoy — Zys = (2,197 + 7 30,84) 1070 0.

Die Vernachlidssigung der Wirkung der Wirbelstrome hiitte in den Widerstinden eine
Abweichung verursacht. In diesem Falle hiitte sich nidmlich das Ergebnis folgendermaflen
gestaltet :

VI. Ubersicht

Mit den im vorhergehenden heschrichenen Berechnungen ist es gelungen,
den Widerstand und die Nutenstreureaktanz der in Kreisprofilnuten gebetteten
massiven Leiter bei Beriicksichtigung der Stromverdringung zu bestimmen.
Aus den angefithrten Tabellen und Diagrammen geht hervor, dal bei den
in der Praxis meist vorkommenden geometrischen Abmessungen und Frequen-
zen in erster Reihe der Widerstandserhshungsfaktor eine Rolle spielt und der
Reaktanzabnahmefaktor in der Nihe der Einheit liegt. Es kann auch fest-
gestellt werden, dal} die Erscheinung der Stromverdringung besonders den
Widerstand der aus Kupfer hergestellten Dadmpferwicklungen von Einphasen-

" Synchronmaschinen bzw. der unter Umstdnden ebenfalls aus Kupfer erzeugten

Anlafkéfige von selbstanlaufenden mehrphasigen Synehronmaschinen wesent-
lich abéndern kann, da infolge des geringen spezifischen Widerstandes des
Kupfers bei einer Frequenz von 100 Hz bzw. 50 Hz die Eindringtiefe ver-
hiltnismaBig klein ist, so dafl der Widerstandserhthungsfaktor iiber einem
Stabdurchmesser von 8—10 mm bedeutend ist.

Die Lauferimpedanz von Asynchronmotoren mit Doppelkifigliufer kann
— wenn einer oder beide Kifige aus Rundstdben hergestellt werden — mit
Hilfe der mitgeteilten Diagramme und Tabellen ebenfalls bestimmt werden.




46 R. TUSCHAK

Die Wirkung der Wirbelstréme ist in diesem Falle im allgemeinen nicht stark,
weil die Kifige normalerweise aus Messing, Bronze, Aluminiumbronze usw.
hergestellt werden, welche Materialien viel groBeren spezifischen Widerstand
besitzen als Kupfer. Wegen der verhiltnismiBig betrichtlichen Eindringtiefe
ist sogar bei grofleren Durchmessern und 50 Hz Frequenz die durch Strom-
verdringung verursachte Widerstandserhshung nicht bedeutend. In diesem
Falle ist der Mehrverlust der im oberen Kifig durch den Strom des unteren
Kafigs induzierten Wirbelstréome bzw. der dementsprechende zusétzliche Wider-
stand beachtenswert.

Bei der Ableitung der Frgebnisse wurde in solchen Rechnungen aufler
den allgemein benutzten vereinfachenden Annahmen nur eine einzige Annihe-
rung angewendet, und zwar die lings der Nutenéffnung gleichmiBige tangentiale
Feldstirkenverteilung. Die tatsichliche Feldstirkenverteilung ist, wie im
Abschnitt IT erwihnt, hiervon abweichend. Die Abweichung ist am grofiten,
wenn Gleichstrom im Stab flieBt. Bei hoheren Frequenzen nihert sich die
Feldstirkenverteilung dem angenommenen idealen Zustand und stimmt damit
bei unendlicher Frequenz iiberein, da in diesem Falle der im Stab fliefende
Strom sich an der Oberfliche des Stabes in der Nihe der Nutendffnung in
unendlich diinner Schicht gleichmiiBig verteilt. Weiterhin kann — auf Grund
hier nicht auseinandergesetzter Betrachtungen — gezeigt werden, dafl die

Abweichung der Feldstirkenverteilung vom angenommenen idealen Fall im

untersuchten Bereich nur einen unwesentlichen Fehler im Widerstandserhéhungs- -
faktor verursacht, im ungiinstigsten Falle einige Prozente. Ihr Einflufl auf

die Streureaktanz ist groBer, aber die Abweichung von den im vorhergehenden

bestimmten Werten ist auch in diesem Falle unbetrichtlich.

*

An dieser Stelle machte ich Frl. Hedwig Sas, Mathematikerin in der Elektrotechnischen
Fabrik Ganz meinen Dank aussprechen, die den gréften Teil der numerischen Rechnung machte,
sowie Herrn Stephan Récz, Dozent des Lehrstuhls fiir Betriebswesen elektrischer Maschinen,
der mit seinen niitzlichen Ratschligen meine Arbeit forderte.

Anhang 1

Die Losung der Gleichung (6a) wird als die Summe der Glieder folgender Form gesucht

E:(r, @)= > Eum(r)cosng. (A. LD

n=1

Wird dies in Gleichung (6a) eingesetzt und nur das Glied mit Ordnungszabl n unter-
sucht, erhalten wir:

92 2
Ezn (r) _ ( ;‘2 Liomn o') Euxn(r) = 0. (A. 1.2)

or®

1 8Ea(r)
r ar
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Durch Einfiihrung der neuen Verinderlichen w = | — j w g o r kann obige Beziehung
zu einer BEssELschen Differentialgleichung umgeéndert werden, deren Losung

Ezxn (r. @) = Cin Jn (w) -+ Can Ny (10) (A. L.3)

jst. Nachdem E;; (r; @) an der Stelle von r = 0 endlichen Wert haben muB, wird C,; =
Wird Gleichung (A. 1.3) in Gleichung (6¢) eingesetzt, erhalten wir:

1 0E; Ow Y——jw oG o7
. = C . (o - Y A. 1.4
H(pn(r,(}’) ]w” 3w or = Uin jw;“o Jn (u) cosno. ( )

Vergleichen wir obige Gleichung mit der auf Radius r = r, durch Gleichung (3) vorgeschrie-
benen Randbedingung, erhalten wir:

i Jou, sin n o
C:rl T e /’—-.—-—-'——— ’
To® 1 —Jjop, e Jy (1) na

(A. L.3)

Dies wieder in Gleichung (A. 1.3) eingesetzt und die Summierung auf jedes n von ganzer
Zahl durchgefiibrt, ergibt das den Gleichungen (7) entsprechende Ergebnis.

Anhang 2
Es soll folgende Bezeichnung eingefiihrt werden :

An o le'l (‘wO) .

- : A 21
10y 7, (20,) ( )
hiermit wird Gleichung (9) auf der Strecke —a << ¢ < a:
- Towp, [ 4, L2, sinn a . i
E:(rgo ) Hy (ry )= — [—2— -+ : Ay e cosn (p] "3 o (A.2.2)
n=1
Die an der Oberfliche durchstrémende komplexe Leistung wird :
a
1174 = 2
S = 1| Bx(ro,0) Hy (rop ) 7y dp =11 202° [T°+ ,“A”(SH;ZZ) ]=
—a Ll " \ - =1
- wel? - sinn a ) ‘
= 1 Prra [ ...1‘4"(_ e )] (A. 2.3)
n=

Durch Vergleich der Gleichung (A. 2.3) mit der rechten Seite der Gleichung (10), erge-~
ben sich fiir Ry und X} die Gleichungen (13a—b).

Anhang 3

Es soll folgende Bezeichnung eingefiihrt werden :

S s A
—ju= 5 = 3 (A. 3.1)

Hiermit erhalten wir auf Grund der Potenzreihe der Besselfunktionen :
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(G =Foy [y Jo ¢ i L=
Jnte) = I 1 VG TS IR IeT T
=(l:;—#)—n»(al—}—ja,_,) (A. 3.2)

jei(n+2) vi(n + 4)
ne1  2mEh(+2)

’ AT ,
1wy Iy () = (‘L;I‘lff‘)— [n —'-

ju¥(n L 6) L __(Vj'?-n - ‘
T ot vos T SR ER T L (N IS E AR

Diese Werte in Gleichung (A. 2.1) eingesetzt, ergibt sich:

jlay +jay) (ay by — @y by) - J(ay by + ay by)
An= A 5Tz : A. 34
n b1 T bﬂ b% o b; : ( )
somit
" jJu () ] a by, —agh, . ;
R = Re [Ay] = b2 — %5 v 3.
’ ‘ AT R R T . @39

Aus den Gleichungen (A. 3.2) und (A. 3.3) erhalten wir durch Absonderung die Werte
@y, ay, by und by:

vt ‘ 8
a =1— T ly(nt2) 33 4m+l)--(nLtd (A. 3.6)
e 6 ) B 10 o
ETRET T 2 e D D) | 2 St (nt3)
(A. 3.7)
vi(n - 4) . v® (n = 8)
b TR LDy T T i ma 1y a4y (A. 3.8)
b= e 2 E2 2 (n + 6) . v (n + 10)
R P TS [ CIEA TR ) R U oI P
(A. 3.9)

Werden diese Werte in Gleichung (A. 3.3) eingesetzt und aus der Potenzrethe des Zihlers und
«des Nenners nur die ersten drei Glieder beriicksichtigt, erhalten wir :

2 . 6
by —apby = — [“' TR I ety
) 10 x
BRI CE T e T e SRR RS
5 n?+-8(n+1) s n* -+ 16 (n 4 2) ,

e LT ARy e x L.
(n 1P <2) 2+ 1P+ 2P (n 4+ 3)(n + 4)

(A. 3.11)

Bei einem gegebenen Wert v kann die Beziehung (A. 3.5) mit Hilfe obiger Ausdriicke

fir verschiedene Werte von n berechnet werden woraus die Rechnungen in Gleichung (13a)

durchgefithrt werden kénnen. Bei der Bestimmung der in der Tabelle angefithrten Werte wur-

den zu jedem Wert v acht Glieder der Summierung nach n in Betracht gezogen, was im Falle
v = 1 geniigende Genauigkeit sichert.
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Anhang 4

Der imaginire Teil der Gleichung (A. 3.4) ist:

by 4 a, b,
Im{d,] =22 %% (A. 4.1y
by T b3

Der Nenner wurde bereits vorher berechnet (A. 3.11). Der Zihler ergibt sich, dureh Anwendung
der Beziehungen (A. 3.6) ... (A. 3.9) und mit Beriicksichtigzung der ersten drei Glieder, zu:
i~ 8

4 —_ I 2
ay b, + a,b, = n -4 R R ¥ gy copes ) po (A.4.2)

Durch Auswerten der Gleichung (A. 4.1) fir verschiedene Werte n und durch Einsetzen der
erhaltenen Ergebnisse in Gleichung (13b) kann die Streuleitfdhigkeit bestimmt werden.

Die Gleichstrom-Streuleitfihigkeit erhalten wir mit dem Grenziibergang v — 0. Wird
in Gleichungen (A. 4.2) und (A. 3.10) die Substituierung v = (¢ gemacht, erhalten wir fiir den
Ausdruck (A, 4.1) den Wert:

Im [4,] = - - (A. 4.3)
Ferner im Falle n = 0 mit der Bedingung v = 0 ebenfalls aus den Gleichungen (A. 4.2) und
(A. 3.10):
1 7 Jo (1) _ 1 .
- m [ Lafal } - (A. 4.4)

Werden die Gleichungen (A. 4.3) und (A. 4.4) in Gleichung (13b) eingesetzt, ergibt sich fiir die
Gleichstrom-Streuleitfihigkeit die Gleichung (16).

Anhang 5

Auf Grund der Abb. 8 und der Gleichungen (21) und (22), unter Beriicksichtigung der
in Gleichungen (A. 2.1) angewendeten Bezeichnung, ist:

a

S;=1|E:(rp- ) Hy (rp 0) rpd p =

A - e
L, M[\‘A(z - (T F

h Try ;-:l 3 _(21’—-1‘)'(1
e 201G | < (sin(Zy —1)a 2
=L L szo,‘.)t [_\_ Az v—l)(—(ém)‘%—') :l . (A. 5.1
07 = |
Desgleichen :
nta
S, =1 | Ez (o) Hy (o ) ro d p =
T—a °
» 21w | < [ sin(2r—1)a )2
= N oo =T it . ]
LL 5 L:_]A(z, @y =4 ) (A. 5.2)

Wird die Summe der Gleichungen (A. 5.1) und (A. 5.2) mit der Gleichung (20) verglichen)
ergeben sich fiir Z; die Gleichungen (23). .

4 Periodica Polytechnica El 1/1
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Anhang 6

Wird Gleichung (27a) mit il und Gleichung (27b) mit i, multipliziert und die beiden
Ausdriicke addiert, erhalten wir:

7 - A

U, il + 0, ‘2 =1 il Z;l 1 il Z;z +1 iz Z, + L1, Z;‘z : (A. 6.1}

Die gestrichelten Werte bedeuten denjenigen Teil der betreffenden Impedanz, der von
den mit dem oberen Leiter verketteten Kraftlinien herrithrt: nach dem vorhergesagten ist
nimlich nur dieser Teil der Untersuchung wert. Laut Bezeichnungen im Abschmitt V_ist’
Zyy = Zy . Somit ist Gleichung (A. 6.1) die komplexe Form der Leistung des oberen Lei-
ters. Dasselbe kann auch mit den elektrischen und magnetischen Feldstiarken ausgedriickt
werden.

Auf Grund des Prinzips der Superposition seizen sich die Feldstiirken aus zwei Teilen
Zusamimen ; :

E: () =E;: + E2; (A. 6.2)

E,; ist die vom Strom I, des oberen Leiters erzeugte Feldstiirke, E,; die vom Strom I, des unte-~
ren Leiters erzeugte Feldstirke [siche Gleichungen (7a) bzw. (22)].
Die magnetische Feldstdrke ist dhnlicherweise :

H, (ry ¢) = Hyy + Hy, (A. 6.3)

wo auf der Strecke —a < g < @

I, I .
. S S A, 6.4
Hy 2rya Hy 2r,a ( ’
und auf der Strecke (m — o) << ¢ < (7t + @) (untere Nuteniffnung)
Hy, =0 Hy, — — -2 (A. 65
17 = A S A. 6.5)

Das Integral des PovnTinGschen Vektors an der Oberfliche des oberen Leiters ist:

B, dF = | (Epfy, + Ep B, + Epfy, + B fly,) d F (A. 6.6)
F

F

Beim Vergleich der Gleichungen (A. 6.6) und (A. 6.1) ergibt sich, daB die ersten Glieder
der rechten Seite gleich sind, da die Impedanz Zi; eben mit der Bedingung berechnet wurde,
daf} nur im oberen Rundleiter Strom flieBt [Gleichung (A. 2.3)]. Ebenso sind die vierten Glie-
der der rechten Seite beider Gleichungen gleich, und zwar die Werte nach Gleichung (A. 5.2).
Da sowohl die elektrischen als auch die magnetischen Feldstirken mit den entsprechenden
Stromen proportional sind, ist ebenfalls ersichtlich, daf auch die iibrigen Glieder der Gleichun-
gen ginander entsprechen ;: somit erhalten wir aus der Gleichheit der zweiten Glieder der rech-
ten Seiten :

Ex.H;, d F
y A (A. 6.7)

L1,
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Ist Hy; in der unteren Nutendffnung gleich Null, so geniigt es, die Integration nur fiir den
oberen Abschnitt zu machen. Nach Substituierung des Wertes E2: aus Gleichung (22) und des
Wertes Hy, aus Gleichung (A. 6.4) sowie nach Durchfiithrung der Integration erhalten wir aus
Gleichung (A. 6.7) folgendes Ergebnis :
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das der Gleichung (28) gleich ist.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Abhandlung befasst sich mit der analytischen Bestimmung des Wider-
standes und der Streuungsreaktanz der in den kreisférmigen Nuten der elektrischen Maschinen
liegenden massiven Leitern unter der Voraussetzung, dafl die tangentiale Komponente der
magnetischen Feldstirke in der Nuteniffnung gleichmifig verteilt ist.

Fiir die auf Grund der abgeleiteten Zusammenhiinge errechneten Werte der Gleichstrom-
Streuleitfihigkeit, der Wechselstromwiderstand und Reaktanz werden Diagramme und Tabellen”
vorgelegt. Desgleichen veranschaulichen Tabellen und Diagramme die Werte, die sich auf

die der Abb. 7 entsprechenden Anordnung beziehen.
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