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J. Einleitung 

Die Dämpfen\'icklung von Ein- und Dreiphasen-Synchronmaschinen sowie 
die Läufer~icklung von Doppelkäfigläufer-Asynchronmaschinen besteht in vielen 
Fällen aus Rundstäben. Die sich in den Stäben abspielenden Wirbels,trom
erscheinungen können einige -wichtige Kennwerte der Maschinen (z. B. in selbst
anlaufenden Synchronmaschinen das Anlaßmoment, in Einphasen-Synchron
maschinen die Größe des gegenlaufenden Feldes usw.) in starkem Maße beein
flussen, weshalb es erwünscht ist, beim Entwurf der Maschine die infolge der 
Stromverdrängung der Stäbe entstehende Widerstandserhöhung bzw. Reaktanz
abnahme zu kennen. 

Die Stromverdrängungserscheinungen in rechteck- und trapezförmigen 
oder aus diesen zusammenstellbaren ven\'ickelteren, z. B. L-förmigen Nuten 
sind in der Literatur ausführlich erörtert. Für diese Fälle stehen zur Berechnung 
der Leiterimpedanzen entsprechende Beziehungen und in den meisten Fällen 
auch Tabellen zur Verfügung [5, 7, 8,9]. Für die in kreisförmige Nuten gebet
teten Stäbe sind unseres Wissens in der Literatur keine ähnlichen gen auen 
Berechnungen zu finden. Es sind zwar einige, durch sehr starke Verein
fachung des physikalischen Bildes abgeleitete oder auf empirischem Wege 
erhaltene Ergebnisse bekannt, deren Anwendungsgebiet und Annäherungs
güte jedoch nur dann befriedigend bestimmt werden könnten, wenn sie 
mit ins physikalische Bild besser passenden, genaueren Ergebnissen ver
glichen werden könnten. 

Im nachfolgenden "\\'ird ein Verfahren beschrieben, das mit dem physika
lischen Bild in sehr guter Übereinstimmung steht und mit welchem die infolge 
Stromverdrängung eintretende Widerstandserhöhung und Reaktanzabnahme 
der in kreisförmige Nuten gebetteten Stäbe bestimmt werden kann. 

n. Grundgleichungen 

Nehmen wir an, daß in einem Stab vom Durchmesser D laut Abb. la in 
Axialrichtung ein zeitlich sinusförmiger Wechselstrom von maximalem Wert 
I fließt. Der Stab füllt die Nut vollkommen aus, entweder gibt es keine Isolie
rung oder sie ist vernachlässigbar dünn. Nutenöffnung b ist im Verhältnis zum 
Stabdurchmesser nicht übermäßig groß. Die Permeabilität des Eisens wird 
- wie bei solchen Rechnungen allgemein üblich - für unendlich groß betrachtet, 
d. h. die auf das Eisen entfallende magnetische Spannung wird im Vergleich 
zur auf die Nutenöffnung entfallenden magnetischen Spannung vernachlässigt. 
Es wird angenommen, daß das axiale Maß des Stabes im Vergleich zum Durch
messer äußerst groß, also die Wirbelstrom- bzw. Magnetfeld-Verteilung in Axial
richtung homogen ist. 
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Unter obigen Bedingungen hat die elektrische Feldstärke am Stab nur 
axiale (cz), die magnetische Feldstärke radiale (hr ) und tangentiale (h",) Kom

ponenten. 
Die Verteilung der elektrischen und magnetischen Feldstärke im Innern 

des Stabes und in der Nutenöffnung wird durch solche Funktionen ausgedrückt, 

b 
Abb. 1 

die in den einzelnen Feldteilen sowohl die MAxwELLschen Gleichungen befriedi
gen als auch den auf die Grenzflächen bezüglichen Brechungsgesetzen Genüge 

-J{ 

I'V 
I 

-0( cx 

a 

i 
2ro cx 

i (0« 
-JT - cx 0( 

b 

Abb. 2 

leisten. Eine genaue Bestimmung solcher Lösung stößt auf große mathematische 
Sch·wierigkeiten. Zwecks Vermeidung dieser Hindernisse '\\ird auch eine annä
hernde, aber mit dem physikalischen Bild gut übereinstimmende vereinfachende 
A.uuahme gemacht. 

In der Nutenöffnung verteilt sich die Taugentialkomponente der Feld
stärke am Radius T = To in der Wirklichkeit qualitativ laut Abb. 2a. Die Punkte 
a bzw. -a entsprechen deu Punkten A in --\bb. Ia. Innerhalb der Strecke zwi-
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sehen den beiden Punkten ändert sich der Wert der Felds~ärke nicht stark, in 
den Punkten a und -a sO'wie in ihrer unmittelbarer Umgebung kann er - vor 
allem von den Krümmungsverhältnissen der Punkte A abhängig - von den 
im Innern der Strecke erscheinenden Werten in größerem Maße abweichen. 

Im folgenden wird die Ungleichmäßigkeit der Feldstärken-Verteilung 
außer acht gelassen und mit der durchschnittlichen tangentialen Feldstärke der 
gestrichelten Linie in Abb. 2a entsprechend gerechnet. Somit ist laut Abb. 2a. 
auf der Strecke -n < Cf< - a und a < Cf < n 

hq;(To) = 0, 

und auf der Strecke - a < Cf < a 

wo 
i = Iejwt 

der komplexe :Momentanwert des Stromes ist. 

(1) 

(2) 

Die in A.bb. 2b dargestellte Feldstärkenverteilung kann als ein Abschnitt 
der periodischen Funktion nach 2 n aufgefaßt werden, somit mit der F01JRIER
sehen Reihe erzeugt werden. Nach Bestimmung der Koeffizienten der FOlJRIER
sehen Reihe erhalten 1vir : 

(3) 

Die Aufgabe ist nun, im Innern des Stabes eine, die l\IAxWELLschen 
Gleichungen befriedigende Lösung zu finden, die am Radius T = Ta auch der 
obigen Gleichung Genüge leistet. 

Die auf den Stab bezüglichen MAxwELLschen Gleichungen sind: 

roth = ae 

8h 
rot e = - !l -- . 

8t 

Nehmen WH an, daß die Lösung folgende Form hat: 

h H ( ) jwt 
r = r T, Cf e 

E ( ) jwt e: = 2 T, Cf e . 

(4a) 

(4b) 

(5a) 

(5b) 

(5c) 
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Werden diese Werte in die Gleichungen (4) eingesetzt und die Komponen
ten der Rotation nach Ahb. 1b im Zylinderkoordinatensystem aufgeschrieben~ 
so gelangen 'wir zum folgenden Differentialgleichungssystem : 

1 8E, (r, cp) I 1 82 E z (r, cp) . E 0 
---- T - - j(j)f-lo (j z = 

r 8r r2 8cp2 
(6a) 

Hr(r,cp) = _ . 1 8Ez(r,cp) 
jOJf-lo r 8cp 

(6b) 

Hq:> (r, cp) = 
1 8E2 (r,cp) 

j OJf-lo Sr 
(6e) 

Die Lösung des Gleichungssystems mit Berücksichtigung der Gleichung (3) 
(s. Anhang 1) ergibt: 

Ez r,cp = --. ( ) I [
jOJf-lO 

2:n: Wo 

sinn a. 1 -a--Slnncp 

1 ~ J;, (w) sin n a ] - ~------cosncp . 
ro J~ (wo) na ' 

n=l 

wo 

w = V - jOJf-lo a r 

J n (w) - BEssELsche Funktion noten Grades mit Argument w, 
J~ (w) - Ableitung von J n (w) nach w ist. 

(7a) 

(7b) 

(7e) 

(8a) 

(8b) 

Die Komplexleistung des Leiters kann einerseits mit dem Flächenintegral 
des komplexen Vektors der Energieströmung (POYNTINGScher Vektor), andrer
seits mit der Innenimpedanz Zb und dem Strom I des Stabes ausgedrückt wer
den. Aus dem Vergleich der beiden verschiedenartig gewonnenen Ergebnisse 
kann die Innenimpedanz Zb bestimmt werden. 

Die Radialkomponente des komplexen POYNTINGschen Vektors am Radius 
r = ro ist 

'" 
GI' (ro) = Ez (ro' cp) Hq:> (ro' cp), (9) 
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~ ~ 

wo H die Konjugierte des Vektors H ist. 

Die komplexe Leistung ist 

. ~ ~ 

S = S Gr dF = j E z (ro' fjJ) H'I' (ro, fjJ) dF = II Zb = 12 (Rb + jXb) , (10) 
F F 

wo 

(11) 

Nach Ermittlung des Integrals der Gleichung (10) mit Hilfe der Glei
chung (7) (die Einzelheiten der Berechnung sind im Anhang 2 zu finden) erhal
ten wir für Zb folgenden Ausdruck: 

Zb=R J iwo
2 

jJo(wo) ....L iw :2 i jJn(wo) °l 2 woJ~(wo) I , 0, n=! 1COJ~(Wo) 

wo Ro der Gleichstrom",iderstand des Stabes ist: 

I 
Ro=-

arfin 

Nach Absonderung der realen und imaginären Teile erhalten wir 

R -R R iWo"':::" f [ 
, ., 

b - O' e t 2 

=Ro(l+kr ) 

. X b 
1.=--= 

(t) flo I 

(12) 

(13a) 

(13b) 

Zur Ermittlung von Rb und }. ist die Kenntnis des Wertes der BEssEL
schen Funktionen mit Argument V - j notwendig. Diese Funktionen sind 
nur für die Werte n = 0, 1, 2 tabelliert [12]. In den Berechnungen mit den 
Gleichungen (E) sind bei den praktisch vorkommenden Leiterabmessungen 
mindestens 6-8 Glieder in Betracht zu ziehen, wenn ,\ir annehmbare Genauig
keit zu erreichen wünschen. Glücklicherweise können die BEssELschen Funk
tionen im Falle der praktischen Werte von Wo mit den ersten Gliedern ihrer 
Potenzreihe gut angenähert werden, so daß mit den Potenzreihen die Gleichun
gen (13) verhältnismäßig einfach berechnet werden können. 
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ill. Wechselstromwiderstand des in kreisförmige Nuten gebetteten Stabes 

Nach Gleichung (13a) ist 

Rb = Ro(l (13a) 

Mit den vorerwähnten Potenzreihen wurden die Werte des Faktors k r 

bestimmt. Die ausführlichen Berechnungen sind im Anhang 3 zu finden. Die 
Endergebnisse sind in Tab. I und im Diagramm der Abb. 3 enthalten. 

Die in der Tabelle und im Diagramm benützten Bezeichnungen sind: 

,---. \/-, 1! (1)/[0 a f) = 2, Wo = ! ---D; , , , 2 (14) 

b ist eigentlich das Verhältnis z'\"ischen Eindringtiefe und Durchmesser. Wird 
der Durchmesser, '\"ie in der Praxis üblich, in mm gemessen und anstatt mit 
der Leitfähigkeit mit dem in Ohm/m/mm2 ausgedrückten spezifischen Wider
stand Q gerechnet. ,,0 'vird: 

" 0,05 

0,282 0,00 

0,424 0,00 

{J,565 0,01 

0,705 0,02 

{J,850 0,04 

{),990 0,08 

1,130 0,13 

1,270 0,20 

1,420 0,30 

1,555 0,43 

1,700 0,59 

1,840 0,78 

1,980 1,00 

2,120 1,24 

2,260 1,51 

3 Periodica Polytechnica EI 1/1 

/j = :~ V lO~5 f D[mrnj • 

Tabelle I 

Werte des Faktors k r 

0,1 Cl = 0,2 a = 0,3 

0,00 0,00 0,00 

0,00 0,00 0,00 

0,01 0,01 0,01 

0,02 0,02 0,02 

0,04 0,04 0,04 

0,08 0,07 0,07 

0.13 0,12 0,12 

0,20 0,19 0,19 

0,30 0,29 0,28 

0,43 0,42 0,40 

0,59 0,57 0,55 

0,77 0,75 0,72 

0,99 0,96 0,92 

1,23 1,20 1,14 

1,50 1,45 1,38 

a = O,! 

0,00 

0,00 

0,01 

0,02 

0,04 

0,07 

0,11 

.0,18 

0,27 

0,38 

0,52 

0,68 

0,87 

1,08 

1,31 

(15a) 

11('01 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

1,1 

1,2 

1,3 

1,4 

1,5 

1,6 
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Für Kupferleiter ergibt sich bei f = 50 Hz, Q = 0,021 Ohm/m/mm2 

DfmmJ 
6=---

10,3 
(15b) 

Die Breite der Nutenöffnung ist durch Winkel a gekennzeichnet. Auf Grund 
der Ahb. 1 ist 

/,5 k~-i-!l 
i I ! 

b 
a=-. 

D 

;--;---;---'--;---:-+-~+-+--i---i-----:---+ 1.5 

kr 

Q5+---~+-~'-+'-+'-+-+~-+-+-+--+--+--+~0~r-~~+-+-+-4Q5 

o 2.26 

Abb.3 

(15c) 

Nachdem der Widerstandserhöhungsfaktor nur in geringem Maße von a 
abhängt, wurden im Diagramm im Interesse der Übersichtlichkeit nur die den 
Werten a = 0,1 und a = 0,4 entsprechenden Kurven gezeichnet. In Tab. I 
sind auch für andere a-Werte Angaben enthalten. 

Auf Grund der Kurven kann festgestellt werden, daß der Widerstands
erhöhungsfaktor etwa so groß ist wie der eines Quadratprofilleiters, dessen 
Seite dem Kreisdurchmesser gleicht. 

Beispiel 

Dämpferwicklungsstab aus Kreisprofilkupfer von 15 mm Durchmesser. Nutenöffnung 
b = 3 mm. Es werde die Widerstandserhöhung für f = 50 Hz und f = 100 Hz bestimmt_ 

Für f= 50Hz: 

b 
a=I5=0,2 

/j = T~~3 = 1,45. 
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Aus dem Diagramm bzw. aus der Tabelle erhalten wir durch Interpolation 

k r 0,33. 

Für f= 100 Hz: 
15 = 2,15 = 206 

10,3 ' 
kr = 1,08. 

IV. Streuleitfähigkeit des in kreisförmigen Nuten gehetteten massiven Leiters: 

Auf Grund der Gleichung (13b) ""ird vor allem die sogenannte Gleichstrom
Streuleitfähigkeit (w ~ 0) bestimmt. Nachdem in der Gleichung der Grenzüber
gang Wo ~ 0 gemacht wurde (s. Anhang 4), erhalten ,~ir : 

L = ~ [~+ ~ ~ ( sin n a) 2]. 
::r 8 ...:;.; n na 

n=1 

(16) 

Dieses Resultat könnte auch unmittelbar aus der Differentialgleichung der 
Feldverteilung gewonnen werden, falls angenommen würde, daß die Strom
verteilung im Querschnitt gleichmäßig erfolgt. 

Die Summe der unendlichen Reihe in Gleichung (16) ergibt sich für die 
untersuchten a-Werte folgendermaßen: 

"'" 1 l· sin n a) 2 3 1 2 0 80~ I" ...:;.; n .--;;;;- "'-J 2 - n fJ.= , 1- pa. 
n=1 

(17) 

Durch Berechnung mit Hilfe dieser Gleichung der Gleichstrom-Streuleitfähig
keit für verschiedene a-Werte erhalten wir die Kurve der Abb. 4. Die berech
neten Werte sind in Spalte 0 = 0 der Tab. Ha enthalten. 

Diese Werte der Gleichstrom-Streuleitfähigkeit sind in der Literatur 
bereits bekannt. RHEA [1, 3] hat schon im Jahre 1927 die Differentialgleichung 
der Feldverteilung für kreisförmige Nuten mittels FOURIERscher Randbedin
gung und unter Voraussetzung einer gleichmäßigen Stromverteilung gelöst. 
Später hat ROTHERT [2] ähnliche Rechnungen durchgeführt und ein Kraft
linienbild gezeichnet, das er auf Grund des analytischen Ausdruckes für das 
Vektorpotential erhielt. Daraus hat er für einige Fälle die Streuleitfähigkeit 
bestimmt. Auf die hier beschriebene Weise können aber die Rechnungen he
deutend einfacher und schneller gemacht werden. Übrigens sind in Abb. 4 die 
von ROTHERT berechneten Werte mit Kreisen bezeichnet. Wie ersichtlich, 
fallen diese - den ersten Punkt ausgenommen - auf die von uns festgestellte 
Kurve. ROTHERT hat auch Messungen durchgeführt, deren Ergebnisse mit 
den Rechnungen praktisch gut übereinstimmten. 

3* 



36 R. TCSCH.4K 

Jedenfalls ist aus den Kurven ersichtlich, daß die Streuleitfähigkeit 
beträchtlich vom Verhältnis der Nutenöffnung und des Durchmessers abhängt. 

A·=\t--t-I __ -t------rl_ 
~O~~-T!--_+----~I--
+-_---ll_o~_ I i 

t-__ --t-__ "o~~ ! 
I I o! I t--,-------'I-:=s::--

i i 
O'5~----~--___lI----~I·-----.I--

I I 

1 j 
o 0.1 0.2 0.3 0.4or 

Abb.4 

Die in der Literatur oft vorkommende Feststellung, wonach die Gleichstrom
leitfähigkeit der Kreisprofilnute 0,66 ist, trifft nur unter bestimmten Bedin
gungen zu und kann in ungünstigem Falle beträchtliche Fehler verursachen. 

Aus Gleichung (13b) kann auch die mit Berücksichtigung der Wirbel
strom1\irkungen berechnete Streuleitfähigkeit bestimmt werden. Die Ergebnisse 
-der im Anhang 4 angegebenen Berechnungen sind in Tab. IIa und IIb sowie 

Tabelle IIa 

\'\' erte der Streuleitfähigkeiten i.= und i_~ 

Ii a = 0,05 a = 0,1 a = O.:! ]f(°(ll 

0 1,250 1,028 0,810 0,680 0,589 0 

1,415 1,237 1,005 0,785 0,657 0,567 1,0 

1,700 1,210 0,985 0,766 0,637 0,548 1,2 

1,98 1,177 0,954 0,739 0,609 0,520 1,4 

2,26 1,143 0,921 0,695 0,576 0,488 1,6 
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Tabelle Ilb 

Werte des Faktors kx = i."" 

/j a = 0,05 a 0,1 a = 0,1 a = 0.3 a = 0,4 It<ol 

1,415 0,982 0,978 0,970 0,967 0,964 1,0 

1,700 0,968 0,958 0,946 . 0,939 0,932 1,2 

1,980 0,942 0,927 0,912 0,896 0,883 1,4 

2,260 0,914 0,895 0,864 0,847 0,829 1,6 

in Ahb. 5 enthalten. In der Abbildung und in den Tabellen bedeutet kx den 
Reaktanzabnahmefaktor : 

(18) 

1.0 kX-~-j---T 

0.91--- I ~ - cx:o,I, _ 

J I CX:a!4 
0,8i-----I

1
---+,---+--
I I 

0.71+,0----+1.5----2--,0----2 .... .5--.:::6 

Abb. 5 

Nachdem kx bei den kleineren ·Werten von b in der Nähe der Einheit liegt, 
wurden hier im Vergleich zum Widerstandserhöhungsfaktor wesentlich weniger 
Punkte berechnet. 

V. Gegenseitige Impedanz in Doppelkäfig-Anordnung 

A~lf Grund des Vorhergehenden ist es möglich, auch ven\'ickeltere Fälle 
zu untersuchen. 

Ahb. 6 zeigt eine Doppelkäfiganordnung. Der obere Käfig besteht aus 
Rundstäben, der Leiterquerschnitt des unteren Käfigs kann beliebig sein. 
Die obere und untere Nutenöffnung der Kreisprofilnute ist b. Die im oberen 
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und unteren Käfig fließenden Ströme sind: 

(19a) 

(19b) 

Bevor 'Iir uns mit der Frage im allgemeinen beschäftigen, wollen wir 
untersuchen, welche Wirkung die Wirbelströme des oberen Käfigs auf die Impe-

Abb. 6 

~4bb. 7 

I 
I 
I 

, 

I I 
I I 

I 

, 
\ 
\ 
I 
I 

danz des unteren Käfigs im Fal1e i 1 = 0 ausüben. Dieser Fall kommt nämlich 
bei den sogenannten Blindstabläufern vor, wo die oberen Stäbe nicht mit 
Ringen zum Käfig vereint sind und in diesen nur die Nutstreukraftlinien der 
unteren Stäbe Wirbelströme induzieren, die sich innerhalb des Stabes schließen. 

Die Verteilung der Streukraftlinien und der Wirbelströme des oberen 
Stabes ist in Abb. 7 schematisch dargestellt. 

Die Impedanz des unteren Leiters ist, entsprechend den Kraftlinien, 
aus mehreren Teilen zusammengesetzt, die über die einzelnen Abschnitte 
durchgehen. Im weiteren wollen wir uns nm' mit der Berechnung jenes Teiles 
beschäftigen, der den Streukraftlinien über den oberen Leiter von Durchmesser 
D entspricht, da die übrigen Teile der Impedanz von der Form des oberen 
Käfigs unabhängig sind und auf übliche Weise berechnet werden können. 
Wird der erwähnte Teil der Impedanz des unteren Leiters mit Zk bezeichnet, 
ergibt sich die dementsprechende komplexe Leistung zu : 

"- "-
S = 12 12 Zk = 12 12 (RJ; jXk ) • (20) 
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Diese komplexe Leistung kann, ähnlich zum im Abschnitt II angewendeten 
Verfahren, auch mit Hilfe des auf die Oberfläche des Rundstabes berechneten 
POYNTINGSchen Vektors bestimmt werden. Die Anderung der tangentialen 
Feldstärke am Stabumfang bei den angedeuteten Bedingungen ist - gleich
mäßige Feldstärkenverteilung bei der Nutenöffnung vorausgesetzt - in Abb. 8 
dargestellt. 

Die der Abb. 8 entsprechende FOURIERsche Reihe ist: 

212 ~~ sin (2v - 1) a ., 'd 
hrp(ro)=--- ------cOS(2v-l)rpe'. 

ro 7r (2v-1)a 
1·=1 

(21) 

1 ;. 
I 2ro

L 

0( 

-,,-c=<- a) 
0 ~ (:0- a) :0 

-0( 0( I 
I I 
I I 
I 

I I 
! I 
I I 
I I 

~ LJ 

Abb. 8 

Die die Randbedingung (21) befriedigende Lösung des Differential
gleichungssystems (6) weicht lediglich insofern von den Gleichungen (7) ab, 
<laß 2i~ an Stelle von i einsuzetzen ist und bei der Summierung nur die Glieder 
von ungerader Ordnungszahl zu berücksichtigen sind (11 = 2 v - 1). Somit 
·wird: 

sin (21' - 1) a 
cos (2)1 - 1) rp . 

(2v - 1) a 
(22) 

W-erden der Vektor der Energieströmung und die komplexe Leistung 
auf die im Anhang 5 angegebene Weise berechnet und mit Gleichung (20) 
verglichen, so ergeben sich für die realen und imaginären Teile von Zk nach
stehende Ausdrücke: 
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(23a) 

. X" 4 f~ 
1'1; = ---- = -Im ,.:::.,; 

OJllo 1 :7 t,,= 1 

jJ(~"-l)(WO) I Sin(2V-1)aJ2 l.. 
Wo J(2"-1)(Wo)l (2v-1)a I .(23b) 

Die Werte von kkr sind in Tab. III und im Diagramm der Abb. 9 in Funk
tion von /) und a angegeben. Wie ersichtlich, sind bei gleichen Abmessungen 
die zusätzlichen Verluste wesentlich größer, als wenn Strom i 2 durch einen 
Rundstab fließen würde. 

Die Streuleitfähigkeit beträgt bei der Frequenz f = 0 : 

• 4 2:'" 1 [Sin (2 v - 1) a J2 1./.-=- . 
'-::T 2 J' - 1 (2 JI - 1) a 

,'=1 

(24) 

Im Falle der untersuchten Abmessungen ergibt sich die Summe der unendlicheIi 
Reihe zu: 

~ _1 ___ [_SÜ_l (_2 1_' -_1).r: 1
2 

:::.0::: 3 
,.:::.,; 2 J' - 1 (211 - 1) a 4 
,'=1 

Tabelle III 

\\' erte des Faktor .. kkl 

" 0,05 a 0.1 a = 0.2 

0,282 0,00 0,00 

0,424 0,01 0,01 0,01 0,01 

0,565 0,03 0,03 0,03 0,02 

0,705 0,07 0,07 0,07 0,06 

0,850 0,14 0,14 0,14 0,13 

0,990 0,25 0,25 0,24 0,24 

1,130 0,42 0,42 0,41 0,40 

1,270 0,67 0,66 0,65 0,63 

1,415 0,99 0,98 0,97 0,94 

1,55:) 1,41 LW 1,37 1,33 

1,700 1,91 1,90 1,86 1,81 

1,840 2,50 2,49 2.44 2,36 

1,980 ,3,17 3,15 3,08 2,99 

2,120 3.89 3,87 3,79 3,67 

2,260 4,67 4,64 4.54 4,39 

lna 

2 

0,01 

0,02 

0,06 

0,13 

0,23 

0,39 

0,61 

0,91 

1,29 

1,74 

2,28 

2,88 

3,53 

4 ?? ,--

(25) 

jU'oi 

0,3 

0,+ 

0,5 

0,6-

0,7 

O,S 

0,9 

I,t} 

1.1 
1,2 

1,3 

1.4. 

1,5 

1,6 
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k~+-+-+'-+i-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+~~~r-~~ 

4r-~-+-+-T-r~~+-+-~-+-+-T-r~~+-~4 

2 

I 

i I 

i 1-' 

o 0.2 0.4 0.6 1.4 1.6 /.8 2.0 2.2 c'i 

Abb.9 

3.0 A k = 

2.5t---\+-----j~-___+--_+-

2.0+----+-----" .... ----+----,--

1.5+----+----1----1---.:;--

1.0+
0
----+----+---+---+-

0.1 0.2 0,3 0.4 cx Q7~CO~----4~5----~2.-0---2~.5~O 

Abb. 10 Abb. 11 

Die Werte von J'k= sind in Reihe Cl = 0 der Tab. IV und in Abb. 10 in 
Funktion von a zu finden. 

J'k_ kann auf Grund der Gleichung (23b) berechnet werden. Die Ergebnisse 
sind in Tab. IVa (auf zwei Zehntel aufgerundet) angeführt. Der Reaktanz-
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abnahmefaktor kkX ist in Tab. IVb und in Ahb. 11 zu finden: 

(26) 

In dem allgemeinen Fall, wo in beiden Stäben Strom fließt (i1 + 0 ; 
i 2 + 0) können für die beiden Stäbe folgende Spannungsgleichungen aufge
schrieben werden: 

(27a) 

(27b) 

Zu ist die Eigenimpedanz des oberen, Z22 die des unteren Stabes, Zu die gegen
seitige Impedanz z"\\ischen den beiden Stäben, U1 und U2 bedeuten die an den 
unteren bzw. oberen Stab gelegten Spannungen, die im gegebenen Fall -z. B. 
in kurzgeschlossenem Käfig - auch die vom Primärfeld induzierten Spannungen 
sein können. 

Zll und Z12 enthalten die Impedanz des Hauptfeldes, die Streureaktanzen 
und den Widerstand der Stäbe. Ihre Berechnung erfolgt in der üblichen Weise. 

Tabelle IVa 

"ferte der Streulcitfähigkeiten h = und h", 

a 0.05 1"1 = 0.1 a = o,'! u:o 

0 2,86 2,42 1,98 1,72 1,54 0 

1,415 2,78 2,33 1,90 1,64 1,46 1,0 

1,700 2,70 2,26 1,83 1,56 1,38 1,2 

1,980 2,59 2,14 1,73 1,46 1,28 1,4 

2,260 2,47 2,02 1,60 1,34 1,17 1,6 

Tabelle IVb 

'Verte de;; Faktors kkx ~~ 
h", 

6 a = 0,05 '! 0,1 a 0" a 0,3 a = 0,4 1(,: 

1,415 0,970 0,965 0,957 0,952 0,947 1,0 

1,700 0,942 0,936 0,925 0,907 0,900 1,2 

1,980 0,904 0,885 0,872 0,846 0,835 1,4 

2,260 0,860 0,835 0,805 0,780 0,760 1,6 
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Bei der Berechnung der den Streukraftlinien entsprechenden Reaktanzen und 
der Stabwiderstände ist auf Grund des vorhergehenden die Wirkung der im 
Rundstab induzierten Wirbelströme im Falle Zll nach Gleichung (13) und 
im Falle Z22 nach Gleichung (23) in Betracht zu ziehen. 

Die gegenseitige Impedall7: Zl2 besteht aus zwei Teilen. Ein Teil ent
spricht denjenigen Kraftlinien, die mit beiden Stäben verkettet sind, jedoch 
über den oberen Stab nicht durchgehen (über die obere Nutenöffnung sich 
schließende Kraftlinien, Zahnkopfstreuung, Luftspaltfeld us·w.); der andere 
Teil ist die Impedanz von Kraftlinien, die über den oberen Stab durchgehen. 
Die Form des oberen Stabes beeinflußt nur den letzten Teil. Wie im Anhang 6 
gezeigt ,\ird, gleicht dieser Teil (Z;2) der Impedanz Zl2 der Hälfte der vorher 
hereits bestimmten Impedanz Zk (23a, 23b) 

Z' _ Z,,-
12 - 2 (28) 

Hiermit wurden sämtliche Kennwerte (Eigen- und gegenseitige Impedanz) 
der kreisförmigen Nut bestimmt, und so können die Wirbelstrom, ... irkungen 
in beliebiger Schaltung berücksichtigt werden. 

Beispiel 

Die :'\utenanordnung eines Doppelkäfigläufers ist in Abb. 12 dargestellt. Die oberen 
Stäbe sind aus Aluminiumbronze Ü!l 0,115 Ohm/m/mm"), die unteren aus Bronze mit spezi
fischem Widerstand Q2 = 0,05 Ohmlml mm2• Es soll das Ersatzschaltbild der Käfige -lediglich 
unter Berücksichtigung der in der ~ut befindlichen Teile - für die Frequenz von! = 50 Hz 
bestimmt werden. Das Ersatzschaltbild des .Motors ist in Abb. 13 gezeigt. X s ist die Streu
reaktanz des Ständers, Rs der Ständerwiderstand, X o die Reaktanz des Hauptfeldes, X jener 
Teil der Läuferreaktanz, der von den oberhalb des oberen Stabes sich schließenden Streukraft
linien herrührt (obere Xutenschlitzstreuung, Luftspaltstreuung usw.). Die Berechnung dieser 
Teile ist für uns von keiner Bedeutung. weshalb wir uns im folgenden nur mit den von den 
Klemmen a-b rechts befindlichen Elementen des Schaltbildes befassen werden. Der Einfach
heit halber sind sämtliche Widerstände und Reaktanzen auf die Axiallänge I = 1 cm und auf 
einen Stab bezogen. 

Die zur Berechnung der Impedanz nötigen Kennwerte bezüglich der oberen :'\ut sind 

'<, __ 2;r 1(5010-5 

u. 10 i . 25 = 1,035 

R 0 11 -~ = ? 34· 10-6 0 01 = , ;:, -, -- . 12,52 ;r 

Auf Grund der Abb. .Je und 5 ist 

krl = 0,1 i.= = 1,028. 

AI it diesen 'Werten erhalten wir für die Eigenimpedanz des oberen Leiters: 

Z;l = R~l ...;- j X~l = (I + kr ,) R01 + jw Po I i. = (2,58 + j 4.05) 10-6 D. 
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Die Kennwerte für den unteren Käfig sind: 

2,5 ~ 
az = 20 = 0,12;, 

;.= = 0,95 

2,5mm 

Abb. 12 

Z;t- Z,Z 
---'-.,. 

Abb. 13 

Aus Abb. 9 und 10 erhalten wir mit den Werten des oberen Käfigs folgende \\'erte: 

Die magnetische Leitfähigkeit im Halsteil zwischen den heiden Käfigen ist: 
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):!it diesen 'Verten ergibt sich für die Eigenimpedanz des unteren Stabes: 

Z;2 =R ;2 + j X~2 = [R02 (1 + krz) + R 01 kkr] + j cu Po I [kxk i'2 = + kl;x h = + i.,,] = 

= (2,49 + j 35,6) 10-6 Q. 

Schließlich beträgt die gegenseitige Impedanz zwischen den beiden Käfigen auf Grund 
der Gleichung (23): 

Z~2 = R~2 + j X~2 = -;- (kkrROl + j cu Po I i.k) = (0,293 + j 4,76) 10-6 Q. 

Die Elemente des Ersatzschaltbildes sind: 

Z~l - Z~2 = (2,237 - j 0.71) 10-6 Q 

Z;2 - Z~2 = (2,197 + j 30,34) 10-6 Q. 

Die Vernachlässigung der ,rirknng der Wirbelströme hätte in den 'Widerständen eine 
Abweichung verursacht. In diesem Falle hätte sich nämlich das Ergebnis folgendermaßen 
gestaltet: 

Rll = ROl = 2,34.10-6 Q 

R 22 = R02 = 1,.59 10-6 Q 

R 12 = O. 

VI. Übersicht 

~iit den im vorhergehenden beschriebenen Berechnungen ist es gelungen, 
den Widerstand und die Nutenstreureaktanz der in Kreisprofilnuten gebetteten 
massiven Leiter bei Berücksichtigung der Stromverdrängung zu bestimmen. 
Aus den angeführten Tabellen und Diagrammen geht hervor, daß bei den 
in der Praxis meist vorkommenden geometrischen Abmessungen und Frequen
zen in erster Reihe der Widerstandserhöhungsfaktor eine Rolle spielt und der 
Reaktanzabnahmefaktor in der Nähe der Einheit liegt. Es kann auch fest
gestellt werden, daß die Erscheinung der Stromverdrängung besonders den 
Widerstand der aus Kupfer hergestellten Dämpferwicklungen von Ein phasen-

. Synchronmaschinen bz'w. der unter Umständen ebenfalls aus Kupfer erzeugten 
Anlaßkäfige von selbstanlaufenden mehrphasigen Synchronmaschinen wesent
lich abändern kann, da infolge des geringen spezifischen Widerstandes des 
Kupfers bei einer Frequenz von 100 Hz bzw. 50 Hz die Eindringtiefe ver
hältnismäßig klein ist, so daß der Widerstandserhöhungsfaktor über einem 
Stabdurchmesser von 8-10 mm bedeutend ist. 

Die Läuferimpedanz von Asynchronmotoren mit Doppelkäfigläufer kann 
- wenn einer oder beide Käfige aus Rundstäben hergestellt werden - mit 
Hilfe der mitgeteilten Diagramme und Tabellen ebenfalls bestimmt werden. 
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Die Wirkung der Wirbelströme ist in diesem Falle im allgemeinen nicht stark, 
weil die Käfige normalerweise aus Messing, Bronze, Aluminiumbronze usw. 
hergestellt werden, welche Materialien viel größeren spezifischen Widerstand 
besitzen als Kupfer . Wegen der verhältnismäßig beträchtlichen Eindringtiefe 
ist sogar bei größeren Durchmessern und 50 Hz Frequenz die durch Strom
verdrängung verursachte Widerstandserhöhung nicht bedeutend. In diesem 
Falle ist der Mehrverlust der im oberen Käfig durch den Strom des unteren 
Käfigs induzierten Wirbelströme bzw. der dementsprechende zusätzliche Wider
stand beachtenswert. 

Bei der Ableitung der Ergebnisse wnrde in solchen Rechnungen außer 
den allgemein benutzten vereinfachenden Annahmen nur eine einzige Annähe
rung angewendet, und zwar die längs der Nutenöffnung gleichmäßige tangentiale 
Feldstärkenverteilung. Die tatsächliche Feldstärkenverteilung ist, ,vie im 
Abschnitt II erwähnt, hiervon abweichend. Die Abweichung ist am größten, 
wenn Gleichstrom im Stab fließt. Bei höheren Frequenzen nähert sich die 
Feldstärkenverteilung dem angenommenen idealen Zustand und stimmt damit 
bei unendlicher· Frequenz überein, da in diesem Falle der im Stab fließende 
Strom sich an der Oberfläche des Stabes in der Nähe der Nutenöffnung in 
unendlich dünner Schicht gleichmäßig verteilt. Weiterhin kann - auf Grund 
hier nicht auseinandergesetzter Betrachtungen - gezeigt werden, daß die 
Abweichung der Feldstärkenverteilung vom angenommenen idealen Fall im 
untersuchten Bereich nur einen unwesentlichen Fehler im Widerstandserhöhungs
faktor verursacht, im ungünstigsten Falle einige Prozente. Ihr Einfluß auf 
die Streureaktanz ist größer, aber die Abweichung von den im vorhergehenden 
bestimmten Werten ist auch in diesem Falle unbeträchtlich. 

* 
An dieser Stelle möchte ich Frl. Hedwig Sas, Mathematikerin in der Elektrotechnischen 

Fahrik Ganz meinen Dank aussprechen, die den größten Teil der numerischen Rechnung machte, 
sowie Herrn Stephan Racz, Dozent des Lehrstuhls für Betriebswesen elektrischer Maschinen, 
der mit seinen nützlichen Ratschlägen meine Arbeit förderte. 

Anhang 1 

Die Lösung der Gleichung (6a) wird als die Summe der Glieder folgender Form gesucht 

...... ' E z (rl' cp) = .:;.. E zrz (r) cos n cp. (A. 1.1) 
n=1 

Wird dies in Gleichung (6a) eingesetzt und nur das Glied mit Ordnungszahl n unter
sucht, erhalten wir: 

(A. 1.2) 
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Durch Einführung der neuen Veränderlichen w = - W Po (J r kann obige Beziehung 
zu einer BEssELschen Differentialgleichung umgeändert werden, deren Lösung 

Ezn (r, rp) = Cln Jn (10) --;- C2rz ~n (w) (A. 1.3) 

ist. Nachdem Ezn (r; rp) an der Stelle von r = 0 endlichen Viert haben muß, wird C2n = o. 
Wird Gleichung (A. 1.3) in Gleichung (6c) eingesetzt, erhalten wir: 

Hq;n (r, rp) = 
1 o Ezn 0 W = Cln r - j w 110 (J , ow or jWII~ Jn(w)cosnrp. (A. 1.4) 

Wpo 

Vergleichen wir obige Gleichung mit der auf Radius r = ro durch Gleichung (3) vorgeschrie
benen Randbedingung, erhalten "ir: 

j W 110 sin n a 

llfr--=j:=w===P='O:"(J J;I (wo) n a 
(A. 1.5) 

Dies wieder in Gleichung (A. 1.3) eingesetzt und die Summierung auf jedes n von ganzer 
Zahl durchgeführt, ergibt das den Gleichungen (7) entsprechende Ergebnis. 

Anhang 2 

Es soll folgende Bezeichnung eingeführt werden: 

An = j Jn ,(leo) ; 
1OoJn(1Oo) 

hiermit wird Gleichung (9) auf der Strecke -a < rp < a : 

• Iw 110 [A o '" sin n a ] 
Ez(To' rp)Hq;(ro' rp)= --- ? + ..... ' A n--- cos n rp 

:;r, .... ~ na 
n=l 

Die an der Oberfläche durchströmende komplexe Leistung wird: 

(A. 2.1) 

f 
(A.2.2) 

Durch Vergleich der Gleiehung (A. 2.3) mit der rechten Seite der Gleichung' (10), erge
ben sich für Rb und Xb die Gleichungen (13a-b). 

Anhang 3 

E.s soll folgende Bezeichnung eingeführt werden: 

(A. 3.1) 

Hiermit erhalten "ir auf Grund der Potenzreihe der Besselfunktionen: 
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J ( ) _ (I - j V)11 [1-'-
n Wo ---~ . n 

(A. 3.2) 

. '. CV"- ].' t-)" [11..!... j uZ(n..!... 2) _ v4(n + 4) 
lI o JI1 (no)=-;-!- 'n,l 2(n+1)(n+2) 

.. ] - Of - j V)11 (b I • b ) 
- I l']Z' 

n. 
. (A. 3.3) 

Dipse Werte in Gleichung (A. 2.1) eingesf'tzt, ergibt sich: 

(al bz - 0z b1) + j (al· b1 + az bz) 

bi + b~ (A. 3.4) 

·somit 

(A. 3.5) 

Aus den Gleichungen (A. 3.2) und (A. 3.3) erhalten wir durch Absonderung die ". erte 
'fl 1, 02' b1 nnd bz : 

F~ vB 
a = 1----- ____ .1.. --...,-,----,---,---cc-

1 2(n":"'1)(n+2)' 2'3.4(n+1)"'(11+4) 
(A. 3.6) 

toG vlO 
______ ..L -_---_-:-.-,--::-;----;---c-:.-:-

2.3.(n":"'1)(n":"'2)(n+3) I 

(A. 3.7) 

(A. 3.8) 

"n+2 /"6(n-;-6) I v1°(n+10) b = v- --- - - ----- ----- ----- .- ---- --- .. -------
2 n-;-l 2.3(n-;-1)(11-;-2)(11-;-3) I 2 ... 5(11+1) ... (n+5) 

(A. 3.9) 

Werden diese Werte in Gleichung (A. 3.5) eingesetzt nnd aus der Potenzrcihe des Zählers und 
des X eImers nur die ersten drei Glieder berücksichtigt, erhalten wir: 

a1 b2 -az b1 = 11~ [t,z+~:-1)(n~2)(n+3)-1-

+ 2 (11 -;- 1)(11 -;- 2Fil~ 3)(n + 4)(n + 5) + ... ] (A. 3.10) 

n 2 
-;- 8 (n -;- 1) _ ..!... l'S n2 + 16 (n + 2).~_---,~ ..!... • 

(11+1)2(n..!...2)· 2(n-;-1)Z(I1+2)2(n+3)(n+4) 
(A. 3.11) 

Bei einem gegebenen Wert" kann die Beziehung (A. 3.5) mit Hilfe obiger Ausdrücke 
für verschiedene "Terte von 11 berechnet werden woraus die Rechnungen in Gleichung (Ba) 
durchgeführt werden können. Bei der Bestimmung der in der Tabelle angeführten ", erte wur
den zu jedem Wert " acht Glieder der Summierung nach n in Betracht gezogen, was im Falle 
v 2 1 genügende Genauigkeit sichert. 
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Anhang 4 

Der imaginäre Teil der Gleichung (-\. 3.4) ist: 

I [-4] _ a1 b1 + az bz 
In~ll- 2'.') 

b1 -, bz 
(A. 4.1) 

Der ::\ellller wurde bereits vorher berechnet (A. 3.11). Der Zähler ergibt sich, durch Anwendung 
der Beziehungen (A. 3.6) ... (A. 3.9) und mit Berücksichtigung der ersten drei Glieder, zu: 

(A.4.2) 

Durch Auswerten der Gleichung (A. 4.1) für verschiedene Werte n und durch Einsetzen der 
erhaltenen Ergebnisse in Gleichung (13b) kann die Streuleitfähigkeit bestimmt werden. 

Die Gleichstrom-Streuleitfähigkeit erhalten wir mit dem Grenzübergang v -> O. Wird 
in Gleichungen (A. 4.2) und (A. 3.10) die Substituierung v = 0 gemacht, erhalten ,dr für den 
Ausdruck (A. 4.1) den Wert: 

Im [An] 
1 

(A. 4.3) 
n 

Ferner im Falle n = 0 mit der Bedingnng v -> 0 ebenfalls aus den Gleichungen (A. 4.2) und 
(A. 3.10): 

(A. 4.4) . 

\\"erden die Gleichungen (A. 4.3) und (A. 4.4) in Gleichung (13b) eingesetzt, ergibt sich für die 
Gleichstrom-Streuleitfähigkeit die Gleichung (16). 

Anhang 5 

Auf Grund der Abb. 8 und der Gleichungen (21) und (22), unter Berücksichtigung der 
in Gleichungen (A. 2.1) angewendeten Bezeichnung, ist: 

a 

SI = / J Ez (1'0' cp) Hg; (1'0' cp) 1"0 d cp = 

-a 

= Iz 1
2 

2 W f10 1 [ ~, A(2 v-I) (_ sm? 11 - ..!L<:....)2 J = 
;r 1'0;.:"1 (2 I' - 1) a 

. I 2/ (wo)zl ~, A ? (" ~(2 l' - 1) a .)2] . 
= I 2 2 a 1'02 n ..;;.. (- v-I). (2 v-I) a 

v=1 

(A. 5.1 

Desgleichen: 

:t-a 

_ I i 2/1 wol2 [~' A l' ~ (2 l' - ~)2J 
- 2 2 ar 2 n _ (21'-1) (211- 1) a 

o .=1 . 
(A. 5.2) 

Wird die Summe der Gleichungen (A. 5.1) und (A. 5.2) mit der Gleichung (20) verglichen) 
ergeben sich für Zk die Gleichungen (23). 
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Anhang 6 

Wird Gleichung (27a) mit 11 und Gleichung (27b) mit 12 multipliziert und die beiden 
Ausdrücke addiert, erhalten ,vir: 

(A. 6.I) 

Die gestrichelten Werte bedeuten denjenigen Teil der betreffenden Impedanz, der VOll 

den mit dem oberen Leiter verketteten Kraftlinien herrührt; nach dem vorhergesagten ist 
nämlich nur dieser Teil dcr Untersuchuna wert. Laut Bezeichnungen im Abschnitt V ist' 
Z~2 = Z". Somit ist Gleichung (A. 6.1) die komplexe Form der Leistung des oberen Lei
ters. Dasselbe kann auch mit den elektrischen und magnetischen Feldstärken ausgedrückt 
werden. 

Auf Grund des Prinzips der Superposition setzen sich die Feldstärken aus zwei Teilen 
zusammen: 

(A. 6.2) 

E 1Z ist die vom Strom 11 des oberen Leiters erzeugte Feldstärke, E 2z die vom Strom 12 des unte
ren Leiters erzeugte Feldstärke [siehe Gleichungen (7a) bzw. (22)]. 

Die magnetische Feldstärke ist ähnlicherweise : 

(A. 6.3) 

wo auf der Strecke -0. < q: < 0. 

(A. 6.4) 

und auf der Strecke (;r - 0.) < q: < (;r -;- 0.) (untere j\;utenöffnung) 

(A. 6.5) 

Das Integral des POY"TI"Gschen Vektors an der Oberfläche des oberen Leiters ist: 

(A. 6.6) 

F F 

Beim Vergleich der Gleichungen (A. 6.6) und (A. 6.1) ergibt sich, daß die ersten Glieder 
der rechten Seite gleich sind, da die Impedanz Z~l eben mit der Bedingung berechnet wurde. 
daß nur im oberen Rundleiter Strom fließt [Gleichung (A. 2.3)]. Ebenso sind die vierten Glie
der der rechten Seite beider Gleichungen gleich, und zwar die Werte nach Gleichung (A. 5.2). 
Da sowohl die elektrischen als auch die magnetischen Feldstärken mit den entsprechenden 
Strömen proportional sind, ist ebenfalls ersichtlich, daß auch die übrigen Glieder der Gleichun
gen einander entsprechen: somit erhalten wir aus der Gleichheit der zweiten Glieder der rech
ten Seiten: 

J E2: Hl ,! d F 
, F 

Z12 = ------- (A. 6.7) 

12 11 
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Ist Hl'l' in der unteren )\utenöffnung gleich Xull, so genügt es, die Integration nur für den 
oberen Abschnitt zu machen. l'Iach Substituierung des \V'ertes E2: aus Gleichung (22) und des 
Wertes Hl~' aus Gleichung (A. 6.4) sowie nach Durchführung der Integration erhalten ,\ir aus 
Gleichung (A. 6.7) folgendes Ergebnis: 

z' - 21.Wo,2[ "A l'Sin(2V-1)aj'2]_ Zk 
12 - ar 2 n _ (2 "-I) (2 l' - 1) a -

o p=\ 

(A. 6.8) 

das der Gleichung (28) gleich ist. 
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Zusammenfassung 

Die vorliegende Ahhandlung befasst sich mit der analytischen Bestimmung des \Vider
standes und der Streuungsreaktanz der in den kreisförmigen Kuten der elektrischen Maschinen 
liegenden massh'en Leitern unter der V oranssetzung, daß die tangentiale Komponente der 
magnetischen Feldstärke in der )\ utenüffnung gleichmäßig verteilt ist. 

Für die auf Grund der abgeleiteten Zusammenhänge errechneten Werte der Gleichstrom
Streuleitfähigkeit, der \Yechselstromwiderstand und Reaktanz werden Diagramme und Tabellen' 
vorgelegt. Desgleichen veransehaulichen Tabellen und Diagramme die Werte, die sich auf 
die der Abb. 7 entsprechenden Anordnung beziehen. 
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