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Abstract

The basic concepts of Grobner basis of an ideal in the polynomial ring is described. Particularly the
computation of the standard basis in a local ring is explained. A short history of the development of
the theory of Grobner bases is sketched.
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Grobnersche Basen sind in den letzten drei3ig Jahren zu einem Hauptstrom der
Computeralgebra und Computergeometrie geworden. Ihr algorithmischer und kon-
struktiver Charakter hat sich erst mit der raschen Entwicklung der Computertechnik
und Computermethoden als hochst anwendbar erwiesen. lhre Verbreitung nicht
nur in mathematischen Kreisen, sondern auch und sogar mehr im Milieu der Infor-
matiker und Techniker weist auf ihre hohe Anwendungsfahigkeit und numerische
Bedeutung hin. Die theoretischen Grundlagen der Grébnerschen Basen stellen
eine Bereicherung einiger schon in der Antik angegangenen Fragestellungen dar
und sind gleichzeitig mit der Theorie von modernen Strukturen der kommutativen
Algebra eng verknUpft.

1. Motivierung

Eine von Grundaufgaben der algebraischen Geometrie ist die Bestimmung einer
algebraischen Varietéat in einemdimensionalen affinen Raum.
Seik = k ein algebraisch abgeschlossener Korpg8ik), (n > 1) ein n-
dimensionaler affine Raum Ubky R = K[X] = K[Xq, ..., X,] ein Polynomring
vonn Unbestimmten Ubdcund!l = (f1, ..., f;) eindurch Polynomdy, ..., f. €
R erzugtes Ideal irR. Die NullstellenmengeV(l) = {(x) € A'k)|f(x) =
O fiir jedes Polynont € |} des Ideals im affinen Rau{' (k) ist eine durch das
Ideal | bestimmte algebraische Varietat im Raufhk). Es gibt fir das Ideal
eine Primzerlegung

l =Q1N...NQsN...NQy,
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in welcher die isolierten Komponented,, ..., Qs eindeutig bestimmt sind und
ihre RadikalePy, ..., Ps durch seinen Durschni|fﬂi‘°‘:1 P dasRad(l) des Ideals
| bilden. Es gilt

S
V(1) =V(Rad() = JV(P).
i=1
wo V (P) eindeutig bestimmte irreduzible Komponenten der Zerleguilg sind.
Anderseits ist
V() =[V(H).

fel

Dann entsteht als Hauptproblem die Frage, warin| ist. Die Antwort ist einfach:
f =Y_, hi fi mit gewisserh; € R.

Die Quelle neuer Probleme besteht darin, dal3 die Bdsis. ., f,}desIdeals
| allgemein nicht eindeutig bestimmt wird.

a) Furmn = 1istR = k[X] ein euklidischer Ring, folglich ister auch Hauptideal-
ring. (Daneben ist er auch ein Ring mit eindeutiger Primzerlegung.) Daraus
folgt, dalRl = (fy,..., f,) = (g) ist, wo g der gréf3te gemeinsame Teiler
von Polynomenfy, ..., f; ist. Dann istf € | genau dann, wenifi durch
g teilbar ist. Der grofdte gemeinsame Teigvon Polynomenf, ..., f;
ist durch die sukzessive Anwendung des euklidischen Algorithmus auf die
Polynomefy, ..., f;, berechenbar.

b) ImFalln > 2 ist R = Kk[Xy, ..., X,] kein Hauptidealring, deswegen ist
er nicht euklidisch. Der euklidische Algorithmus ist zur Berechnung des
groRten gemeinsamen Teilers von Polynonign. ., f, nicht verwendbar.
Wolfgang GROBNER?! hat im Jahre 1939 eine Idee ausgesprochen, das Ver-
fahren nach dem euklidischen Algorithmus auf die Polynomringdéim> 2)
Unbestimmten zu verallgemeinern. Er hat wortlich geschrieben: ,Man kann
dieses Verfahren dazu benitzen, den Restklassenring eines nulldimensiona-
len Polynomideals wirklich zu berechnen’ Das war keine blinde Vermu-
tung, sondern ein mit langjahrigen Forschungen begriindetes hoffnungsvolles
Programm der Idealtheorie. Wie er sich im Jahre 1950 geauf3ert hatte, befal3te
er sich mit diesen Fragestellungen seit 1932 und hat dabei die Feststellungen
von alteren fast vergessenen Arbeiten voadMuLAY wiederentdeckt.

Die Idee von W. ROBNER wurde durch Bruno BCHBERGERIN seiner
Doktordissertation ‘Ein Algorithmus zum Auffinden der Basiselemente des Rest-
klassenringes nach einem nulldimensionalen Ideal’ an der Universitat Innsbruck im
Jahre 1965 verwirklicht.

IWolfgang GROBNER 11. 2. 1899 Gossensaf (Colle Isarco) — 20. 8. 1980 Innsbruck — dster-
reichischer Mathematiker. Hauptbereiche seiner wissenschaftlichen Tatigkeit waren algebraische
Geometrie und angewandte Mathematik. Bedeutende Monographien: Moderne algebraische Geo-
metrie (Wien-Innsbruck 1949); Algebraische Geometrie I, Il (Mannheim 1968, 1970).
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Im Vergleich mit dem Falh = 1 bestehen wesentliche Unterschiede in Po-
lynomringen mit mehreren Unbestimmten in folgenden Tatsachen:

1. Die Division des untersuchten Polynoms muf3 wiederholt durch alle Erzeu-
genden des Ideals durchgefiihrt werden.
2. Das Endergebnis ist von der Reihenfolge der Division abhéngig.

Die zweite Tatsache stellt ziemlich strenge Forderungen an die Anordnung im Po-
lynomring vor. (Im Ringk[X] ist die ‘natlrliche’ Gradanordnung ublich.) Auf die
bedeutsame Rolle der Anordnung hat besonders W. Grébner im Zusammenhang
mit den Arbeiten von Macaulay hingewiesen.

2. Grobnersche Basis

a) Anordnungen
SeiM die Menge aller Monom&@ = Xfl X% (i >0,i =1,...,n)
im Ring R = K[ X] = K[ X4, ..., Xj].

Definition 1 Eine bindre Relation- an M heil3t Monomanordnung &R, wenn sie
folgende Bedingungen erflillt:

1. > ist lineare (totale) Anordnung.
2. > ist kompatibel mit der Multiplikation der Monome iR, d. h. ausX® >
X® folgt XD XO© = X@D+© 5 xX©+0C = X©@XO f{jr ein beliebiges
Monom X ©,
Manchmal wird auch die Erfullung einer zusatzlichen Bedingung gefordert:
3. > ist Wohlanordnung, d. h. jede nichtleere Untermenge von Monomen hat
das kleinste Element bezlglich

Ubliche M onomanor dnungen

1. Lexikographische (Iexikale) Anordnung
Sie ist folgendermal3en definiert:
X%, Xd > X% X% genau dann, wenn eine {1, ..., n} existiert, so daf
d« =g firl<k<i—-1undd > g.

2. Inverse lexikographische (lexikale) Anordnung
Xfl...xﬂ" > Xfl...xﬁ1 genau dann, wenn es dire {1, ..., n} gibt, so dai
dk =efliri+1<k<nundd > g.

3. Lexikographische Totalanor dnung (Homogenelexikographische Anord-
nung)
X%, Xdh > X% X% genau dann, wenn entwedgl’ , d, > Y , g oder
YPodo= YY", e und XX > X X% in der lexikographischen
Anordnung ist.
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4. Inverse lexikographische Totalanordnung
X%, X > X% X& genau dann, wenn entwedgf’_, d > I, & oder
Y od =YY", g undX® Xd > X% X in der inversen lexikographi-
schen Anordnung ist.

5. Blockanordnung
SeiM, die Menge aller Monome derGesté(ﬁl...Xi‘",i e{l,...,n=1}, M,

die Menge aller Monome der Gestzq‘tjf ...X% >, die gewéhlte Anordnung
an der MengeM,;, >, die gewahlte Anordnung an der Meng®. Jedes
Monomm € M C R hat eine eindeutige Darstellumy = nmym, mit m; €
M7 undm, € Mo.

Seienm = mym, undt = t;t, zwei beliebige Monome. EinBlockanord-
nung an der MengeM ist folgendermal3en definienn > t genau dann, wenn
entwedem; >1 t;, oderm; = t; undm, >, t, ist.

b) Divisonsalgorithmusin R =K[Xq, ..., X;]

,,,,,,,,,,

ein beliebiges Polynom iR, X{*... X% das groRte Monom des Polynonis
in der Anordnung>, Cuq,.. o Xi" - .. X2 das Anfangsglied des Polynonfsin
der Anordnung> (Bezeichnung:LT. (f)), C,...«, der Anfangskoeffizient des
Polynomsf in der Anordnung> (Bezeichnundg-C. (f)).

SeiF = (fy,..., fs) ein durch die Anordnung- geordnetes-Tupel der
Polynome inR und f € R ein beliebiges Polynom. Dann gibt es eine Darstellung

f=afi+--+asfs+r

mit a;,...,as,r € Rund entweder = 0 oderr ist eine lineare Kombination
der Monome, die durch T. ( f;) nicht teilbar sind. Das Polynomheifl3tRest des

Polynomsf in der Division durchF. Die Bezeichnungr = fF. Dieses Symbol
druckt auch die Reihenfolge der sukzessiven Division des Polynochsrch die
Polynomef, ..., fsaus.

c¢) Grobnersche Basis
\Von verschiedenen aquivalenten Definitionsweisen der Grobnerschen Basis
besitzt die folgende Definition hoffentlich die grof3te Anschaulichkeit.

Definition 2 Sei> eine feste Monomanordnung am RiRg= k[ X, ..., X,] und
seil c R(l # 0)einldeal. Unter Grobnerschen Basis des Idedis Bezug auf die
Anordnung>) versteht man eine endliche Polynomme®@e- {g, ..., g} C I,
die folgende Eigenschaften besitzt:
1. 0£G
2. Fur jedes Polynonf # 0 des Ideald gibt es eini € {1,...,t} so dal
LT.(f) durchLT.(g) teilbar ist.

Man sieht leicht ein, daf3 das durch die Anfangsglieder von Polynamen , g
erzeugte ldeal dem durch die Anfangsglieder aller Polynome des lldeestsugten
Ideal gleich ist. Dieses ldeal spielt eine wichtige Rolle beim Beweis der Existenz
einer Grobnerschen Basis eines beliebigen Ideals.
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d) Algorithmusvon Buchberger

Die Berechnung einer Grobnerschen Basis flr ein beliebiges Ideal bietet der
Algorithmus von Buchberger an.

Definition 3 (S-Polynom) Sei> eine feste Monomanordnung am RiRg= K[ X,
..., Xp] und seienf # 0,g # 0 zwei verschiedene Polynome véhmit den
Anfangsgliedern

LT.(f) =aX®©, LT.(g) = bX®@, a,b ek, (a+#0,b#0).
Sei X® das kleinste gemeinsame Vielfache der Monoxffg, X(@. Das Polynom

X(® X(®

Sho==m" " re"

heil3t dasS-Polynom von Polynomeri undg.

Beispiel. Seienf = XX, — 2X2X2 + Xy, g = 3X] — X, Polynome des Rings
R = Q[ X1, X5] und sei> lexikographische Anordnung &R.

X© = X3X,, XD = X7, X© = XIX,,

1 1
S(f. ) =Xuf — 2Xo0 = —2XIXE + XI + éxg.

Kriterium von Buchberger Endliche Polynommengé = {¢1, ..., g} C | (C
R) ist Grbbnersche Basis des Idedls~ R genau dann, wen8(g, g,-)G = 0 fur
alle Paardi, j),i # j ist.

Auf dem Kriterium von Buchberger beruht eine effektive Berechnung der
Grobnerschen Basis eines Ideals. Das Verfahren ergibAldenithmus von Buch-
berger:

SeiF = {f1,..., fs} eine beliebige Basis des Idedlsc R. Man be-
rechneS-PolynomeS(f;, ;) fur alle Paare(i, j), i # j,i,j = 1,...,s. Ist
S(fi, fj)F # 0 fur irgendein Paafi, j),i # j, erganze man die Bask durch
S(f, fj)F und setze man das Verfahren fort. Dain diesemFal(fi, ..., fs) &

(fq, ..., fs, S(fi, f,-)F) ist, mufd dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten
abbrechen, weil der RinB noetherisch ist.

Auf diese Weise kann jede Idealbasis zu einer Grobnerschen Basis erganzt
werden.
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Beispiel Seil = (f,g) c k[X, Y] ein durch die Polynomd = X2 — Y und
g = X — Y? erzeugtes Ideal des PolynomringgX, Y] (k ist ein algebraisch
abgeschlossener Korper).

F=(f.9): LTiex(f) = X% LTiex(9) = X; X© = X2,
S(f,g)=f —Xg=X2-Y — (X? = XY? = XY2-Y,
Sf.g) =Y'-Y#0,
F'=(f,g,h;h=Y*-Y,

Sf.g9 =0
S(f, h) : X©® = X2v4,

S(f,h) = YA(X2=Y) = X3(Y*=Y) = X?Y = Y5,
(XY = Y% : (X2=Y) =Y, Rest: — Y°+ Y2
(=Y>+Y?): (Y =Y)=-Y, Rest: 0

Das bedeutetmp =0.
S(g, h) : X© = XY*,
S(g. h) = YA X = Y?) — X(Y*=Y) = XY - Y&,
(XY =Y®: (X=Y? =Y, Rest: — YO + Y3,
(=Y®+ Y3 : (Y =Y)=—-Y? Rest: 0

Das bedeutetS(qg, h)F =0.

F’ = G ist Grobnersche Basis des Ideéls

€) Reduzierte Grdbnersche Basis

Grobnersche Basi6 eines ldeald heildtreduziert, wenn sie folgende Ei-
genschaft besitzt:

Furzweibeliebige Polynome, g € G, p # q, istkeinMonom des Polynoms
p ein Vielfaches des Anfangsgliedéd (q) des Polynoms.

Reduzierte Grobnersche Basisdes Ideald heiltmonisch, wenn sie ent-
wederd ist (im Fall | = (0)) oder jedes darin enthaltene Polynom den Anfangsko-
effizienten 1 hat.

In einer festen Monomanordnung des Rimjjbesitzt jedes Idedl C Reine
einzige monische Grbébnersche Basis.

3. Grodbnersche Basisund lokale Ringe
a) Endlichkeitssatz

Seil ein eigentliches Ideal des Ring& = k[ Xy, ..., X,]. Die folgenden
Eigenschaften sind aquivalent:
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=

. dim(1) = 0.

. Die AlgebraA = R/I ist (als ein Vektorraum) endlichdimensional Ulker

3. Es gibt eine Monomanordnungam RingR und eine Grébnersche Basis
des Ideald in Bezug auf die Anordnung, so daf3 flirjedeis 1 <i < n, ein
Polynomg € G mitdem Anfangsglied.T.(g) = X" furein0<m e N
existiert.

4. Fireine beliebige Monomanordnusgan Rund eine beliebige Grobnersche

BasisG (in Bezug auf>) gibt es fir jede$, 1 <i < n, ein Polynong € G

mit dem AnfangsgliedT. (g) = X" fur0 < m; € N.

N

Folgerung: dimg R/1 =m;y..... m,.

b) Geometrische Bedeutung

Seil ¢ R =K[Xy,..., Xy] einIdeal und dig(l) = 0; sei LT.(l)) das
durch die Anfangsglieder (in Bezug auf eine feste MonomanordauimgR) aller
Polynome vonl erzeugte Ideal.

dimy R/| = dimy R/(LT>(| ) =
= die Anzahl aller Monom&@ e RIX@ ¢ (LT_(1)).

Seil = QN ...N Qg die Primarzerlegung des Idealsund M, ..., Mg die
Radikale vonQq, ..., Qs. Diese Radikale sind maximale Ideale von der Gestalt
M = (X;—al’, ..., X,—a). Das RadikaRad(l ) des Ideal$ besitzt eine Prim-

zerlegungRad(l) = My N...N MsundV(l) = V(Rad(l)) = V(ﬂiS:1 M) =
U, V(M) = U7, @?) ist eine endliche Punktmenge.

Durch eine geeignete Wahl des affinen Koordinatensystems kann man errei-
chen, daa®) = (0,...,0) = 0 der Ursprung des Koordinatensystems wird.
DannistedM; = (X4, ..., Xp).

Die Lokalisierung des RingR nach dem Idea\ ist ein lokaler RingRy, =
K[Xq, ..., Xn](Xl ..... Xn) = {%|a, beR,b ¢ My, d. h. b(O, ..., 0 * 0}.

Unter demErweiterungsideal eines Ideald C R im lokalen RingRy, ver-
steht man das lde&lRy, = {{lac |,b e R— My}.

Das ErweiterungsideaW; R; des IdealsM; im lokalen RingRy, ist das
einzige maximale Ideal des Ring%,. (Fur M; #= My istesM; Ry, = (1).)

Auf Grund der vorangegangenen Begriffe ist der folgende algebraisch-geo-
metrische Begriff definiert:

Unter derMultiplizitdt des Punktes @& (0, ..., 0) an der algebraischen Varietat
V(i) versteht man die Zatmh(0) = dimg Ry, /1 Ry,

Diese Definition stimmt mit der Krullschen Definition der (statischen) Mul-

tiplizitat Gberein.

Beispiel. Die Berechnung der Multiplizitat
Seil = (X?,Y? + Y3 das Ideal des RingR = K[ X, Y] (k — algebraisch
abgeschlossener Korper) mit der lexikographischen Monomanordnung, in welcher
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X > Y ist.
dimg R/l =dimg R/(LT (1)) = dim R/ (X2, Y% =6

da die Restklassen durch die ElementX1Y, XY, Y2, XY? dargestellt werden.
Algebraische Varietal (1) besteht aus zwei PunktenV (i) = {(0,0),

(0, —1)}. Die Gesamtmultiplizitat beider von diesen Punkten muf} gleich 6 sein.

a) Das assoziierte Ideal des Punk¢@s0) ist | ((0,0)) = (X,Y). U = Rxyv,

ist lokaler Ring des Punkte®, 0). Das Erweiterungsideal des Idedlsn U ist

(X2, Y24+ Y3U = (X?,Y3)U. Die Restklassen des Rings (X?, YU werden

durch die Elemente,1X, Y, XY dargestellt. Das bedeutet: dit/(X?, YU =

4. Die Multiplizitat des Punkteg), 0) ist gleich 4 @bb. 1).

Xx=0

0,0
l_l y=0
a y——_1
Abb. 1

b) Durch die TransformatioX’ = X, Y’ =Y + 1 geht der Punk(0, —1) in den
Punkt(0, 0) und das Polynony? + Y3 ins PolynomY’(1 — 2Y’ + Y'?) Uber.
SeiS=K[X', Y'Ix.y/; dannistegX'?, Y'(1—2Y' + Y'?))S= (X?,Y')S.
dimy S/(X/Z, Y’)S = 2, da die Restklassen durch die ElementX'ldarge-
stellt werden. Die Multiplizitat des Punkté8, —1) ist gleich 2 @bb. 1).
c) Standardbasen in lokalen Ringen
1. Lokale Anordnung
Die Monomanordnung- am RingR = k[ Xy, ..., X;] hei3tlokal, wenn sie
die folgende zuséatzliche Bedingung erfullt:
3.1> X furallei =1,...,n
2. Lokalisierung bezuglich der Anordnung >

SeiR = K[X, ..., Xn] > eine Monomanordnungf, — ein Polynom{ X®}
die Menge aller Monome, die im Polynoimmit Nichtnullkoeffizienten vor-
kommen.

Unter demMultigrad des Polynomd versteht man das-Tupel

multideg( f) := max. {(d)|cq)X® kommtin f vor, ¢q) # 0}.
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Weiter ist es

LC. (f) := Cmutideq 1) — Anfangskoeffizient vorf,
LM (f) := Xmultided® _ Apnfangsmonom vorf,
LT.(f):=LC.(f).LM.(f)— Anfangsglied vonf.

Die Menge von Polynomen
S={(1+9) € Rl entwederg = 0 oderLT.(g) < 1}

ist multiplikativ abgeschlossen.
Der Quotientenring

f
Rs=S'R:={—|feR 1 S! =: Loc. R
S {1+g| eR,(1+09) € } oc

hei3tLokalisierung des RingsR beziglich der Anordnung .

. Homogenisierung

Sei R = K[Xy,..., Xnl, @ = X, Cey X ein Polynom vonR, || =
>, @, d = max|a| — Totalgrad des Polynomk. SeiT eine vonXy, ...,
X, algebraisch unabhéngige Unbestimmte. Das Polynom

gh = Z C(a)Td_la‘ X(a)
()

heiRtHomogenisierung des Polynomg bezuglichT.

. Erweiterungsanordnung
Sei> eine Monomanordnung am Rirlg. Die Erweiterungsanordnung
an der Menge aller Monome im RidgT, Xy, ..., X,] ist folgendermal3en

definiert: TAX@ >’ TPX® genau dann, wenn entweder- |o| > b + | 8]
odera + |o| = b+ || und X® = X®,
. Normalformalgorithmus von Mora
SeienF, F4, ..., Fs homogene Polynome vddT, X, ..., X,] und >’ die
Erweiterung einer Monomanordnung am Ringk[ Xy, ..., X,]. Es gibt
einen Algorithmus, der homogene Polynoide U, A, ..., A bietet, so
dafi

UF = AiF+ -+ AsFs + H

ist, wobeiL T (U) = T2 flir irgendeine Zahh € N ist,
a+degF) = deg A) + degF) = degH),

solangeA und H vom Null abweichend sind und keinT (F) das Produkt
TPLT(H) fir beliebege Zahb teilt.
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Dieser Algorithmus geht an BMRA zurlick und hei3Normalformalgo-
rithmus.
Folgerung: Sei> eine Monomanordnung aR = K[Xg, ..., X,Jund S =
Loc.R. Seif € Sund fq, ..., fy € R. Es gibt einen Algorithmus fiir die
Berechnung der Elementea,, ..., as € S,sodal’f = a, f;+---+asfs+h
ist, wobeiL T (g).LT(f;) < LT(f)flrallei =1, ..., sist,entwedeh =0
oderLT(h) < LT(f) undLT(h) durch keinLT(fy),...,LT(fs) teilbar
ist.
Man sieht unmittelbar, daf3 der Algorithmus von Mora eine Verallgemeine-
rung des Buchbergerschen Algorithmus auf den homogenen Fall ist.

6. Standardbasis
SeiR = K[Xq, ..., X,], > — eine Monomanordnung aR, S = Loc. R
— die Lokalisierung des RingR bezlglich> und| c Sein Ideal. Eine
endliche Mengdq,, ..., g} C | heiRtSandardbasis des Idealsl, wenn
(LT()) = (LT(gy),...,LT(q)) ist. Es ist offenbar, dal’ dieser Begriff
eine Verallgemeinerung der Grobnerschen Basis auf den Erweiterun@sring

des RingsR ist.

7. Verallgemeinerung der Ergebnisse von Buchberger
Man bezeichne mi§ eine endliche Polynommenge kX, ..., X,], > —
eine Monomanordnung undc S = Loc. (K[ X4, ..., Xy]) ein durch eine

endliche Mengés C Serzeugtes Ideal.

(@) (Analog des Kriteriums von Buchberger) Eine Metwe= {g, ...,
0i} ist Standardbasis des ldedlggenau dann, wenn die Anwendung
des Normalformalgorithmus von Mora an jedes von der Menge der Ho-
mogenisierunge/" = {g'l‘, ..., 9"} erzeugtes-Polynom den Nullrest
bietet.
(b) (Analog des Algorithmus von Buchberger) Man wende an eine endliche
PolynommengéV folgende Schritte an:
i. Die Homogenisierung
ii. Die Modifikation des Algorithmus von Buchberger in der Gestalt
des Normalformalgorithmus von Mora
iii. Die Enthomogenisierung
Das Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab und berechnet
eine Standardbasis des durch die MeWgerzeugten Ideals.

4. Anwendungder Grobnerschen Basen

a) Konstruktive Theorie von Moduln

Die Verallgemeinerung der Theorie von Grébnerschen Basen von Idealen
auf Moduln erméglicht die Durchflihrung analogischer Operationen in der Katego-
rie von Moduln Uber einem festen Ring. Die Menge dieser Operationen schlief3t
u. a. folgende Operationen ein:
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— Eine Modifizierung des Dividierens mit dem Rest und das Feststellen der
Angehorigkeit zu gegebenem ldeal:
— Fur ein gegebenes Idebldes Ringesk eine Basis des Vektorraums
R/1 zu finden
— Fur ein gegebenes Polynome R eine Darstellung seines Bildes im
HomomorphismuR — R/I mittels Basis des Vektorraunt/1 zu

finden
— Fur ein Polynomf € | seine Darstellung mittels Erzeugender des Idéals
zu finden
— Die Berechnung von Syzygien
— Furein gegebenesTupel(fi, ..., fs) von Elementen einé®-Moduls

M die Menge allers-Tupel (&, ...,as) € R® mit der Eigenschaft
Zlea,- fi = 0 zu finden; die Mengé€(ay, ..., as)} aller solchens-
Tupel heif3t Menge von Syzygien desTupels(fy, ..., fs) und wird
mit Syz(fq, ..., fs) bezeichnet.

— Die Berechnung des Annulators eines Moduls

— Die Berechnung des Durchschnitts von zwei Idealen

— Die Berechnung des Moduls von Homomorphismen Ki@dvh N) von Mo-
duln M, N; verallgemeinert die Berechnung der Moduln Ext und Tor

— Die Berechnung der Hilbertschen Funktion und des Hilbertschen Polynoms
eines gegebenen gradierten Moduls.

b) Eliminationstheorie
Zur Menge der Operationen in diesem Themenbereich z&hlen folgende Ope-
rationen:

— Elimination: Die Berechnung (der Erzeugenden) eines ldéais | N R,
wo | ein Ideal des Ring® = K[ Xy, ..., XpaJund R = K[ Xy, ..., Xs] mit
S < nist

— Die Berechnung von Hille des Bildes einer affinen oder projektiven Varietat
im gegebenen Morphismus

— Die Darstellung einer Aufblasungsalgebra und eines assoziierten gradierten
Ringes zum RinR = R/| beziiglich des Ideals aufzufinden

— Die Gleichungen der Hulle einer affinen Varie¥atc A" im projektiven
RaumP" zu berechnen

5. Ausder Geschichte der Grobnerschen Basen

\orgeschichte

Zu den ersten die Probleme der spateren Grobnerschen Basen untersuchenden Ar-
beiten gehort die Arbeit von P. @RDAN ,Les invariants des formes binaires”,
Journal de Mathématiques Pures et Appliqués 6 (1900), 141 — 156. Die Grob-
nersche Basis kommt in dieser Arbeit als ,le systéme irreducible” vor und eine



56 J.CIZMAR

endliche Erzeugung eines Monomideals wird zum Beweis des Hilbertschen Ba-
sissatzes benutzt. F. S.AdAULAY hat in der Monographie ,Algebraic theory of
modular systems”, Cambridge Tracts 16, Cambridge University Press, Cambridge
1916, den Begriff der H-Basis eines Ideals eingefiihrt und zur Standarddarstellung
der Basis (in der neueren Terminologie) gelangt. In seiner Arbeit ,Some properties
of enumeration in the theory of modular systems”, Proc. London Math. Soc. 26
(1927), 531 — 555, wird die Totalgradanordnung in der Monomenmenge beschrie-
ben. W. QROBNER verwendete die Ideen und Methoden von Macaulay in der
Monomanordnung seit 1932, aber die Ergebnisse waren erst im Jahre 1939 im
Werk ,Uber die algebraischen Eigenschaften der Intergrale von linearen Differen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten”, Monatsh. der Math. 47, 247 — 284,
veroffentlicht. In demselben Jahre hat er das Grundproblem formuliert, das seinen
Doktoranden B. BCHBERGER zur Ausarbeitung der Fundamentalergebnisse in
der Dissertation in Jahren 1964 — 65 veranlal3t hat. Daneben hat Grobner in der Ar-
beit ,Uber die Eliminationstheorie”, Monatsh. der Math. 54 (1950), 71 — 78, eine
Ubersicht der vorangegangenen Untersuchungen und Ergebnisse tUbermittelt und
eine Uberzeugung lber die Effektivitat und Wirksamkeit der Methoden auch bei
der Losung weiterer idealtheoretischen Probleme ausgesprochen. Unabhéngig von
den Forschungen von Buchberger wurden einzelne mit seiner Theorie zusammen-
héangende Begriffe und Verfahren (z. B. der Divisionsalgorithmus und Standardba-
sen) auch in anderen Strukturen (z. B. im Ring der formalen Potenzreihen) durch
H. HIRONAKA (1964) und H. RAUERT (1972) entwickelt.

Geschichte

Die eigentliche Geschichte der Grobnerschen Basen ist durch die oben erwdhnte
Arbeit von Buchberger im Jahre 1965 begonnen. Die erste Fassung wurde von
Buchberger in seinen spateren Arbeiten in Jahren 1970, 1976 und 1979 komplet-
tiert, wo er auch nachtraglich die Benennung zu Ehren von Grobner und das zweite
Kriterium angefuhrt hat. Die Ergebnisse von Buchberger wurden schrittweise und
vielseitig durch viele weiteren Autoren entwickelt. GEBGMAN hat die Frage-
stellungen im Jahre 1978 auf assoziative nichtkommutative Algebren und verall-
gemeinerte algebraische Systeme erweitert. Mit den analogischen Problemen in
nichtkommutativen Strukturen befal3ten sich D. BIUKEH und P. B. BENDIX seit
dem Jahre 1967. Im Jahre 1970 sind sie zum AnalogorSeleslynoms und zur
Erganzung des Systems von Polynomen zu einem die Buchbergerschen Kriterien
erfillenden System gelangt. Im Jahre 1983 erzielte AZARD die Erweiterung
des Kriteriums von Buchberger atsDarstellungen.

Zur Berechnung von Syzygien benutzten Grébnersche Basen DREuFS
(1977), G. ACHARIAS (1978), F.-O. 8HREYER (1980), A. FURUKAWA (1986),
B. WALL (1989) und andere. J.REL und W. LASSNER untersuchten den nicht-
kommutativen Fall im Jahre 1988, eine Erweiterung unter AnwendungS/on
Polynomen geht auf H. M. KILLER im Jahre 1992 zur(ck.

Eine Reihe von Forschern untersuchten die Existenz und Eigenschaften der
Grobnerschen Basen in speziellen Ringen, wie z. B. in Ringen mit der eindeutigen
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Zerlegung in Primfaktoren, in euklidischen Ringen usw. Zu der Liste gehdren
G. ZACHARIAS (1978), A. KANDI-RoDY und D. KAPUR (1984, 1988), L. RN
(1989), F. RUER (1992) und andere.

Grobnersche Basen im homogenen Fall wurden u. a. vorARARD (1983)
und H. M. MoLLER und F. MORA (1984) untersucht. Besonders wichtiges Ergebnis
war durch die Projektivisierung mit Hilfe der Darstellung einer affinen Varietat
mittels einer Kegelflache durch F. Mora im Jahre 1982 erreicht (Algorithmus von
Mora).

Mit der Verallgemeinerung des Themenkreises der Grobnerschen Basen auf
Moduln beschéftigten sich D.AAER (1982), D. LAzARD (1983), H. M. MOLLER
und F. MORA (1986), A. FURUKAWA (1986), C.J. BLLERA und L. L. RoSE(1989)
und andere.

Die Literatur Gber Grobnersche Basen stellt einen machtigen und reichlichen
Strom der gegenwartigen reinen und angewandten Algebra dar. Das Literaturver-
zeichnis zu diesem Thema in [3] zéhlt insgesamt 515 Titel, davon 34 Tagungsbande,
89 Monographien und 392 Zeitschriftsarbeiten.
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