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Abstract 

In this paper the optimal ball-packing is determined where the cent res of balls form an 
orbit (with trivial stabilizer) of a particular crystallographic space group. The space 
groups are F23, P432, F432 which allow a unified method called the method of cones. 

1. Einführung 

Mit den Kristalluntersuchungen der Physik kam auch die Kristallgeometrie 
in den Vordergrund. Es wurde das Problem interessant für eine gegebene 
Raumgruppe die optimale Kugelpackung und deren Dichte zu bestimmen. 
Das ist in Verbindung mit dem Aufbau der einzelnen Kristalle. 

Ein solcher Problemkreis entstand nach dem in 1943 publizierten 
Fachartikel von U. Sinogovitz. Er stellte das Programm diejenigen dich­
testen Raumausfüllungen zu finden. 

Die Arbeit untersucht für eine gegebene Raumgruppe die zugehörigen 
einfach transitiven Kugelpackungen, d. h. solche Kugelsysteme, deren Sym­
metriegruppe eine gegebene kristallographische Raumgruppe ist. Zu zwei 
beliebigen Kugeln der Packung gibt es also genau ein Element der gegebe­
nen Raumgruppe, das die erste Kugel in die zweite überführt. Die hier un­
tersuchten Raumgruppen seien F23, P432, F432. Die optimale Kugel­
packung der Raumgruppe F23 und ihre Dichte wird im Kapitel 3 fest­
gestellt. Im Kapitel 4 werden die Raumgruppen F432 und P432 und 
ihre dichtesten Kugelpackungen dargestellt. Die optimalen Kugelpackun­
gen werden hier einheitlich mit synthetischen Hilfsmitteln, mit der soge­
nannten "Kegelsmethode" bestimmt. 

Ähnliche Fragestellungen sind auch bei anderen Raumgruppen aktuell 
und bedeuten merkwürdige Aufgaben für die Anwendungen. 

1 Unterstützt von der Ungarischen Wiss. Forschungsstiftung (OTKA) No. 1615 (1991). 
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2. Grundbegriffe 

1. Die Bewegungsgruppe, d. h. Isometriegruppe des euklidischen Raumes 
E 3 wird mit IsomE3 bezeichnet. 

Definition 1. Die Transformationsgruppe G heißt eine diskrete Gruppe, 
wenn sich die folgenden Bedingungen erfüllen: 

a. G C IsomE3
, 

b. Für beliebiges X E E 3 ist die Bahn (Orbit) des Punktes X X G 
.­

{X a E E 3
: a E G} eine diskrete Punktmenge im Raum E 3 (sie hat 

keinen Häufungspunkt ). 

Definition 2. Die geschlossene Punktmenge FG wird ein Fundamental­
bereich der diskreten Gruppe G genannt wenn die folgenden Bedingungen 
bestehen: 

a. Für jedes PE E 3 gibt es einen Punkt A E FG, so daß P E AG. 
b. Wenn A, B EInt FG innere Punkte und B E AG sind, dann A = B. 
c. Int FG ist einfach zusammenhängend in E 3

• 

Definition 3. Eine diskrete Gruppe heißt Kristallgruppe, wenn sie einen 
beschränkten Fundamentalbereich hat. 

Definition 4. Zu A E E 3 heißt GA := {a E G : A a = A} die Stabilisator­
gruppe von A in G. 

Weiterhin nehmen wir zu einer festen diskreten Gruppe solche Punkte 
P E E 3 deren Stabilizatorgruppe aus der Identität besteht, d. h. Gp = 1. 
Es seien G eine Kristallgruppe, Xj Y E E 3 und p(Xj Y) die Entfernungs­
funktion in dem Raum E 3

• 

Definition 5. Zu der Bahn X G führen wir die Dirichlet - Voronoj Zelle 
mit Kernpunkt X ein, sie heißt kurz D - V Zelle: 

D(XG
) := {Y E E 3 

: p(X; Y) :::; p(Y; X 9
) für jedes 9 E G}. 

Wenn G x = 1, dann ist D(XG
) im Raum E 3 ein zu G gehöriger Funda­

mentalbereich. Im weiteren nehmen wir stets G x = 1 an. 

Definition 6. In der Zelle D(XG
) mit einem gegebenen Mittelpunkt X 

ist der maximale Kugelradius: 

r(X):= min {~p(X; X 9
)}. 

gEG\(l) 2 

Definition 7. Die Dichte einer zu X G gehörigen Kugelpackung ist 

G 4r 3(X)1l' 
8(X ):= 3Vol (D(XG))' 
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Wenn Y E X G so gibt es ein h E G, mit yh = X; Dann ist (D(yG))h = 
D(XG ). Das gilt auch für die zu Zellen gehörigen Kugeln mit maximale 
Radius. Die Raumgruppe G enthält die Symmetriegruppe des Punktsys­
tems X G

, und so des entsprechenden Kugelsystems. Sie kann aber reicher 
sein: G ~ Sym (XG

). 

Definition 8. Wenn G = Sym (XC), so nennt man die Bahn X G charak­
teristich. Sonst ist die Bahn (Orbit) nicht-charakteristisch. 

1. Die allgemeine Formulierung der Probleme 

Zu einer gegebenen Gruppe G suchen wir diejenige Bahn X G , deren Kugel­
packung eine maximale Dichte hat. Zu G gehörige optimale Dichte wird 
mit 

8(G):= max (8(XG
)) definiert. 

X;p(G) 

Hier bezeichnet p( G) in der Raumgruppe eventuell auftretende freie (affine) 
Parameter, bis auf eine Ähnlichkeitstransformation. 

2. Allgemeine Bemerkungen 

a. Die G-Bahnen können in Äquivalenzklassen eingeordnet werden X G 
rv 

yG wenn es ein h E IsomE3 mit (XG)h = yG gibt. Diese Isometrien h mit 
(XG)h = (Xh)G für jedes X E E 3 bilden den metrischen Normalisator der 
GruppeG. In äquivalenter Form ist N(G) := {h E IsomE3 : h-1Gh = G}. 
F(N(G)) bezeichnet den Fundamentalbereich. 

b. Wenn man die zur optimalen Kugelpackung gehörige Bahn bekom­
men möchte, ist es genug einen Punkt der Bahn in F(N(G)) zu suchen: 
8(G) := max (8(XG

)). Der Fundamentalbereich des metrischen 
XEF(N(G));p(G) 

Normalisator von G kann auch von den Parametern der Kristallgruppe ab­
hängig sein. 

c. In vielen Fällen lohnt es sich den Fundamentalbereich des Normal­
isators auf gut gewählte kleinere Bereiche zu teilen. 

d. Für die Fälle G x =I- 1 können wir den zur optimalen Kugelpackung 
gehörigen Punkt X an der Grenze von F(N(G)) suchen, in einem null-, 
ein- oder zweidimensionalen Bereich. 

e. Zur optimalen Bahn X~pt soll die Symmetriegruppe Sym (X~pt) 2 
G sein. Besonders interessant sind diejenigen optimalen Bahnen X~pt , für 

die Sym (X~Pt) = G, d. h. die optimale Bahn charachteristisch ist. Wenn 
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nicht, so hat die optimale Kugelpackung eine reichere Symmetriegruppe als 
G. Dann behandeln wir diese Kugelpackung bei dieser reicheren Gruppe. 

3. Optimale Kugelpackung zur Raumgruppe F23 

1. Wir betrachten zunächst das Tetraeder in Abb. 1. Die Spiegelungen an 
den Seitenflächen dieses Tetraeders bilden die Raumgruppe F43m. Ihre 
Teilgruppe von Index 2, deren Elemente orientationserhaltende Bewegun­
gen sind, wird als Raumgruppe F23 definiert. 

c 0 
~--------~--------~ 

C ~-+----'---:7 0 

A 

Abb. 1. Abb. 2. 

Die Kanten AB und CD sind 2-zählige Ächsen, die anderen Kanten bes­
timmen je eine 3-zählige Achse. Wir wählen einen beliebigen Punkt X 
von dem ABCD Tetraeder und betrachten die D - V Zelle dieses Punk­
tes. Wir suchen die Zelle, in die man die Kugel mit dem größten Radius 
einschreiben kann. 

Die Kantenlänge von AB = CD sei zwei Einheiten. Wir führen die 
Halbierungspunkten der Kanten HF2F3F4 nach der Abb. 2. ein. Das 
Tetraeder bildet sich bei den Halbdrehungen um die Ächsen HF2 und F3F4 
in sich ebenso wie bei den Ebenenspiegelungen CHD und AF2B. So ist 
es genügend den optimalen Kugelmittelpunkt im Inneren des Tetraedesr. 
AF1 F2C bzw. auf der Oberfläche zu suchen. 

2. Wir wählen die Ecke A und suchen den Kegel mit Spitze A und 
Achsenpunkt X der die A enthaltenden Seitenflächen der D - V Zelle von 
X berührt und maximalen Spitzwinkel hat. Wir stellen das Tetraeder 
AFj F2C in ein Koordinatensystem. (Abb. 5). Im Tetraeder AF] F2C sei 
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o 

A 

o 

Abb. 3. Abb. 4. 

y 
F2 (0;1;0) 

A 
.JA X 

Abb. 5. Abb. 6. 

X(a; b; c) ein Punkt. Wir rechnen die Entfernung des Punktes X von den 
Geraden AFj und CA. 



322 J. SZIRMAI 

d(Oj AFl) = -/C2 + b2. 
~~-------------------------------------------

d(OjAC) = Jb[(2 - 2a - b - C)2 + (c - 2b - a + 1)2 + (b - 2c - a + 1)2]. 
3. Wir suchen die Menge von den Punkten je dessen Entfernung von AB 
gleich mit der .;; mal genommenen Entfernung von AC: (Abb. 3.-4.) 

J c2 + b2 = ~J~[(2 - 2a - b - c)2+(c - 2b - a + 1)2+(b - 2c - a + 1)2J 

{:::> a2 - b2 - c2 + 1 - 2a - b - c + ab + ac - bc = O. 
Bemerkung: Das ist die Gleichung für einen A-Spitzigen Kegel, weil mit 
dem Punkt X(a; bj c) auch die Punkte (1; 0; 0) + (x(a - l)j xbj xc) sie be­
friedigen. 

Wir untersuchen die Stellung dieser Kegelfläche im Tetraeder AFIF2C. 
Der Kegel schneidet die Dreieckfläche AFIF2 in der Strecke AE2. Die Glei-

chung von AE2 in Ebene Z = 0 ist Y = -11V5 + x l
- 2

V5 . Die Koordinaten 

von E2 sind E2(0; -I1V5 ;o). Der Schnittpunkt des FIC mit dem Kegel 
ist der Punkt EI (0; ~; ~). Die Kegelfläche ist im Tetraeder AFI F2C wie 
Abb. 6. zeigt. 

4. Wir drehen das Kegelflächenstück AEI E2 um die Achse F3F4 um 
1800 

: A -t C, EI -t EI, E2 -t Ez. (Abb. 1). Der Punkt 0 bezeichnet den 
Schnittpunkt der Strecke AE2 unJ des Bogens E~Ez. 

SATZ. Der Punkt 0 liefert die D - V Zelle und gleich den Kugelmit­
telpunkt, der zur optimalen Kugelpackung für die Raumgruppe F23 führt. 

Wir berechnen den vermuteten optimalen Kugelradius. (Abb. 8). 
Der Punkt 0 liegt auf der Gerade AE2 in gleicher Entfernung von den 
Kanten AB und CD. So haben wir zwei Gleichungen: 

-1+V5 1-V5 V y= +x ; x2+(1-y)2=y. 
2 2 

Daraus folgt x2 
- (1 - V5)x + 2 - V5 = O. Für uns ist nur die positive 

Wurzel gut. 

1- V5 + J2V5 - 2 
x = ~ R = y:::::: 0.5141317. 

2 

Die Kugel mit dem Mittelpunkt 0 und mit diesem Radius berührt die an 
die Achsen AB und CD anschließenden Flächen der D - V Zelle ferner die 
Flächen die bei den Achsen AD und AC je einen Winkel 1200 einschließen. 
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C ~ ________ -,~ ________ ~D 

E2 

A 

'-~X~A~----------------~------~Fl 

Abb. 7. Abb. 8. 

5. Wir beweisen den im Punkt 4 formulierten Satz. Wir wählen 
einen beliebigen Punkt Q des Tetraeders AFIF2C. Die Kugel k soll in 
der D - V Zelle ihres Mittelpunktes Q einen maximalen Radius haben. 
Darum bewegen wir den Punkt Q als den Kernpunkt einer D-V Zelle, 
sodaß die entsprechende Kugel k sich mit nicht abnehmenden Radius in die 
vermutete Kugel bewegt. Die Kegelflächen AE1 E2 bzw. die C E~ E z teilen 
das Tetraeder AFIF2C in Bereiche. Im weiteren können die Bereiche durch 
ihre Eckpunkte gekennzeichnet werden. Wir führen den um die Achse F3F4 
um 1800 gedrehten Punkt 0 als Punkt 0' ein. (0' E F1CF2). 

a. Der Punkt Q liege im Raumteil AE1 E2F2C. 

Wir bewegen die Kugel k parallel in Richtung CA wo sie bis der Mit­
telpunkt Q auf die Kegelfläche AEI E2 oder auf die Fläche AE2F2 kommt 
(Abb. 9). Diese Bewegung kann man ohne Verminderung des Kugelradius 
machen, denn: i. Der Abstand des Punktes Q von der Kante CA verändert 
sich nicht. 
ii. Der Abstand von Q und der Kante CD nimmt zu. 
iii. Die Kante AB stört noch nicht, weil Q sich im Rau mt eil AE1E2F2C 
bewegt. 
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c 
~--------7-----____ ~D 

A 

Abb. 9. 

1111. Dasgleiche gilt für die weitere Kante, denn Q bewegt sich im Inneren 
des Raumteiles AFIF2C. 

Der Mittelpunkt der Kugel k kommt so ohne Verminderung des Ra­
dius auf die Kegelfiäche AEIE2 oder auf die Dreieckebene AE2F2. 

b. Der Punkt Q sei im Raumteil AFI E&OQ' EI. 

Wir bewegen die Kugel k parallel in Richtung AC. So kommt der Punkt Q 
auf die Kegelfiächen AOO' EI oder 00' E~ oder auf die Ebene EI 0' E~Fl' 
Diese Bewegungen sind alle zulässig, wie man das von der Stellung der 
Kugel sieht. (Abb. 10). 

c. Der Punkt Q sei in dem Raumteil 00' E2E~. 

Wir bewegen den Punkt Q parallel mit der Achse F3F4 in einer Ebene, 
die senkrecht zu der Achse FI F2 ist. Dann nehmen die Abstände von den 
Kanten AB und CD zu, wie man das in der Abb. 11 sieht. 

Die Bewegung dauert bis Q auf die Kegelfiächen 00' E2 oder 00' E~ 
kommt. So ist der Punkt Q an den Kegelfiächen CE~E~, AEIE2 oder an 
den ebenen Gebieten EI 0' E~FJ, AE2F2 angekommen; Die zwei Kegelfiä­
chen sind gleichwertig, darum untersuchen wir nur eine, genau so ist z.B. 
mit den Punkten der Dreieckfiäche AFJE2. 
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A 

Abb. 10. 

" F3 

/ 
/ 

" 

A 

Abb. 11. 

d. Der Punkt Q liege auf der Kegelfläche AOO' El. 

Wir bewegen den Kugelmittelpunkt Q auf der Kegelfläche AEIE2, so daß 
der Abstand von der Kante AB sich nicht verändert, so bleibt der Abstand 
von der Kante AC auch gleich. Diese Bewegung dauert an, bis der Punkt 
Q auf den Bogen 00' oder auf die Strecke AE2 kommt. 

e. Der Punkt Q liege auf der Kugelfläche 00'E2. 

Wir bewegen den Punkt Q auf der Kegelfläche mit gleichem Abstand von 
der Kante CD, bis der Punkt Q auf die Strecke AE2 oder auf den Bogen 
00' kommt. Das sind zulässige Bewegungen, denn -

i. der Abstand von der Kante CD ist konstantj 
ii. die Bewegung ist im Raumgebiet EIE~CF2j 

iii. die Bewegung ist auf der Kegelfläche AEI E2 j 
iiii. die weiteren Kanten beeinflußen die Bewegung nicht. 

f. Der Punkt Q liege im Dreieck AH F2 . 

Die Kegel teilen das Dreieck auf Teilgebiete. Mit den durch die Pfeile 
gezeichneten Bewegungen (Abb. 12) in den Teilgebeiten können wir den 

- --------- -----.- -----._------
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i 
I 

A '---------------....JF
1 

Abb. 12. 

Punkt Q in den Punkt 0 bringen wie im Satz behauptet ist. Unter diesen 
Bewegungen hat sich der Radius der Kugel k nicht vermindert. 

g. Der Punkt Q liege auf dem Bogen 00'. 

In diesem Fall gibt es keinen günstigeren Kugelmittelpunkt als der im Satz 
behauptete Punkt 0, denn der Bogen 001 liegt in dem Zylinder, der durch 
die Achse AC und den Radius R gegeben ist. 

6. Wir haben eine beliebige Kugel mit dem Mittelpunkt Q ohne 
Radiusverminderung in die vermutete Kugel gebracht, und so haben wir 
den Satz bewiesen. 

Die Dichte der optimalen Kugelpackung ist: 

4R:I 7r 

8(0) = '(DCa) ~ 0.426946. 
3\-01 ) 
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4. Optimale Kugelpackungen für die Raumgruppen 
P432 und F432 

1. Optimale Kugelpackung zur Raumgruppe P432 

Wir betrachten zunächst das Tetraeder in Abb. 13. Die Spiegelungen an 
den Seitenflächen dieses Tetraeders bilden die Raumgruppe Pm3m. Ihre 
Teilgruppe von Index 2, deren Elemente orientationserhaltende Bewegun­
gen sind, wird als Raumgruppe P432 definiert. Wir gehen ganz analog 
vor, wie im Kapital 3 bei Raumgruppe F23. Wir stellen das Tetraeder 
AIA2A3A in ein Koordinatensystem. (Abb. 14). 

///~ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I Al 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

/.1-----

Abb. 13. Abb. 14. 

Der Punkt B bezeichnet den Halbierungspunkt. der Strecke A2A3. Die 
folgenden Kegelflächen teilen das Tetraeder AAIA3B in Bereiche. 

2 
Y + 1 - xz + zy + xy - x - 2y - z = 0, (1) 

z2 + y2 + 1 + 2xy - 2x - 2y = 0, (2) 

z2 + xy + xz - zy - x + z = O. (3) 

Die Kegelflächen (1), (2), (3) sind im Tetraeder AA1A3B nach Abb. 15. Alle 
drei Kegelflächen haben eine zur Spitze A3 gehörige Gerade gemein. Mit 
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o bezeichnen wir den Punkt der Gerade, deren Entfernung von der Kante 
AA2 gleich mit der Ji-mal genommenen Entfernung von der Kante AA.3 ist. 

Az 

Die Koordinaten des Punktes 0: 

Xo = -v;v+1 t 

YO = vt + 1 
zo = t 

-------

:::::: 0.3881024; 
:::::: 0.2861683; 
:::::: 0.2110071. 

Abb. 15. 

v :::::: 0.3829758 
t :::::: 0.2110071 

SATZ. Der Punkt 0 liefert die D-V Zelle und gleich den Kugelmittelpunkt, 
der zur optimalen Kugelpackung für die Raumgruppe P432 führt. 

Die Dichte der Kugelpackung ist: 

3 ( _V R _ :1 _ (1 J:1 2) "-' o 0) - Val (D(O)) - 4R 1r - 41r Vi X o + Zo "-' 0.3830091 

Wir können den Satz ebenso beweisen wie wir das im Kapitel 3 gemacht 
haben. 
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2. Optimale Kugelpackung zur Raumgruppe F432 

Wir betrachten zunächst das Tetraeder AFICD nach den Abb. 1. und 16. 
Die Spiegelungen an der Seitenflächen dieses Tetraeder bilden die Raum­
gruppe Fm.3m.. Ihre Teilgruppe von Index 2, wird wie früher, als Raum­
gruppe F432 definiert. 

C{Q,l,l) 

" , 

z 

, , , , , , , 

A(1,O,O) 

, , , 

D 

"" x 

Abb. 16. 

Die folgenden Flächen teilen das Tetraeder AFI F2 C in Bereiche. 

2x - y - z = 0 (4) 

z2 - 2x + y - z + xy + xz - yz = 0 (5) 

1 - x 2 - 2x - y - z + xy + xz + yz = 0 (6) 

x 2 _ y2 _ z2 + 1 - 2x - y - z + xy + xz - zy = o. (7) 

Die Positionen der Flächen sind im Tetraeder AFI F2C in Abb. 17 dargestellt. 
Die mit Ebene z = 0 hergestellte Schnitte der Flächen (4), (5), (6), (7), 
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C~ ________________ ~ ______________ --7D FZ 

A 

A L 

Abb. 17. Abb. 18. 

werden in Abb. 18 gezeichnet. Der Punkt Z bezeichnet den Schnittpunkt 
des Bogens M F1 und LH. 

SATZ. Der Punkt Z liefert die D-V Zelle und gleich den Kugelmittelpunkt, 
der zur optimalen Kugelpackung für die Raumgruppe F432 führt. 

Die Dichte der Kugelpackungen ist: 

VR 3 
6(Z) = Vol (D(Z» = 27r R ~ 0.5264921. 

Wir können den Satz wie im Kapitel 3 mit unseren "Kegelsmethode" 
synthetisch beweisen. 

BEMERKUNG: Die Bahn der Kugelmittelpunkte zur optimalen Packung ist 
charachteristisch für die Raumgruppe P432, also die optimale Kugelpack­
ung selbst hat dieselbe Symmetriegruppe P432. Das ist nicht so für die 
Raumgruppe F23 und F432, denn der optimale Mittelpunkt 0 (Abb. 10.) 
liegt in der Symmetrieebene des Tetraeder ABCD; der optimale Mit­
telpunkt Z (Abb. 17-18) liegt in der Symmetrieebene von AF1DC. Diese 
optimalen Kugelpackungen haben also reichere Symmetriegruppen, die aus 
der erzeugenden Raumgruppen durch Ebenenspiegelungen erweitert wer­
den. 
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