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Abstract 

А Нпеаг quadratic contIoI ргоышш is considtred for орtiшаl heating of periodic structure 
materials. It is sho\vn, the ргоЫеm сап Ье Ieduced (о а distributed parameter RICCATI equation in 
\vhich the coefficients have fast osci1lations. The method proposed fO!" the analysis of this equation 
is based оп tl1c tесhпiс оГ asymptotic averaging. 

Широкое внедрение в различных областях науки и техники слоистых мате­

риалов определяет актуальность анализа и оптимизации процессов нагрева 

материалов со случайной или периодической СТРУКТУРОЙ. В дифференnиаJIЬНЫХ 

уравнеН'IШХ описывающих таюке пропессы, как правило, присутствуют коэф­

фициенты быстроосцплирующие по пространственным координатам, характе­

ризующиеС5! теплофизические свойства материалов. 

Задача граничного управления теПЛОВЬL'vf полеl\l в неоднородН'ом стержне 

имеет вид 

дО - ( ~ и, х) = АхО t, х), 
о, 

хЕ[О, 1], (Е[О, Т], (1) 

д8 д8 
~(l, t) = /3(8(1, t)-u(t»), ~(O, () = О, 
иХ иХ 

(2) 

8(х, О) = 80 (х), (3) 
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где 80 (х) - заданное начальное состояние, 

-() а( (9) 
AXI7 = ах Цх) ах 

- дифференциа.11ЬНЫЙ оператор второго порядка. 

Функция Цх/в) - В общем случае кусочно-гладкая, l-периодичеСIШЯ по х 

функция \ixE[O,I] Цх/в) >- О, и - граничное управление, соответствующее 

температуре окружающей среды при конвективном нагреве. 

Ниже будет отыскиваться управление обеспечивающее :минимум следую­

щего функционала: 

I(u) = i [G1(r)U2(t)dt+ ! (G2(X, ()82 (х, ()+ 

( 
а8(х, t) )2)] J1 

+Gз(х, {) ах dx dt+ о G4 (x) 8 (Т, х) dx, (4) 

где G; (i= 1,4) - положительно-определенные весовые функции. Нетрудно 

показать [1], что оптима.iIьное управление системы (1-3) определяется следу­
ЮЩITh1 равенством: 

ио = - 2~:C~) ! К(1, (, s) 8(s, t) ds, 

где },О=},(О) функция, К(х, t, s) является решением распределенного уравне­
ния Риккати 

дК - ( - ( 7it(X, s, () = -АХК х, s, t)-АsК х, s, ()-

- 2~:C~) K(l,t,s)K(x, 1,t)+F(x,s,t), 

где 

F(x, s, () = -2G2 (s, t)д(х-s)+2Gз (s, t)b"(x-s) (5) 

с краевыми условиями 

к(х, Т, s) = -2G4 (s)b(x-s) 

Р. (1 }'oPi) К(1 ) _ ако, [, s) = _ 2Gз (l, t) P;l) (1 -s) 
, + 2G

1
(t) ,t, s ах }'о (6) 

ак ак 
7jS(x, (, О) = ах (О, s, () = О, 

а 
PiK(X, t, l)-ТsK(x, 1, () = О. 
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Наличие быстроосцилирующего коэффициента делает практически не­

возможным прямой счет таких систем т. к. накладывает жесткие ограничения 

на шаг дискретизации по координате, увеличивая время счета и приводя к на­

коплению ошибок округлен:ия. В этом случае удобно переходить к усредн:ен­

ным уравнениям, коэффициенты которых постоянны, а их решения близки 

к решениям исходных уравнеН:ИЙ. 

Асимптотическое разложение для коэффициента оптимального регулятора 

будем искать в виде: 

"" 
К(х, s, t,~, у) = Z ;/Ki(s, (, x,~, у), у = s/B, ~ = х/в (7) 

i=O 

Ki(x, t, s,~, у) = Ki~(X, t, S, ~)+К(x, s, t, у), 

где K i - функции l-периодические по ~ II у. 

Подставим разложение (6) в уравнение (4) и приравняем коэффициенты при 
.г- 2, 8-\ вО. 

(8) 

(9) 

о & ( оКо) & ( оК{') о (' ( ) ОК!) в тs ;.су) тs +Тs ).(у) ту +ау- л У тs + 

+ 2~~~) КоО, s, t, ~,y)Ko(x, 1, t, ~, у)+Р(х, s, t) = О. (10) 

Интегрируя равенство (8) по у от О до 1 и учитывая периодичность функций 
).(у), К;{ получаем: 

& ( oK~) o~ Ц~) аг = о. 
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'оц 
Откуда следует, что )Д) o~ не зависит от ~ т. е. 

o~J = С(х, s, ()/Ц~), (Ц~) >- о). 

Интегрируя последнее равенство по ~ от О до 1 и учитывая периодичность K~ 
по ~ имеем 

[ 

1 ds ]-1 
О = ! Цs) С(х, s, () 

следовательно С(х, s, ()=о и функция KJ не зависит от ~. Меняя в приведен­
ном рассуждении ~ и у получим, что к;; не зависит от у. Таким образом функ­

ция КО не зависит от ~ и у т. е. 

ко = Ко(х, s, (). (11) 

С учетом (11) равенство (9) перепишется в виде: 

о [ (оКо ок;)] д [ (оКо ок!)] 7i[ ЦО ОХ +-щ- +ау ).(у) д'Q+a:y = О. 

Как и в равенстве (8) легко показать, что каждое слагаемое здесь равно нулю. 

о [.(_)(ОКо ок;)] О 
o~ /. с; ох +---az- = , 

откуда нетрудно получить, что 

где 

оК; = [Р -1] дКо дК! = [Р -1] ОКо 
~ с ~' ~ 1 &' 

(12) 

[ 

1 d ]-1 
Ps = 2/).(s), J: = ! ц;) 

1 1 

К равенству (10) применим оператор J J [.] d~ dy и учитывая периодичность 
о о 

по ~ и у функций K1 , К2 получим уравнение 

ОКо 1 1 [ О ( ок;) о ( оКо) о ( dKl) 
fj'f+ !! ох ).(~) o~ + ох Ц~) дх +Тs л(у)+ау + 

+ ts (Цу) д~o )] ц ау+ 2~:C~) Ко (1, s, t)Ko(x, 1, ()+ F(x, s, t) = О. (13) 
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Данное уравв:ев:ие является следствием уравнения (10) и представляет собой 
необходимое условие разрешимости (10) в классе l-периодических функций. 
В [2,3] показана и достаточность условия (13). 

Учитывая (12) перепишем (13) в виде 

ОКО ~ [ 02 Ко <'52 Ко ] ).~PT 
Тt+A ~+Тx2 + 2G~t) Ко(1, s, t)Ko(x, 1, t)+F(x, s, t) = О. (14) 

Уравнение (14) назьmается усредненным, Л - эффективным коэффициентом. 
В соответствии (1.) записьmаются краевые условия для Ко(х, s, t) 

оКо ОК 
Тs(x, О, t) = ох (О, s, t) = О 

( оКо 
f3iKo х, 1, t)-Тs(x, 1, () = О 

fI. (1 }'оР; )K(l )_ око, s, t) = _ 2Gз (1, t)f3i<'5(1-S) 
1', + 2G

1 
(1) , s, t ох ЛО 

К(х, Т, s) = -2G4 (s)д(х-s). 

Предложенная методика распространяется на стохастический случай. 

Приведенные а.п:горитмы реализованы микропроцессорной системой управ­

ления формования композипионных материалов. 
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