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Summary

This paper deals with the calculation of contour-velocity distribution of an open partial
spiral case. The changes of height are taken into account with the application of appropriate
source distribution. For the calculation of the induced velocity field of source distribution special
finite elements are used.

Einleitung

Die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes einer offenen Spirale
(Halbspirale) ist auch dann ein aullerordentlich schwieriges Problem wenn die
Voraussetzung idealer Fliissigkeit angenommen wird. Zum Entwurf einer
solchen Spirale konnen aber wichtige Informationen auch schon von
wesentlich einfacheren Modellen gewonnen werden. Ein solches Modell kann
die ebene Stromung in der zur Achse des zentralen Kegels senkrecht liegenden
Ebene sein. Bei einem solchen mathematischen Modell muB allerdings der
Hohenkoordinaten entsprechend mit einer quellenbehafteten Stréomung
gerechnet werden.

Die vorgelegte Arbeit beschiftigt sich mit der Berechnung des Geschwin-
digkeitsfeldes dieses ebenen Modells. Zur Erleichterung der Berechnung der
Quelleninduktion werden speziell zu diesem Problemenkreis definierte finite
Elemente angewendet.
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1. Formulierung der Aufgabe

Die Aufgabe ist die Verteilung der Konturgeschwindigkeiten im ebenen
Modell eines offenen Spiralgehduses zu bestimmen.

Das mehrfach zusammenhingende Gebiet G ist von einer, streckenweise
stetigen Randkurve K begrenzt (siche Abb. 1).

K={10,11,12,...,l"}

Um ein einfach zusammenhidngendes Gebiet zu erhalten, soll das Gebiet G auf
iibliche Weise aufgespaltet werden.

Abb. 1

Es sei die auf den Rand senkrechte Geschwindigkeitskomponente mit g, die
tangentielle Komponente mit y bezeichnet. Es wird die Verteilung y(zx) gesucht
(zg € K), unter folgenden Annahmen: Wenn die Geschwindigkeit mit c(g, )
bezeichnet wird, dann ist

Vxe=0 (1.1
und
Ve= f*(z) (1.2)

(ze GUK), es ist weiter auf der Kurve K,
K1={ll,12,l4,. . "Iﬂ}

4(zg1)=0 (zx1€ K}) (1.3)
bzw.

Q(Zxo)=co (zxo € lo) } (1.4)

q(zg3)=c3, (zxs €ls)
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gegeben und bekannt und
Wzko)=0 (1.5)

und fir das einfach zusammenhingende Gebiet — wo G fiir diesen Zweck
aufgeschlitzt wurde — ist

i Negdsg=0 (1.6)

wobei dsy die Bogenldnge fiir ein beliebiges Bogenelement der Kurve K
bezeichnet.

2. Die Integralgleichung die die Losung gibt

Fiir die Untersuchung wird die Stromung im offenen Spiralgehduse mit
einer ebenen Quellstrdmung modelliert. Die Quellen-Verteilung ergibt sich aus
der verdnderlichen Schichtdicke des Gehduses. Wenn in der Strdmungsebene
die Geschwindigkeitskomponenten mit ¢,, bzw. ¢, bezeichnet werden —
entsprechend den Polarkoordinaten r, ¢ — ist die Quellenintensitét

d €, 0
Ve(z)= — [c,gln 4z+ - _6_(5111 Az] 2.1
wo Az die Schichtdicke im Punkt z(z € G + K) bezeichnet.

Entsprechend der Annahme (1.1) ist

Vxe=0

im ganzen, geschlossenen Stromungsgebiet G+ K. Das bedeutet aber, daB es
ein skalarares Potential y(z) existiert, mit welchem die Geschwindigkeit in der
Form

c=Vy (2.2)

aufgeschrieben werden kann. Entsprechend der Annahme (1.2) ist die
Quellenintensitét

Ve=V2y=f*()
Das Problem fiihrt also zu einer elliptischen Randwertaufgabe. Man
sucht ihre Losung unter den Annahmen (1.2),...,(1.6). Die allgemeine
Losung des Problems vom obigen Typ gibt die Greensche Integralformel an.

Sie dient zur Bestimmung des Potentialfeldes y. Nach ihrer Ableitung nach
dem Ortsvektor gelingt man zu einer Integralgleichung, die das Konjugierte
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der Geschwindigkeit durch komplexen Funktionen unmittelbar angibt.
Demnach kann das Konjugierte der Geschwindigkeit &(z,) in inneren Punkten
des Gebiets G mit der Formel

1 # é(zg) e+ 1 [ Ve(z)

Azg)= 7— —
( O) ZK—ZO K 27! Zo""'z
G

5 dA(z) (2.3)

K
bestimmt werden. Im Fall ohne Quellen ist ¥e¢=0 und es ergibt sich die
wohlbekannte Cauchysche Integralformel, die fiir die Bestimmung von
holomorphen Funktionen dient:

&(zo) L § ézy) dzg.

T 2mi ] zg—zg
K
Die Formel (2.3) gilt fiir die inneren Punkte des Gebiets G. Falls der Punkt z,,
den Rand K iiber allen Grenzen annéhert (z,— zg, € K), so wird die Formel
(2.3) durch folgende ersetzt

C
e, 1 fﬁ dzg) , 1 [ Vel
C(ZKO)— 2 + 27” ZK_ZKO d“K+ 27t ZKO—_Z dA(Z)
K G

Im Linienintegral auf der rechten Seite soll der Cauchysche-Hauptwert

ausgerechnet werden. (Der Buchstabe C iber dem Integralzeichen weist darauf

hin.). Dieser Zusammenhang, zunédchst noch ohne die Einzelheiten, enthélt

schon die allgemeine Form der Integralgleichung, auf der die Ldsung beruht:
C

_ ko | 1§ k)

I
— d —
2 27” ZK“'ZKO ZK+ 27t J-ZKO_
K G

Vc(z)z dA(z)=0 2.4)

In den beiden ersten Glieder auf der linken Seite kommen die Randwerte des
Konjugierten der Geschwindigkeit vor.

Es ist zweckmiBig die Geschwindigkeitskomponenten g, bzw. y — die
auch in den Annahmen (1.3, 1.6) auftreten — zu verwenden. Nach einfacher
Umformung erhilt man die Integralgleichung

c

_ ¥zgo) —iq(zko) i gl¥zxo) §;Q(Zx)+i)’(zx) \dz

2 27t ZKO - ZK K| +
K
i3(zxo) vV
+ 2 J “®_142)=0 2.5)
27[ ZKO - Z

G
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3. Der quellenfreie Fall, zweckmiiBige Form
der Integralgleichung

Fiir die quellenfreie Stromung 14Bt sich Gl. (2.5) vereinfachen. Dann ist

niamlichk
C

—Y(zgo)+iq(zge) = €°F) § q(zg)+ iy(zg)
+
2 2r

ldzg|=0

Zgo — 2k
K

Man spalte diese Gleichung auf den realen und imaginéren Teil auf. Der

reale Teil ist
c
Y (zko) [ — gi8(zx0) § iy(zg)
A7K0/ 4 R —
2 + e 27! ZKO_ZKIdZKI

[ ,i3(zk0)
=Re|? if:r 9x) |de|:|

| 2n Zgo— 2k
K

oder

¥4
'Y_(_zx_(ﬁ + §K1(2x,zxo))’(2x)|dzx|=
K
c

- § K, (zk, zxo)a(zk)dzk| (3.1)

Der imaginire Teil ist

c
__eis(zxo) i.},(z )
I K =
mI: 2n §2K0—-ledle]
K

- 4(zko) —Im I:—eis(zm)§ q(zg) idle]
K

2 2n Zgo—2

K

oder
C

§ K(zg, zgol(zx)dzg | = q(ZZKO) + §K 1(zx> zgo)a(zx)|dzk| (3.2)

K K
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Die Kernfunktionen K, und K, der Integralgleichungen (3.1) und (3.2) sind in
der Literatur [1] zu finden. Dementsprechend ist K, stetig und K, hat im
Punkt zg, =z, einen Pol.

Die GI. (3.1) ist also eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art mit
stetigem Kern, die GI. (3.2) die von erster Art mit singuldrem Kern.

Im weiteren braucht man nur die Gl (3.1).
Es ist

_1_ (xgo—Xg) 8in Hzgo) — (Vko— Vi) €08 Hz ko)

K —
1(Zx> Zko) 2n (xko—xx)* + (ko — yx)*

und
(Xgo—Xg) €08 Hzgo)+ (Yko— Vi) I I(z ko)
(xko—xx)* + (Vko— ¥x)*

-1
Kz, zgo)= Er

4. Das quellenbehaftete Feld

Das Flachenintegral in Gl. (2.5) wird diskutiert. Aus den Gleichungen
(2.5) und (3.1) folgt

)z
_.2@ + §K1(z,<, zxoh(zeldzgl= — §K 2(2x: Zxolg(zx)ldzkl +
X K
i8(zxo) V
R {e J @ A(z)}. (@.1)
2n Zgo—2Z
G
Der Ausdruck
i8(z ko)
F*=Re {e j 7D 442
2n Zgo—2
G

sei untersucht. Entsprechend (1.2) ist Ve(z)= f*(z) reell. Dieses beachtend
ist

F*=— £K2(Zx, zgo) f*(2)d A(z)
und so gilt fiir das quellenbehaftete Problem die Integralgleichung

K20 4 QK (oo zeohtenlldenl =
K

c
= ‘£ K, (zg, zgo) * q(zi)|dzg | — (J; K,(z, zgo) f*(2)d A(2)
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Das Problem in Zusammenhang mit dem Flichenintegral wird mit einem
speziellen finiten Element gelost. Der Grundgedanke der Methode ist
folgendes: Das Gebiet G wird auf solche Teilgebiete G; aufgeteilt, die drei
Bedingungen erfiillen.

1. Das Argument des Integrals ist im G; holomorph und so existiert ihre
Stammfunktion.

2. Die Stammfunktion sei — durch annehmbare Ndherungen — in
geschlossener Form angegeben.

3. Die Stammfunktion sei — durch annehmbare Nidherungen — als
lineare Kombination der Randwerte von y angegeben.

4.1. Finite Elemente fiir die Rechnung des Quellenfeldes

Gehen wir zum Beispiel vom mit den Eckpunkten A, B, C, D definierten
Fliachenelement aus. Es ist mit den geraden radialen Strecken CA4 und DB, mit
der Spirale AB und dem Bogen CD berandet. Der Bogen CD ist die Schnittlinie

Abb. 2

des zentralen Kegels und der Schraubenfldche des Bodens. Untersuchen wir
dieses Gebiet G; mit Hilfe der Abb. 2.

Das Argument des Flichenintegrals ist f*(z)/(zx, —z) und wenn f*(z) im
geschlossenen Gebiet G; holomorph ist, ferner zx, auBerhalb G; liegt, dann ist
das Argument des Integrals holomorph. Daraus folgt unmittelbar, daB der

Wert -
Jf @ dz=9,— P,

ZKO_Z
L

der Differenz der Endpunkt-Werte der Stammfunktion @ gleich ist.
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Das vorgeschlagene finite Element sei im Weiteren mit den geraden

Strecken AB, BD, DC und CA berandet. Dieses Element, als Nédherung von G;
ist desto besser je kleiner der Winkel 4¢.

Der Definitionsbereich von z, sei die Gerade CA, der von z, die Gerade
DB. Mit diesen Definitionen ist

22=a1 +a2e—i¢Azl (4.2)

wo a, und a, komplex sind und
_ |25l —lzpl ion
2zl =zl
bzw.
a;=|zple'*®—a,|zc|

Jetzt ist das Flichenintegral

jf* D ia@)- [ J f*( ~ cos e|dl||dz,|
Ko
Gi zZc 1

Mit der Einfithrung der Bezeichnung

1(2)= f*() cos ()’ ¥ T ~24) 4.3)
kommt man auf die Form .
J "D 44z)= f J D e,
Zgo—Z Zgo—2Z
Gi Zc Z1

Wir beschiftigen uns noch im Folgenden mit der Verteilung f*(z). Da
(siehe S.53)

f*z)=— [ ,aa Indz+ -2 66 In Az} 4.4)

gehort zu 4z =konst offensichtlich f(z) =0. Aus der Abb. 1 ist ersichtlich, daB
beziiglich f(z) zwei charakteristische Gebiete zu unterscheiden sind. Das
Gebiet T, befindet sich iiber der Schraubenfliche — die zwischen der Spirale
und dem zentralen Kegel liegt —, das Gebiet T, befindet sich iiber dem
zentralen Kegel. Im ersten ist

0
'é":ln Az=0




KONTURGESCHWINDIGKEITEN EINER KAPLANTURBINE 59

im zweiten ist

5% In 4z=0
also im T,
e =— 2 Linaz (4.5)
r dp
und im T,
f*z),= ~—c,éa; In 4z (4.6)

Bei beiden ist aber die QuellengroBe die Funktion der gesuchten Geschwindig-
keitsverteilung. Wegen der Komplexitit des Problems kann eine Iterationsme-
thode (Prediktor-Korrektor) vorgeschlagen werden. Fiir die Giite der
Methode hat die Anwendbarkeit des — bei der Berechnung des Flacheninte-
grals verwendeten — finiten Elementes eine ausgezeichnete Wichtigkeit. Wir
versuchen die Funktion f(z) iber dem finiten Element zweckméBig, durch
Interpolationsformel, herzustellen. Von diesem Gesichtspunkt werden wir die
zum T;, bzw. zum T, gehorenden finiten Elemente separat behandeln.

4.2. Die finiten Elemente T, und T,.
Interpolationsformel

1. Im finiten Element bezeichnen wir die f(z) Werte in den Punkten A, B,
C,D,Emitf,, fg,..., fg. Die im ersten Schritt verwendete Interpolationsfor-
mel (Prediktor-Gleichung) und das Interpolationspolynom (Korrektor-
Gleichung), welches in den weiteren Schritten verwendet wird sind nicht gleich.
Der Unterschied ergibt sich aus der Lage des Punktes E (s. Abb. 3). Bei der
ersten Schitzung liegt der Punkt E auf der Kurve /5 (s. Abb. 1), und wenn
ndherungsweise berechnete Geschwindigkeiten bereits zur Verfiigung stehen,
stellen wir E-in den Halbierungspunkt der geraden Strecke AC. Dementspre-
chend gibt es je eine Prediktor- und eine Korrektor-Interpolationsformel. Die
Formel ist:

1 1
f=Ag+A,|z,—z,|+A <-——-———)+
R A AR

+(A3+A4 'Z'I‘z"‘lz” )m @.7)
A
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Ed
Korrektor

[

E
Prediktor

Abb. 3

wo |z,;| =r. Das Verdnderliche ( ist entlang der, durch den aktuellen Punkt
laufenden und zum Radius unter der Neigung von —(m/2+¢) stehenden
Geraden zu verstehen (s. Abb. 2). Es kann bewiesen werden, daB mit den

Definitionen
f (an fBa fCa fDa fE)
und
A (AO’ A19 A29 A3a A4)
A=® f 4.8)
ist.
Beim Prediktor-Schritt ist
Ao=¢o,4 fA
und Do =1, Dop=Poc=Pop=Por=0
A; =0,
also ¢1A=¢1B=¢1C=¢ID=¢15=0
A2=¢’2A fA‘HDZE fE
124] |zl
wo Py = ——
24 |zgl — [z4]
¢2£= “'pu '

Pyp=Pyc=P2p=0
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Az= (pSA fA + ‘psa fB

=1
M- |zp— 2.4l
Pyp=—P34
Dyc=P3p=P3,=0
A,=0,
also Py =Pup=Pyc=Pap=Psr=0

Bei den Korrektor-Schritten ist

Ao=Po4 f4
Do =1, Pop=Poc=Pop=Por=0

A=D1, [4+Pic fe+Pie f&
wo mit den Bezeichnungen

24l = I2c] wd gy al=lzd

| = =
[z4llzcl 124~ 2c] [z4l1zgl |24 2E]

1 A z4—zc]
&, = —1— 1 A" Zcl
4 1z4—2cl [ Ai—4, ('ZA-ZEI 1)},

1 Ay
P1c= lz4—2cl [1 B ll“lzi] ’

lz4—zgl 41— 4,

PD1p=9,p=0;
Ay=@y, f4+Poc fc+Pae f&

B S S
A=Ay Uza—zgl  z4—2(l

_ 1 1

B Ay—2; |z4—zcl

1 -1

- Ay—4; |z,—2zg]

¢11'.'

Pac

P2k

@yp=P,,=0;

61
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Ay=P;, fA‘*‘d)slB I8

wo D,

|z — 2]
Pip=—Pyy; Pyc=P3p=P3=0;
zuletzt  A,=Pu, 1+ Pup fy+Puc fc+Pup I

z
wo Py = — _l ”'_ -
lza—zcllzp— 2z 4]
‘p45="‘p4,4
— |z 4}
Pyc= -
lz4—zcllzp—2zc]
‘pw:"‘pw
®y=0

Die Elemente der Matrix ® der Gl. (4.8) kdnnen also vorher berechnet werden
und die Koeffizienten der Interpolationsformel hdngen deshalb nur von den
Komponenten des Vektors f ab. In der Prediktor-Formel treten nur zu den
Punkten A, B, E gehorende f-Werte auf. A und B liegen auf der Spirale, also am
Rand und E liegt auf der Kurve [; (s. Abb. 1) also auch am Rand. Wenn man die
Prediktor-Formel verwendet bedeutet dies aber, daB die Losung des
quellenbehafteten Falls zu einer Integralgleichung selben Typs, als der des
quellenfreien Falls fithrt. Der Kern der Integralgleichung ist jedoch in beiden
Fillen unterschiedlich.

2. Was die Bezeichnungen betrifft, gehen wir bei dem finiten Element T,
auch aus der Abb. 3 aus. Jetzt werden aber die Punkte E und D nicht gebraucht.

Die Interpolationsformel sei jetzt sowohl im Prediktor, als auch im
Korrektor-Fall

1 1
f=A,+A +A [——-———-—] 49
0 IIC‘ 2 |le lZAl ( )
wo Ao=Po4 f4, Py,=1, Pop=Poc=0
A=®,, f4+Pip f3
o —1
4 |z4—2zpl

¢1B=_¢1A, ¢1C=0
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und Ay=®,,4 [4+Pyc fc
[z4llzcl

@, = allZcl

e M7 [zel =24l

¢2c= —4’2,4, d’za=0

die Gl. (4.8) gilt also auch jetzt.

Die Prediktor- und die Korrektor-Formel unterscheiden sich jetzt nur im
Folgenden. Im Prediktor-Fall ist die Geschwindigkeitskomponente in der Gl.
(4.6) fiir die einzelnen Komponenten von f — bei einem Volumenstrom Q
durch das Spiralgehduse —

bei f,
P
"7 2nz,| Az,
bei fp
_ Y
€= 2 z,] Az,
im Punkt C
_ Q
Cre= 271 |zc| Az
und in D

Q

TS Iz, 4z,

Im Fall des Korrektors werden die Ergebnisse des vorigen Schrittes fiir
die Berechnung der Geschwindigkeiten verwendet.

3. Ausgangspunkt fiir das Element T; ist Abb. 1. Laut Abbildung ist das
element T; ein Rechteck in der Einlaufstrecke des Spiralgehduses das mit
seinen Eckpunkten A4, B, C, D an den Linien /; und [, ruht.

Im Gebiet T; (s. Abb. 1) ist

0 0
Ve(z)=— I:C"b;m Az+cy5};ln Az]

wo wegen
0
3 In Az

0 In Az= f*(2),

Ve(z)= —c, ™
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Damit ist das Integral F fiir das Element T, mit den Bezeichnungen der Abb. 4.:

F= f\z3dA()_ff f(z)3dCd1—
"‘Hco 4 dzy

und g(z)=c,
bzw =1 —?— In A4z
' X=15x 4

wenn die Niaherung

0 ¢ .
— —InA4z=0 angenommen wird.
dy 0x
C D
T
2 z; 8
A B
Abb. 4

Da die Eckpunkte des Elements T; an den Linien /,, bzw. [, liegen,
braucht man nicht extra Prediktor- und Korrektor-Formel zu wiahlen. Das
obige Integral — welches auf der entsprechenden Interpolationsformel beruht
und in geschlossener Form aufgeschrieben werden kann — 148t sich

unmittelbar in die Gl. 4.1 einsetzen.
Die Interpolationsformel sei

g2)=Ao+ A, 1z, — 241+ Az |z, — 2,417 +
EfR A
+<A3+A4 Zl ZA 4]

IC—A‘
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Anstatt der Gl. 4.8 gilt jetzt die Gl
A=®dyg

wo @ sich von jenem in Gl. 4.8 nur in der ersten Kolonne unterscheidet:

d)0,0a ®1.0’ (pz.os ¢3‘Oa d§4,0
und der Vektor g hat die Form:

9(1,94.98.9c, 9p) -

So gelten jetzt folgende Zusammenhénge:

Ag=g4
d. h.
¢o,o=¢o.3=‘po,c=‘po,o=0
und
Dy 4=1
Fiir die Schluckfihigkeit gilt die Gleichung
zc zc lzc—z.4)
Q
Z;;z cxdzy= | gdz;= glig=0dllzi—2,
ZA ZaA o]
d. h.
0 |zc— 2417 lzc—2z,4)°
EZA()'ZC—ZA,-{_AI C2A +A2 ¢ 3A
A=D1 0+P; 494+ P1.cYc
wobei
60
b, =
1o AZAIZC—ZAIZ
_ — 4 _ -2
A lze—2z4l” her |zc—z4]
und @,,3=%1,p=0
Ay=®, 5+ P, 494+P2cdc
d. h.
‘pz,B:‘pz.D:O
und
—60
D,

AZAIZC'—ZAP

5 P.P.M. 29/1—3

65
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3
[i]] =@ I e
2,A 2.C IZA__ZCIZ
As=P3 494+ 9P 598
d.h.
‘p3,0=‘p3.c=d’3.n=0
und
-1
®. =
34 |zp—2z4l
¢3.B=““p3.4
A=, 4gu+Ps g+ Psc9ct+Psnp
d.h
®4,0=0
1
[¢)) =d¢ =
AT TP zp—2z,]
und

Dy 5=Ps.c= — @4 4
Die Matrix ® indert sich jetzt wihrend der Iteration nicht und hat die
Form:

0 1 0 0
P00 P1a 0 P
b= P10 Poa 0 ®,.c
0 &3, P35 O
0 P44 Pas Pac Pap |

o o o ©

4.3 Die durch das finite Element induzierte Geschwindigkeit

Das Interpolationspolynom im Gebiet T; ist

1 1 —
f=fut Ay lza—2,| + 4, (—— - ———) ¥ (A3+A4 124 z“) 1
lze] 1zl EA
Die ersten drei Glieder auf der rechten Seite hingen von { nicht ab, sind bei
festem z, konstant:

1 1
Ki=fi+Alz,—2:1 + 4, (l_z——l - ‘l‘z—l>
1 A
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Das zweite Integral in Gl. (4.1) ist
ES
7 &zx0) = f 70 44
A ZKo“‘Z

Der feste Punkt sei jetzt {,=zg,, dann handelt es sich nur um das Integral

J'f*()dA(‘)

to
G

Mit den obigen Bezeichnungen ist fiir T,

A 2

LY O
QO_—Z CO_Z
G zc 21
i K1+<A3+A4' — '>| |
=J j 124 dl dz,
{o—z

Zc )

Zunichst betrachten wir das innere Integral. Mit den Bezeichnungen der Abb.
2 und mit

K,= (A3+A4M> (ile+ 3 o)

[z,4]

da {=z—2z, ist

f K, +K2§dC J K1+K z— 21)

Z2

dz ¢ z
=(K.—K = 4K -
( 1 ZZI)J‘ C() z Zf Co zdz

zy

{o—
{o—2;

=(K;—K In
( 1 Zzl) C *Zz

«{-K2 (zl —2z,+o lnc zl)

5*
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Der erhaltene Ausdruck ist schon das Argument des duBeren Integrals, fiir das
i-te finite Element ist also

ZA

- {o—24
F;= J‘ [(K Kzzl)ln———————g @) +

zZc

=l
+K, |z, —25(2.)+ (o In dz, =
2(1 2(21)+ G Co—2,(z0) 1
= "; [(C‘*@OJ" Ca0P2j+Cs1 Py j+Coy(P3,;+ D, )P o+

F(Ca2®Py,j+Cs2P4, j+(Cgo+Cy3) (D3, + Dy N Wy -
_(C8+C4) C9¢4.j q’z+ C44¢2,j q’3+

1
+ (qﬁ&j* [‘Z:T &5+ !ZAI¢1.j+C0C60(¢3.j+®4.1’)> (Po—¥s)+

F+(C30®Py,j+ Co(P3,j+ Py, )+ {0Co Py, ;) (¥ —¥e)+
b E 0
+ C31¢2.j(¥’8— q’g)‘*‘ C9@4‘jq’10:l * ei(t,‘}' 2 207.44) COS 815; 11'1 AZ ‘ ij Py
j
wo j=A,B,C,D, E
Fiir das Typ T, giiltige Ausdriicke sind nach einfacher Umformung dei
Vorigen zu bekommen. Folgende Substitutionen fithren zum Ergebnis:

(pl.j=¢4.j=0.

und an die Stelle von @, ; soll @, ; geschrieben werden. Dies versteht man
gleich, wenn man die Interpolationsformeln (4.7) und (4.9) vergleicht.
Beim Element T ist

a 1 0
0x; T r. 0o,
und
] Cxj=Coj
bzw. bei T, ist
o 0
dx; or;
und
Cxj=Crj
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Mit kompakter Bezeichnung ist

Fi=—ZJ:KT.ij,j

Die Koeffizienten und Funktionen der Gl. fiir F; sind folgende

: Cs
Ca=lna,—igp,, Cao=—"7> Car=1241C4
EN
C42=e‘i‘“ C,, C43=ei((u+ec)/2+1r/2—¢,a) o

C44=ei% Ca, C30=e"i“’ C3;=1/Cy

Cgo=e'Catech2rniz=oa Ce1=Ceola; +{oCs)
C .
C62=£, Cs=({o—a;)ae”'**)
Z4
—iQa 1
Cg=1—a,e , Cs0=Cs0" Cs: C9=‘Z“C60
A
'PO=ZC—ZA
72— 72
po—4 °C
! 2
3.3
z5—2
p = A%
2 3
z
Y.=—In4
3 Zc

Y=z~ o) In({o—2z4)—(2c— o) In ({o—2¢)
Y;=(z4—Cs)In(Cs—2z4)~(z2c—~Cs)In (Cs—2z¢)

ze—{3

2

222
VY= Az ‘ In({o—z4)—

In ({o—zc)+

1 1
+ 5 lolec—20)+ 5 (@—23)

22—C?
.II7= Az Sln(Cs'-ZA)_

2¢—C3

2

In(Cs—zc)+

1 1
+ 5 Cs(zc—z4)+ Z(zé-zi)




70 0. FOzZy

[In loln(—z,)—

R S RS I
—Z4 0
[ 2 + ,-,Zl z’j,nz]
wenn
K 27 z z
In{yIn(—zc)— ‘—"} A<, £l<1
[ oln(=ze)= 2w || | g, 7,
Inz(_zc) & 0 o o
[: 3 -+ ,,Zl z’(':nz Z <1, ;(: <1
K 2 7]
InCsln(—z,)— Y =%
¥ n=1 sh | _
0=
In*(-z,) X Ci
[ 2 + ngl z’j,nz
wenn
Xz Z4 c
[lnCSIH("“Zc)‘—’ nzl anz] E‘; <], CS <1
B lnz(-zc) K Cg C5 C5
[“‘—‘*-‘-*2 +";1 z'/“nz ;:<1, —Z‘:<1
1
'Pw:?{(zi—zg)ln(Co—ZA)—(Zg_Cg)ln(Co_zc)"
—(z3—C)In(Cs—2,)— (22— CHIn(C5—z¢)—
2.2 3.3
3 ZA—ZC ZA“'ZC ZA"“'ZC
- + + +
C°[ Lt T m }
2.2 3.3
3l Za—2c  Za—zZc  Zi—Z¢
+C5[ T B e ]}

wo allerdings zu beachten ist, daB bei den mehrwertigen Funktionen Werte
von der selben Riemannschen Fliche zu entnehmen sind.
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Die Interpolationsformel fiir das Element T; ist:

g2)=g + Az, — 24|+ Ay)z,— 2,7 +
+ (A3+A4'Z‘_Z">IC|

lzc—2 4]

Mit den Bezeichnungen

Ki=g,+ Az, — 24|+ A5]z,—2,|?
und
|2y~ 24l
Ki=A,+ A, ———£-
2 3 4IZC_zAl
ist

f*(z)S dA(Z)zx i g(Z) dCle=

{o—z J {o—z
T3

Wie es gezeigt wurde, ist

K, +K,{

{o—2z 022

lo—2,

zy

In diesem Fall ist jetzt

Z;=2z;+|zp—24|

also
K, +K,{ {o—2zy
e 22 U = (K | — K,z ) In
{o—z & 271) Co—lzg—z4l—2,
71
{o—2 >
+K,| —|zg—z ]+ oln
2( 122~ 24 o lo—lzp—z4l—2,
Damit ist

zZc
{o—z
= K,~K,z,)n +
Ts .[[( ! 271) {o—lzp—2z4—2,

ZAa

+K2(~IZB_ZAI+COIH fo=7y )]dzl

F
X

lo—lzg—z4l—24

d{=(K,—K,z,)In go—zl +K, (zl-~zz+Co In Co~21>.

n
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Mit der Einfithrung von
lzg—2,]

Cyi=—Aslzg—z,|—idyz,

3

lzc—2,4

|zc—z,4]
_ . 2 . ZACO
C23—gA+lAle‘—A22A+A3C0+IA4
lzc—2z,]
C24=—'iA1+2A22A—‘A3"‘iA4 ZA —IA4 é'o
[Ze— 24 |ze— 2,4l

C25= ‘_A2+1A4

|zc—z 4]
bzw.

ist Ci={o—|zp—2z,l
F
; =C ¥o—Co ¥, +Cop3(Vs— ¥V )+ Cou(V,—¥6) + Cos Wy —

lzg—2z4]

3

Wenn die Bezeichnung C¥ verwendet wird, konnen die Funktionen ¥ und ¥,
in die Gleichung eingesetzt werden. Dabei mul mann darauf achten, daB jetzt
C% an Stelle von Cj tritt.

Nach Substitutionen und Umordnung gilt fiir das i-te Element vom
Typ 15:

D
Fi=y 'Zo {[(D2lo+D3)P, ;—DP3 ;j—(Dylo+Ds)Ps ;1¥o +
I=

—Css

Z —
Qo CEPo+ o2 2al g,

+[D®, ;—D, P, ;1¥, +
+[@o ;4D 1D+ D3P, j+(0Ps j+D13loPa ] (¥s— o)+
+[D14®y,;+ Dy sPy, j— D3, j+(Dy6lo— D13)Ps, ;1 (¥7—¥e)+

D
+[~¢2,j~D16¢4.j]q’11}gj=XiK3Tgo+Xi _ZA Kjrjcs;
i<
wo
go=1

Cxa=7Ya> Cxc=—Yc

Cx=7B> Cxp= —Yp
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und

2
Dy =|zp—2z,], D2=§D1
1 2
D3=_'§‘Dl, D4=—‘D2D16
1
D5=D1D13"D3D16, De—_‘_B‘Dx
D11=iZA, D12=_z,24
z
13 llzC—ZA ] D4 !
—1i
D ':22 s D =
15 A 16 IZC_ZAI

Die Funktionen ¥y, ¥,,¥,, ¥4, ¥s, ¥¢, ¥ sind auf Seite 69 zu finden. Jetzt
enthalten aber die Funktionen ¥ 5 und ¥, die Funktion C% statt C - C¥ ist auf
S.72 definiert. Eine neue Funktion ¥,, ist auch eingefiihrt worden:

¥1y= 5 [~ (o 20—~ In (o= 2

—(22—C¥)In(CE~20)+ (25— CH)In (CE~2,)]

Beim Element vom Typ T; ist also

ei3(2xo) n3

D
F*=RC[—‘ 3 Y (XiK3Tgo+Xi Y K3Tjgj) =F}+F}
T = j=4

ny ist die Zahl der Elemente vom Typ T;, und — wie bereits definiert —
go=1
Ja=7Vas gc= —Yc

98=7Vn> 9p= —Vp
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Das letzte Glied der Gl. (4.1) — wobe1 (= zg, eingesetzt wird — unter
Beriicksichtigung aller finiten Elemente (ihre Zahl sei no=n, +n, +n;) ist

[~ ,i%(zx0)
F*=Re|* f Vc(z)z dA(z)=

| 27 Zxo—
G
[ eiS(zxo) i i
=Re| — lim K ric i+
1Tj%xj
: L 27 lo—zxo ([i=1 j=A

n3

n2 C D
+ Z Z K,rjce+ Z Xi(K3T+ Z K3ch,j>}:|(4.10)
i=1 j=A i=1 j=u

Beim Grenziibergang {,— zg, verschwinden diejenige logarithmischen Glieder
der Funktionen ¥,, ¥s, ¥Y¢, ¥+, Y10, ¥1,, bei denen das Argument des
logarithmischen Ausdrucks gleich Null ist. Sonst muB einfach {,=2z4,
eingesetzt werden.

5. Das Iterationsverfahren

Die Geschwindigkeitskomponenten c,; in den Randpunkten — beim
Element T; z. B. im Punkt 4 — sind

Cea=Con=Y4CO8E, (5.1)
im Allgemeinen ist also

Beim Element T,

Cxj=Cyj

Im ersten Schritt des Iterationsverfahrens werden die Prediktor-Formel
verwendet. In diesem Fall fir das Typ T, ist

[ 1 00 0 |
0 00 0
o= | b, 0 0 &, (5.2)
By, B3y 0 0 O
(0 0 00 0 |




KONTURGESCHWINDIGKEITEN EINER KAPLANTURBINE 75

TCr

Epr

Abb. 5

Daraus folgt, daB jetzt in der Gl. (4.10) nur die Punkte A, B und Eg, eine Rolle
spielen. Wie aus Abb. 1 und 5 zu sehen ist, liegen 4 und B aufder Kurve /, und
Ep, liegt auf /5. Hier ist also

ij—_'—'yj COS 8j
Beim Typ T, ist aber

1 0 0
P00 Py

da hier f;, nicht mehr auftritt.
Aus GIl. (4.10) fiir Flemente T, — ihre Anzahl sei n, — ist

el's(zxo) ni

F*=Re[—- I ig:lj:;B'EKT,jcosaj)'j:,

wo j=A, B, E und ® ist mit (5.2) gegeben.
Bei den Elementen T, — ihre Anzahl sei n, — ist

eis(zxo) n2
F*=Re| — — ; Ky,ic,;
27[ i=1 j=A4,B,C T2j%rj
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woj= A, B, Cund @ istin (5.3) erklirt. Die c,; Werte findet man auf der Seite 63.
Die entsprechenden Ausdriicke fiir T; sind auf den Seiten 66 (®), bzw. 73 (F*)
zu finden.

Die Integraigleichung (4.1) fiihrt zur Losung:

MZxo)
_550—4‘ K (2, zo)y(zg)ldzg | —

els(zxo) my
—Re[— 5 {Z Y. Kryjcosgylzg)+

i=1 j=A,B,E

"Ms

D
; KT3jI'yj(ZK)l}j| =

a

—— i K o(zg, zxo)q(zx)dzg |+

i3(zko) 2 n3
+Re[ € {Z AZ Kyrjcy+ .le,-K”go}:l L

Die Losung dieser Gleichung liefert eine y(zg) Verteilung, die als erste
Niherung zu betrachten ist. Diese Ndherung kann durch die Verwendung der
Korrektor-Formeln verbessert werden. Dazu braucht man aber die Geschwin-
digkeitskomponenten ¢, und ¢, in jenen Eckpunkten der finiten Elemente, die
nicht am Rande liegen. Ihre erste Ndherung gewinnt man aus dem Ergebnis der
Losung der Gl. (I).

Die Gl. (2.3) ist (s. S.54):

Ao = 5 0 izt o f 7 pate

ZK—CO

wo {, ¢ K, so gibt es kein besonderes Problem im ersten Integral. Das zweite
Integral wird mit der erklirten Methode behandelt. Es ist also

&lo)=co—ic, = _.{§‘I_(ZK_)*_”_'7’_(ZL)|4C H_J7 (2) dA()
G

2 {o—zx
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bzw. unter Beriicksichtigung der Literaturangabe [1] und nach Substitution
(s. auch 8.75):

1 £ — xg— (g —
c'(co)=——{3&q(zx)+iy(zx)¢° kMo = V) g,

2n (Eo—xk)* + (Mo~ yi)’
K
- Kqi;co8¢e:7;,— iCpim
i< j=;,:B,E T i i=1 j=;B.C T2t

n3 D
- '21 Xi <KT390+ ‘ZAij ‘1’;])} (54)
i= i=

{, gehort bei den Elementen T; zu den Punkten C und E, bei T, zu 4, B, C, bei
T, gibt es keine {, Punkte, da alle Eckpunkte an K liegen. Nach Durchfithrung
der Operationen bekommt man schon

c(Co)=cs+ic,
und daraus kann auch c, und c, berechnet werden (s. Abb. 6}).
€, =CgCOS @+, Sin @ (5.5

»=C¢SIN @ —C, COS @

Abb. 6

Die Gl. (I) wird nun mit einer Gl. (II) — wie folgt — ersetzt. Fir das
Element vom Typ T, ist jetzt

0 0 ]
b4 0 D 0 O

0

0
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In den Punkten 4 und B ist
Cp=7COSE

in den weiteren Punkten verwendet man die Formeln 5.4.

Bei den Elementen vom Typ 7T, und T; dndert sich nichts, (5.3) und (5.4)
sind auch weiterhin giiltig. Mit ihrer Anwendung gibt jetzt die Lésung folgende
Integralgleichung an:

Ko+ O o, 2xotenldenl -
K
ei-9(zxo) N
--Re[—~ 3 {x 1 P ; Ky jcos g;7;(zg)+

"3 D
+ i; Z T31|')’,(Zx }] =
c
=— iKz(ZK, ZxoM(zx)ldzk| +

exS(ZKo) ny n2
+Re|: { Zb Kpyjce; }: Kryjc+
i= 1 j=

i=1 j=4.B.C

X
w

+
i

i

In der Kenntnis der berechneten y(zx) Verteilung und mit der wiederholten
Anwendung von (5.3) und (5.4), bzw. (II) kann die Ndherung verbessert werden.

Ein feineres Elementen-Netz dient zur weiteren Verbesserung der
Niherung.

6. Die Numerische Liosung

Wihrend der numerischen Losung der Aufgabe miissen mehrere
Teilprobleme behandelt werden. Folgende sind die wichtigsten Teilprobleme:
1. Die Herleitung der Gleichung der Randkurve, die Berechnung der
Bogenlidnge, Bestimmung der Rechnungspunkte.
2. Die numerische Berechnung des Integrals, die die Kernfunktion
enthalt.

) X.'Krago}:l I1.
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3. Die numerische Berechnung des uneigentlichen Integrals.
4. Das Flichenintegral.
5. Die Zusammenstellung des numerischen Algorithmus.

6.1. Die Gleichung der Randkurve, Bogenlinge, Rechnungspunkte

Die im 1. Kapitel definierten Randkurven, bzw. Randkurvenstrecken
werden mit Spline-Funktionen angegeben. Das gilt jedoch nicht fiir die beiden
Kurven [, und I;. [, ist eine Gerade, [; ist ein Kreis, sie werden als solche
angegeben. Alle andere Kurven — auch die geschlossenen — werden als
offene Splines angegeben.

Eine Spline-Funktion kann mit einer Anzahl m von Hauptpunkten
definiert werden so daB sie aus m—1 Bo6gen besteht. Jeder Bogen ist ein
kubisches Parabel. Die Bogen schlieBen in den Hauptpunkten bis zur zweiten
Abteilung stetig aneinander.

Die Zahl m wird von zwei Bedingungen beeinfluBt, also wird durch die
Erfiillung beider Bedingungen bestimmt.

Erstens miissen die Hauptpunkte so dicht liegen, daB die so erhaltene
Spline-Funktion eine befriedigende Naherung der tatsichlichen Randkurve
sei. Zweitens miissen die Hauptpunkte so dicht liegen, daB die zu erwartende y
-Verteilung mit einem, durch die Hauptpunkte gezogenen Polynom gut
angendhert sei. Es ist zu erwarten, da wegen beider Bedingungen die
Hauptpunkte bei groBter Kriimmung der Randkurve am dichtesten liegen.

Im Koordinatensystem x—y kann die i-te kubische Parabel mit dem
Parameter ¢ in der Form x;(t)=a;t> +b;t* +c;t +d,

yi(t)=ot> + Bit? + 7, +6; (6.1)

angegeben werden. Das Parameter ¢ bedeutet die dimensionlose Bogenlange
der i-ten Parabel.

Die Koeffizienten werden mit den Koordinaten der Hauptpunkte (x;, y;)
und mit den dortigen ersten Ableitungen (X;, y;) bestimmt. Es sind also

x () =x;2t3 =312 + 1)+ x;, (=282 +3t%) +
+%;(t3 =202+ 1)+ %, (B —1P),
yi)=y,203 =32+ 1)+, (=262 +3)) +
+ 53 =202 4 1)+ Py (B —17) | (6.2)

also y;(t) hat dieselbe Form, wie x;(t).
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Das Kriterium der Stetigkeit der Spline-Funktionen und ihrer ersten
Ableitung in den Hauptpunkten ist automatisch erfullt, da wir in den
Hauptpunkten je ein x;, y;, bzw. x;, y,-Wert definiert haben.

Die Stetigkeit der zweiten Ableitung fahrt zur Bestimmungsgleichung:

X+ 4%+ Xis 2= — 3%+ 3%, (6.3)

und zur analogen Gleichung in der y-Koordinate. Entlang einer offenen Linie,
die mit m Punkten bestimmt ist, kénnen fiir die 2m unbekannten x;, y,-Werte
2(m—2) solche Gleichungen aufgeschrieben werden. Die fehlenden 2x2
Gleichungen werden mit den Randbedingungen in den Endpunkten der
offenen Splines bestimmt.
Die Kriitmmung in den Endpunkten sei Null,
d.h.
X,(t=0)=0, J.{t=0)=0

und
Xm+1(t=1)=0 Vm+(t=1)=0

oder ausfithrlich geschrieben
2%+ X, =—3x,+3x,
Xpoy +2%,=—3x,_,+3x, 6.9
und analog fiir das y. Damit ist das Gleichungssystem vollstandig.

. my+2
T -2

Abb. 7

Die im 1. Kapitel definierten Linien I, und I, werden als eine betrachtet
und um den Schnittpunkt beider Linien (bei der Zunge) stetig abgerundet. Die
Endpunkte sind Hauptpunkte, die mit den Nachbar-Hauptpunkten die
Richtung der /, und /, Linien bestimmen. So kann es erreicht werden, daB3 [,
bzw. I, die Linie /, senkrecht schneidet.

Die Kurven l,, Is,. . . I, sind geschlossene Linien. Es wird also die Spline-
Funktion mit sich selbst iiberdeckt. Wenn auf der Randkurve [,(4<i<n) m,
Hauptpunkte liegen, dann wird diese Kurve mit einer, iiber m,; + 3 Hauptpunk-
te durchlaufende Spline-Funktion angendhert. Dabei sind die Punkte m, +1,
m,+2, m,+ 3 identisch mit den ersten drei Punkten. Nach der Losung des
Gleichungssystems (6.3), (6.4) werden nur die Spline-Strecken 2<i<m,;+1
beibehalten (s. Abb. 7).
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Die Tangenten im Punkt 2 werden als

x2+xmi+2 y2+}.}mi.+2
2 ’ 2

definiert. Die so erhaltene Spline-Funktion ist im Spaltpunkt 2 praktisch stetig,
obwohl sie in der zweiten Ableitung in diesem Punkt die Stetigkeitsbedingung
nicht erfiillt. Das Gleichungssystem (6.3), (6.4) hat eine Tridiagonalmatrix.
Dieser Vorteil wiirde wegfallen, wenn die Erfiillung der exakten Stetigkeitsbe-
dingungen auch im Spaltpunkt erfordert wire.

Es soll nun die Bogenldnge berechnet werden. Die i-te Spline-Strecke wird
mit den Teilpunkten k(1 <k=<2n,+1) in 2n, Stiicken geteilt. Die Teilpunkte
seien so gewdhlt, daB sie die ganze Bogenldnge der i-ten Strecke in gleiche
Langen teilen. Die Teilpunkte liegen also bei den s,-Werten s, =0, s,=t, 53
=2f,...,S5, +1=2mt. Aus den Formeln (6.2) kdnnen die entsprechenden x,, y,
Koordinaten genommen werden. Die Bogenldnge der i-ten Spline-Strecke ist

1
As;= | JXF+yrde. (6.5)
t=0

Hier ist %, y nach der Ableitung der Formeln (6.2) in den Punkten s, (k=1, 2,
..., 2n,— 1) zu bestimmen, die Integration wird dann mit der Simpson-Regel
durchgefiihrt.

Die numerisch ermittelte Naherung der Bogenldnge sei auch mit 4s;
bezeichnet (i=1, 2, .. ., m) nach Umnumerierung der Indizen die bisher von 2
bis m; +1 liefen.

Es ist nun jede offene Spline-Funktion mit m; Hauptpunkten in m; —1
Strecken, jede geschlossene Spline-Funktion in m, Strecken geteilt. Die i-te
Strecke ist mit n; Hilfspunkten auf n,— 1 Bogen geteilt. Der Grund fiir die Wahl
von Hilfspunkten ist folgendes. Die in den Hauptpunkten konzentrierten
Wirbel induzieren ein Geschwindigkeitsfeld, die in der Kernfunktion des
Integrals der Grundgleichung (4.1) enthalten ist. Wenn die, dem Wirbel
gegeniiberliegende Randstrecke nahe am Wirbel lduft, hat die induzierte
Geschwindigkeitsverteilung entlang dieser Strecke ein lokales Maximum und
fallt dann in beiden Richtungen stark ab. Um bei der Integration groBe Fehler
zu vermeiden, wird iiber Hilfspunkte integriert. Die gewiinschte relative
Fehlerschranke von der GroBenordnung vom 1% wird dann erreicht, wenn die
Hilfspunkte nicht weiter voneinander, als 0,25 v liegen. Hier bezeichnet v die
Profilstirke an dieser Stelle. Die Zahl wird also dementsprechend gewéhlt. Auf
den Kurven /; und [/, braucht man gar keine Hilfspunkte aufzunehmen. Der
Hilfspunkt j liegt bei der dimensionlosen Bogenlidnge s (0 <s;<1). Wennsie als
Parameter in die Formeln (6.2) eingesetzt wird, bekommt man die x und y

6 P.P.M. 29/1—3
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Koordinaten dieses Punktes. Die Entfernung dieses Hilfspunkts vom Strecken-
beginn — in Bogenlidnge gemessen — ist

ds; ist aus der Formel (6.5) bekannt (s. Abb. 8.). Wenn die Lange des zwischen

den Hilfspunkten j und j + 1 liegenden Bogens mit As;; bezeichnet wird, gilt die
Gleichung

ni—1

A4s;= Z 4s;
=1

6.2 Numerische Berechnung des Integrals, die die Kernfunktion enthdlt

Im Folgenden betrachten wir die numerische Behandlung des Gliedes

{ = iKl(ZK, ZKO)'Y(ZK) ‘del

der Gl (I) (s. S. 76).

Die Kernfunktion K, (z, o) hat — wie es im Kapitel 3 zu finden ist (s. S.
56) — die Form

1 (xgo—Xg)sin 8(zxo)— (Yxo — yx) cOs 3(z
Kl(zx,zxo)=~'—(xo x) (zko)— (ko —Jx (zxo)

2n (xko—Xx)* + (ko —¥x)*

Hier bezeichnet zg, den festen, zx den laufenden Punkt der Integration. Im 1.
Kapitel wurde die Randkurve

K={lo, 11,12, 13,14, . .,l"}

des untersuchten Gebiets in mehreren Strecken geteilt (s. Abb. 1). Entlang
dieser Strecken sind die im vorigen Kapitel definierten Hauptpunkte (mit dem
Index i bezeichnet) und, wenn nétig, die Hilfspunkte (mit j bezeichnet) verteilt.
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Voraussichtlich werden die Hilfspunkte bei den Linien I,, 5, . . ., I, gebraucht.
Aufden Linien [, [, [,, I; werden vorldufig keine Hilfspunkte aufgenommen.
Dies schlieBt aber die MGglichkeit keinesfalls aus, daB3 eventuell auch auf diesen
Linien Hilfspunkte aufgenommen werden miissen.

Eine fiir alle Linien erforderliche Regel ist jedoch, daB ein fester Punkt
nur ein Hauptpunkt sein kann. Da GIl. (I) immer fiir einen festen Punkt gilt,
konnen solche Gleichungen genau so viele, wie es Hauptpunkte gibt
aufgeschrieben werden.

Nach den Bezeichnungen des vorigen Kapitels wird fiir die numerische
Integration entlang der Linie 1 folgende Formel vorgeschlagen.

=1

J‘ =‘;“ Z (i1 ds;—+eds;) Ky (1/A)
K1 l
wo
eg=¢€n,,;=0
sonst
e;=1

t

Die Formel enthalt natiirlich so viele y; Geschwindigkeits-Werte, wie viele
Hauptpunkte es gibt. Unbekannt sind aus diesen nur jene, die zu Hauptpunk-
ten der Linien [, I, /5, ..., I, gehOren. An der Linie /; wird in allen
Hauptpunkten der selbe Wert angenommen. Weitere Beschrankungen sind im
Kapitel 6,5 erklart.

Die Verwendung der Formel (I/A) ist fiir die Stiitzschaufel nicht
vorgeschlagen. Zum Zweck der groBeren Genauigkeit miissen an den Linien /,,
ls, ..., 1, auch Hilfspunkte gewdhit werden. Die Formel (I/A) wird auf die, mit
den Hilfspunkten definierten Bogen-Teilen bezogen.

Da y,-Werte auch weiterhin nur zu Hauptpunkten gehoren, braucht man
in den Hilfspunkten interpolieren. Um es zu erreichen, daB die Gin. (I) — die
auf Hauptpunkte als feste Punkte aufgeschrieben wurden — nach der
numerischen Auflosung zu linearen Gleichungen fithren, wird die y-Verteilung
zwischen zwei Hauptpunkten mit der linearen Interpolationsformel

V=1 —5;)7:+58;7i+1

definiert. Es gilt nun fiir die i-te (beliebige) Hauptstrecke

5 = _Zl (ej—14s; ;-1 +e;ds; YKy i [(1—s;) 74571411
=

6*




84 0. FOZY

wo mit der Nomenklatur des Kapitels 6.1

ds;= Y 4s;
j=1
O’.
s.-.:—.-—l—
I As;
und ‘
eo=€,,,-=0
sonst )

Den fiir f erhaltenen Ausdruck verwendet gilt zuletzt fiir [, die Formel

1 my~1 n;
J=? iz j;l (ej—ldsi.j—l+ejA5i.j)K1£,j[(1—Sj)7’i+3j)’i+1] (/B)

K1

die (I/A) ersetzt.

6.3 Berechnung des uneigentlichen Integrals

Hier wird die numerische Behandlung des Integrals

C
| = § Kyl(zg, ko) qlzg) | dzg]
K2 K

diskutiert. Eine Besonderheit dieses Integrals ist, dall die Verteilung

q(zg)

nur entlang der Linien [, und [/; ungleich Null ist. So ist — mit den
Bezeichnungen

K’:{IO9I3}’ K”z{11912514""’1n}
C
,gfz B é K,(zk, zko) q(z) |dzg] ,

wobel der feste Punkt sich auf einer beliebigen Linie /, befinden kann. Wenn

zxe K"
dann ist

3

1 2
J 5 (-1 4s;-y +e;ds;)) Ky g; 1/C)

K2

(1

]
-
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und
eg=¢€n,=0
sonst ist
e;=1

Der Fall unterscheidet sich von diesem, wenn
Zgo €K’

In diesem Fall spielt eine Besonderheit des Integrals eine Rolle, nimlich die
Kernfunktion K, hat bei z; = zy, einen Pol erster Ordnung. Man braucht also
den Cauchyschen-Hauptwert zu berechnen.

Die Abbildung 9 stellt eine Strecke von K’ dar — in der Umgebung des
Punktes zy,. Die Kernfunktion K, hat an der Stelle zx =z, einen Pol erster
Ordnung. Die Funktion K, wird mit der — auf die, unter der Neigung 3(zx,)
laufende Tangente aufgeschriebenen — Funktion K, in der Umgebung von
Zgo asymptotisch ungendhert. Letzte sei mit K,, bezeichnet. So hat die
Funktion K,—K,, auf der Strecke i—1~i+1 keinen Pol mehr.

Abb. 9

Der feste Punkt sei auf der Stelle i=n, dann wird das zu berechnende
Integral folgender Weise aufgeschrieben:

1 {(n-1 ma
;"2" i;(l 1A81 1+eAS Kqul Si- 1+€AS)K2'q1

i= n+l
K2

B
+(Asn—1+ASn+l)(K2n—KZan) Qn} + J KZa ‘I(S)ds
A

wo in der ersten Summe

sonst




86 0. Flzy

in der zweiten

e,=en,,=0
sonst
e;=1
und
ds=|dz|

Fraglich ist noch das uneigentliche Integral mit der Kernfunktion K,,. Da wir
jetzt so rechnen miissen, als wére die Kontur die Tangente, so ist

_ — 5 — 2= x"'—‘xno — y"_yno
5= /n0 = %,)> + (Vo — 1) 08 9 (z,o) _ Sin 9 (z,0)

also
1

247 s

In der Nihe des Punktes n, wenn wir s=0 im Punkt n definieren

dn+1qn s
(s)=gq,+ 4s, wenn s>0
= Gn—n-1 - 5<0
AS" -1
Nach Substitution und mit dem Cauchyschen Hauptwert berechnet
B
4 o 4s, 1
'[ Ky,(s) g(s) ds= EEIHZS:’I + ‘2—7;(qn+1—24n+qn—1)
A

Die endgiiltige Formel ist also

1 n—1
J = 2 {Zﬁ (ei-1 45— +e;4s;) Kyiq;

K2

ep=e€n-1=0 +
e;=

ma

+ Z (e;—y 4s; | +e;4s;) Kyq;

i=n+1

En=em),:0 +
ei=1

+(AS,,_ 1 +Asn)(K2n—K?.an) qn} -+

1 ds,
+5 (qnln s, +q,,+1—24,.+q,,-1> (I/D)
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6.4 Berechnung des Fldchenintegrals

In diesem Kapitel wird iiber drei Glieder der Gleichung (I) (s. S. 76 im
Kap. 5) diskutiert. Es sind diese

eis(zxo) n
Re[—— o Z( Z Klecq)j(zK)):I (I/E)

i=1 \j=A,B,E

eis(zxo)

Re L"" o { ) ; KTZ] rj ZK Z T3 go}] (I/F)
i=1 j= i=

ls(zxo) ns

D
Re| -5~ Y u Y Krajc,,-(zx)] (I/F)

ny, n,, ny bezeichnen die Zahl der Elemente vom Typ T}, T;, T;.

Die Besonderheit dieser Glieder ist die komplexe Schreibweise und so ist
es zweckmdBig bei der numerischen Behandlung komplexe Arithmetik zu
verwenden und erst nach Durchfiihrung der Operationen den reellen Teil zu
bestimmen.

Fiir die Kernfunktionen K ; ergab sich folgendes. Beim Element vom Typ

T, ist (s. S. 68)

Kle“[(C4”C4o‘pz.j+C41¢1,j+C61(¢3,J-+(P4'J-)) Yo+
+(C42(p1.j+(C80+C43)(¢3.j+(p4.j)+ Cer®y ) ¥+
+("'C8'—C4)C9¢4'jq12+C44@2j'{’3+

1
+ (1 - I"Zl‘d’z.j’*‘ 124l Dy j+2k0 Coo(Ps,;+ ‘p4.j)> (Yo—¥s)+
H(C30®y,j+ Coo(P5, ;+ Py 1) tzgoCo®Py ) (P —We)+

+C31 ¢2'J(W8—~ YI9)+C9¢4,JW10] ei(£j+§—2¢AJ)

5@01
1/G)
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beim Typ T5:
Krpj= [(C4“C40¢2.j+c61‘p1,j) Yo+ (Cgot+Ca3) D, ;¥ +

1
+C44‘p2'qu3 + <1 - E;.l_(pz’j+zl<o C60¢1‘j>(l{14‘_ '{]5)‘*'

(e;+ % —204; 0
+c60@1_,.(sv7—W6)+c31¢2,j(¥'8-—q/9)]-e'(zf‘“z 204 cos ¢, — In 4z,
i
(I/H)

beim Typ T;:
Kr3j=[({(Dyzgo+D3) Dy ;— D @3 ;—(Dyzgo+Ds) Py ) Yot
+(DePy, ;= Dy Py ;) ¥ +(Py;+ D@, ;+D,®, ;+
+2go @3, j+ D320 Py ) (Wy—¥s)+(D14@y ;+D15P, ;— P53 ;+
+(D162x0—D13) P4 ) (V7= ¥6)— (P ;+D16Pa ) ¥11 ). (/D)

Die Formeln der Konstanten C und D — die in den Ausdriicken fir K, ;, K1,;
und K r3; vorkommen — sind auf den Seiten 69, 73, die Funktionen ¥ auf Seite
69, 70, 73 und die Elemente von ® auf den Seiten 60—=65 zu finden.

6.5 Zusammenstellung des numerischen Algorithmus

Der Prozess beginnt mit der Bestimmung der Hauptpunkte. Gesichts-
punkte dazu sind im Kapitel 6.1 zu finden. Nachher wird die Randkurve und
die Bogenldnge berechnet und dann konnen auch die Hilfspunkte bestimmt
werden.

Dann wird die numerische Form der Gl. (I) auf alle Hauptpunkte als feste
Punkte aufgeschrieben. So erhalten wir so viele Gleichungen, wie Hauptpunkte
es gibt.

Das die Kernfunktion enthaltendes Integral wird mit den Ausdriicken
(I/A) bzw. (I/B) ersetzt.

Das uneigentliche Integral wird durch die Ausdriicke (I/C), bzw. (I/D)
berechnet.

Fiir das Fliachenintegral verwendet man die Formel (I/E), (I/F), (I/F’).
Das Argument dieser Formeln ist mit den Ausdriicken (I/G), (I/H), (I/T)
gegeben.
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Wenn y in allen Hauptpunkten unbekannt ware, hdtten wir jetzt so viele
Unbekannten und lineare Gleichungen, wie Hauptpunkte und die Aufgabe
wire dieses Gleichungssystem zu losen. Es gibt dagegen mehrere Beschrankun-
gen, die entweder den Wert von gewissen y;-s bestimmen, oder dadurch, daB3 die
Zahl der zu erfiillenden Gleichungen zunimmt, zusitzliche Zusammenhénge
geben. Anders ausgedriickt nimmt die Zahl der Unbekannten ab, wobei die
Zahl der Gleichungen gleich bleibt. Letzten Endes handelt es sich darum, da8
es durch die Beriicksichtigung der Beschrankungen mehr Gleichungen als
Unbekannten gibt. Jene Lésung wird gesucht, die die Gleichungen mit dem
kleinsten Fehlerquadrat befriedigt.

Die Beschrankungen sind teilweise auf Randbedingungen, teilweise auf
bisher noch nicht betrachtete Strémungsbedingungen zuriickzufiihren. Ein
Teil dieser Bedingungen ruht auf Erfahrungen, die bei der Untersuchung der
Stromung in zdhen Fliissigkeiten gewonnen wurden.

Die aus den Randbedingungen abgeleiteten Bedingungen sind folgende:

1. Die y; und g; Werte sind in allen Hauptpunkten auf der Linie [,

gegeben.
2. Auf der Linie /5 (s. 1. Kapitel)

y;=konst
und

g;=konst
so daBB

f?(zx)ldle =v;2ryn=1,

bzw.

f q(zg) Az(z,] |dz,| =q; 2r3m A423=0Q,
wobei Q, der durch die Linie /, strémende Volumenstrom ist.

3. Entsprechend dem 1. Kapitel ist in der Stréomung V x ¢ =0, also mit der
Bezeichnung K={ly, l,,1,, ..., 1,} ist

i')’(zx)ldle =0

die schon eine Stromungsbedingung ist und zum Gleichungssystem eine
Gleichung hinfiigt.
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4. Die vierte Bedingungsgruppe kommt aus der Stromungslehre realer
Fliissigkeiten — sie ist die Abstromungsbedingung von Jonkowsky. Um sie
wirksam formulieren zu k6nnen werden die Austrittskanten aller Stiitzschaufel

Temp-1

Abb. 10

abgerundet, wie es auf der Abb. 10 zu sehen ist. Wir schreiben folgendes vor:
Ye=Vi+mp=0
und
Yerr1 = ~Vrimp-1

Eine dhnliche Vorschrift ist auch um den Schnittpunkt der Linien /, und /, zu
machen.

Zusammenfassung

Die vorgelegte Arbeit beschiftigt sich mit der Berechnung der Konturgeschwindigkeiten
in einem ebenen Halbspiralenmodell. Die Hohendnderung im Spiralengehduse wird mit einer
Quellenbelegung beriicksichtigt. Die Berechnung der induzierten Geschwindigkeiten der
Quellenbelegung wird mit spezellen finiten Elementen durchgefiihrt.
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