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Summary 

Stress analysis of the plates stiffed Ьу ribs оп one side was carried ои! with the variation methods of 
Lagrange and Reissner. It was worked ои! а computational program for solution equation of equilibrium 
and joining conditional system determined Ьу Lagrange's method considering the different boundary 
conditions. Numerica1 results have solution, then former ones. 

3анимаемся прочностью и жесткостью прямо угольной ребристой 

пластины, у которой ребра находятся на одной плоскости пластины, т. е. 
асимметрично по сравнению со срединной плоскостью пластины. Такие 

конструкции встречаются в строительстве, мостостроении и машиност

роении, особенно при станинах прессовых, штамповочных машин. 

Необходимая в нынешние дни точность машин и изделий, кроме того, 

экономное использование материала требуют использования численных 

методов, которые все лучше отражают исследуемые явления. 

Авторы, занимающиеся ребристыми пластинами, использовали 

теорию тонкой пластины [1J, [2J, [6]. Они учитывали влияние ребер, 
добавляя к изгибной и крутильной жесткостям тонкой пластины 
изгибные и крутильные жесткости ребер, как это показано в уравнении 

равновесия: 

где Хl' Х2 ~ оси декартовой системы координат, 

w ~ функция прогиба тонкой пластины, 
q ~ поверхностная нагрузка, 
В ~ продольная жесткость пластины, 

ВТ, Bi, вт 2' В! 1 - изгибные и крутильные жесткости ребер относи
тельно осей. 
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32 
Далее используем следующие обозначения: -д д ()=( ),ij' Надо за-

X i X j 

метить, что в этом случае перемещения точек пластины и",= -ХзW,<z 

(С( = 1, 2), Этот метод дает точные результаты только тогда, когда ребра 
расположены симметрично относительно к срединной плоскости плас

тины; кроме того, ребра должны быть невысокими и нетолстыми по 

сравнению с толщиной пластины, 

В 4О-е годы авторы пользовались теорией анизотропной пластины 

С. Г, Лехницкого [3J, но полученные результаты тоже были правильны
ми только в том случае, если анизотропия имела место в структуре 

материала (дерево, железобетонные пластины, искусственные материа

лы, подкрепленные волокнами), а неконструктивная анизотропия, как у 

ребристых пластин. 

Для исследований пользуемся вариационным принципом, Преиму

щество этого пути состоит в том, что силовые условия сопряжения 

получаются автоматически и ошибки в знаках исключаются. 
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Рис. 1. Ребристая пластина в декартовой си(;теме координат 

Исходим из функционала общего вида Ху-Вашицу [5]: 

J = f[O' .. (е .. - 1 и· .- ~ и· .) - И(е .. ) + F.U.] dV + f Р'и" dS + '} '} 2 ,,} 2 }.' '}' I I 

V ST 

(2) 



ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЧНОСТlf И Жl:;СТКОСТИ ПЛАСТИНЫ 279 

где U - упругий потенциал ребристой пластины, 
О'и - тензор напряжения, 

eij - симметричный тензор деформаций, 

Ui - вектор перемещений, 

F i - вектор объемных сил, 

Tr, ur - вектор поверхностных сил и перемещений, 
V - объем редристой пластины, 

ST' Su - часть поверхности ребристой пластины, на которой зада
ны поверхностные силы и перемещения. 

Вариационный принщш Лагранжа 

Предположим, что уже заранее выполнены выражения, связываю

щие деформации и перемещения 

eij= ~ (Ui,j+Uj,) , 

и на части поверхности Su перемещения заданы Ui = и?, Xi Е Su' Кроме того, 
пренебрегаем силами Fi=O, и действует только T~ =q(x1, Х2) поверхност
ная нагрузка, перпендику лярно к срединной плоскости пластины. Так мы 

получа~м из функционала (2) функционал Лагранжа. 

Ju= [[ - U(ei)] dV + lr qw dS. (3) 

Введем декартову систему координат, как это показано на рис. 1. 
для пластины и выделим i-тый элемент. 

Разделим пластину и ребро в месте их сопряжения и покажем 

усилия, действующие между ними на рис. 2. 
Учитывая усилия между ребрами и пластиной, можем выразить 

упругую потенциальную энергию ребристой пластины. Если номер 

ребер n 

где 

n 

и=и/+ i~l (Uh+Uh1 +Uh2 +U t ), 

и/= 2(1 :'V2) f [eil +e~2 +2vell е22 +(l-v)(ei2 +e~l)J dV, 

v 

4 Periodica Polylechnica М. 29/4 

(4) 
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Рис. 2. Усилия, действующие на пластину и ребро 

потенциальная энергия изгиба тонкой пластины, 

а 

1 f 2 Uh = -Eh·t· U 1 · 1 dx 1 · 2 !! !. !. 

О 

потенциальная энергия растяжения ребра, 

а а 

1 f 2 1 f 2 Uh1 =T EJ2 )V,11 dX li' Uh2 =т ЕJз U2i.l1 dx li' (5) 

о О 

потенциальная энергия изгиба ребра (J 2' J з инерции поперечного сечения 
ребра на оси X2i' Хз ;), 

потенциальная энергия кручения ребра вокруг оси Х 1i (С - крутящий 

момент инерции ребра). 
h 

Изучая условия сопряжения ребра и пластины при Хз = - 2 и ХЗi = 

h· 
= 2' напишем кинематические условия 

ХзW. а 

h 
({)i= - h. W. 2 

! 

(а= 1, 2) 

(6) 
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где U:r.i - перемещения точки оси ребра, 

и", - перемещения срединной плоскости пластины, 

и~ - перемещения любой точки М пластины, 

<Р; - угол кручения ребра вокруг оси Хн. 

Используя (4) и (5), можем переписать (3) в виде формулы (7) 

J Uw= - 2(1:' v2) f [ei 1 + e~2 + 2vell е2 2 +(1- v)(ei2 + e~l)] d V
v 
а а а 
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-;t
1 
~ [h;t i f U?1.l dx 1i+ J 2 f W~l1 dх 1i +Jз f u~;.ldx1i+ (7) 

О о о 

Если в функционал (7) мы подставим кинематические условия 
сопряжения, функционал будет зависеть только от функций переме

щений пластины и их производных. 

Первая вариация функционала и", по дJ Uw и = О. в силу произволь-.. ): 

ности независимых вариаций после преобразования Остроградского-

Гаусса получим уравнения 

2и 1 . 11 +(1- }')и 1 . 22 +(1 + ~')и2.12 =0, 
2UZ.22+(1-V)U2.11 +(1 +V)U1.21 =0, 

(8) 

которые часто называются уравнениями плоской задачи. Аналогично 

этому, вариация по w, дJUw,w=О дает уравнения изгиба тонкой 
пластины 

(9) 

Вариации по Uф и w содержат интегральные члены, которые 

появились при преобразовании Остроградского-Гаусса составляют 

контурные интегралы задачи 

4* 



282 ш. МОЛНАР 

где 1'n, Sn, Qn - обобщенные продольные, касательные и перерезыва

ющие силы, 

Мn , H ns - изгибающие и крутящие моменты, 

иn , Us - обобщенные перемещения. 

Для преобразования контурных интегралов покажем j-тую полоску 

пластины, находящуюся меХдУ i и i -1-тыми ребрами, а также нормаль, 
касательную и напряжения, действующие на контуре (рис. 3). 
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Рис. 3. Напряжения, нормаль-вектор и касательный вектор на контуре j-той полоски 

Члены контурного интеграла, например, на контуре будут следую

щие (О:::;Х 1 :::;а) 

Qn= -(М22.2+М12,1); Мn=М22 ; ([3n= -[32; [3S=[31) , 

[3n' [3s - углы поворота поперечного сечения. 

(11) 

Аналогично можно было бы выразить члены интегралов на других 

контурах. Подставляя все эти формулы в интеграл (10), получаем 
силовые условия сопряжения на месте i-тОГО ребра: 
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- B{[W,222 +(2-v)w, 112]j- [W,222 +(2-v)w, 112]j+ 1} + 

{[ 
Ih+h.)2] h+h. 

+ Ehjt j( Т +EJ2 W,1111 +EhjtjT U1,111}j=0, 

{
GCh2 

B[(W,22 +vw, 11)j-(W,22 +vw, 11)j+1] + ~ W, 11112 + 

[
h+hj (h+hj)2 ]} +ЕJз -2- и2,111 + -2- W,21111 j =0. 

Кинематические условия сопряжения для соседних полосок и ребер 

мы можем выразить в следующем виде: 

Вариационный прннцип Рейсенера 

Во многих случаях удобнее пользоваться функционалом; завися

щим не только от вектора перемещениЙ. Предположим, что имеет место 

условие О"и= ~~. тогда O"jj есть функции деформаций. Введем обозна-
') 

чение величины Ф(О"jj) = O"jjeij- U(ejj) которая называется дополнительной 
работой. Имея в виду условия uj=UT; Fj=O; Tj=q из функционала (2), 
получится Функционал найденный Рейсснером. 

~ О"jj(Ui,j+Uj)+Ф(О"jj)] dV + f qwdS. (14) 

ST 

Функции объемного интеграла состоят из членов, связанных с 

пластиной и ребрами. Для определения их выразили напряжения в 
пластине и в ребре на основе рис. 2: 

а) напряжения в пластине 

О"ЗЗ~О; 

б) напряжения в i-TOM ребре (15) 

Rli R1i(h+hд Gш . 
О"1Н= -h + 2} ХЗj+ -} ХЗj, 0"22j;~0; О"ЗЗj~О; 

jt j 21 21 
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Мы представим, что по толщине пластины и в ребре перерезываю

щие и касательные напряжения (j1З, (j2З' (j1Зi, (j12i изменяются по 

параболическому закону. В этом случае перемещения любой точки 

ребристой пластины выражаются таким образом: и~ = и" - W. "Х З + [3"Х з 
[4]. Так, кинематические условия сопряжения пластины и i-тОГО ребра 

h+hi h+hi [3 
U"i=U,,+ -2- w,,,- -2- а' (16) 

Wi=W. 

Используя формулы (15) и (16), придадим Функционалу Рейсснера 
такой вид [9] 

f{ 1 [TI1 12 2 T~2 12 2 (TI2 
J au = 2Е 11 + hз М ll + -h- + h з М22 +2(1 +V) -h- + 

s 

12 2 6 2 6 2) (Тll Т22 12 )] 
+ hз М 12 + 5h Т IЗ + 5h Т2з -2v h + hз Мll М22 - (17) 

- [Тll иl, 1 + М 11 ([31,1 - уу, 11) + Т22 и2 , 2 + М 22 ([32,2 - W, 22) + 

+ Т12 (и 1 ,2 +и2 , 1)+ М 12([31,2 + [32,1 - 2w, 12) + Т1З [31 + ТZЗ [32J} dS + 
а 

f f 1 {[RIi ( Jl+hi) 1 + if-1 2Е hiti + Gш+R1i-2- J
2 

+ 
О 

( 
h+Jli) 1 

+2(1 +v) G12i+R2i-2- ( tf ) + 

с 1 + h?-
! 
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Вариации функционала (17) fJJ <тu, T
l1 

=0, ... , fJJ <1u,Gш =0, отсюда 
получим зависимости между перемещениями, деформациями и 

усилиями 

(18) 

Вариации функционала Рейсснера fJJ <1и, и, = О и fJJ <1и, "д 1{J2 = О дают урав
нение равновесия ребристой пластины 

и 

Tl1 ,l + T12 ,2 =0, 

M l1 ,ll +2M 12 ,12+ M 22,22+Q=0, 

M11,l +M12,2- ТlЗ=0, 

M 22 ,2+ M 12,1-T23 =0. 

(19) 

(20) 

Общий вид контурных интегралов после преобразования 
Остроградского-Гаусса 

(21) 

s 

+ f (МnдJЗn + Hns дf3s) ds, 

s 

где JЗn, JЗs - обобщенные углы поворота поперечных сечений. 

Аналогично тому, как это было показано выше при преобразовани

ях контурных интегралов Лагранжа (на основе рис. 3), получим силовые 
условия сопряжения i-тОГО ребра с j-тыми и j + 1-выми полосками 
пластины 

Т2lj- Т2lj + 1 - R li , 1 =0, 

T22j-T22j+ l-R2i,1 =0, 

h
2 

( h+h.) h+h· 
-М22j+М22j+l + hl+tl -G12i,1 +R2i,l Т -R2i,1 Т =0, 

M2lj-M21j+l +Rзi-G1li,1 =0. 

(22) 
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Кинематические условия опять выражают непрерывность переме

щений для соседних полосок: 

(W,1-{3l)j=(W,l-{3l)j+l; 

(W,2 - {32)j=(W, 2 - {32)j+ l' 

Числеиные исследования 

(23) 

Задана прямоугольная пластина с восемью односторонними ребра
ми жесткости. Пластина оперта по контуру и находится под действием 
равномерно-распределенной нагрузки q = const. Направление действия 
нагрузки соврадает с осью - Хз. Декартова система координат 

расположена так, что срединная плоскость пластины совпадает с 

плоскостью Х 1 Х2 (рис. 4). 
Геометрические размеры ребристой пластины видны на рис. 5. 
Найдем решения уравнений равновесия (8) и (9), полученных по 

принципу Лагранжа, в виде тригонометрических рядов 

00 lnх 
U1 = L u1(x 2)cos-1 , 

1= 1 а 

(24) 

00 lnх 
W= L W(x 2 ) sin-1 , 

1= 1 а 

где и 1 , U 2 , W - функции, зависящие только от х2 • 

Подставив функции перемещений в (8) и (9), получим для и l' и 2' W 
обыкновенные дифференциальные уравнения; решая их, можем напи
сать функции перемещений j-той полоски следующим образом: 

00 

U 1j = L [A 1j ch УХ2 + A 2j sh УХ2 + АЗjХ2 ch УХ2 + A4jX2 sh УХ2] cos yx l , 
1= 1 

U2j = It
l 
{А ~j sh УХ2 + A 2j ch }'Х2 А Зj [Y~l +VV) ch ~X2 - Х2 sh ух2J - (25) 

- A 4j [Y~l ~VV) sh УХ2 - Х2 ch УХ2 J} sin yx l , 
00 

W j = L (К + Вц ch УХ2 + B2j sh УХ2 + ВЗjХ2 ch УХ2 + B4j X 2 sh УХ2) sin YX l' 
1= 1 
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Рис. 4. Ребристая модель 

а = 264 mm 

Рис. 5. Теоретические размеры ребристой модели 

287 

где А lj' .. B4j - интегральные постоянные, определяются из краевых, 

[n силовых и кинематических условий сопряжения, 

у = - (l - целое число), 
а 

4qa4 

К = [5
n

5 В5 коэффициент частного решения. 

Для вычисления прогиба прямоугольной ребристой пластины, 

опертой по краям х 1 = О И Х 1 = а, а по краям Х2 = ± 4Ь опертой, свободной 
или заделенной, была составлена вычислительная программа. Она дает 

возможность вычислять прогибы прямоугольной ребристой пластины с 

ребрами любого качества и размера. Следуя тому, что ряды функций 
решения быстро сходились, учитывались только 1 О первых членов рядов. 
Время счета было не больше 17 минут. 
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Для оценки точности выработанного метода задача была решена 

другими методами [10], [11] и были проведены экспериментальные 

исследования [7], [8]. Численные и экспериментальные результаты при 
равномерно-распределенной нагрузке q=0,491 МПа показаны на рис. 6. 

__ gu ер",. ураЬ - 8-

Варu3.ц. прц НЦ'J n 
Лаrранжа 

uзмерен:.;е 

Рис. 6. Прогибы средней поверхности ребристой модели у распределенной поверхност
ной нагрузки 0,491 МПА 

Надо отметить, что различие результатов, полученных методом 

конечных элементов, объясняется тем, что использованная программа 

не имела в виду собственную изгибную жесткость элементов пластины. 

Как видно, среди численных методов метод Лагранжа дает 

результаты наиболее близкие к результатам измерений, потому что этот 

метод изучает напряженное и деформационное состояние пластины 

точнее, изучая отдельно влияния ребер, сопрягающихся с пластиной. 

Различие между численными и экспериментальными результатами 

объясняются тем, что в методе Лагранжа не учитывается влияние 

прорезывающих сил в ребре и пластине, и поэтому численная модель 

оказывается менее жесткой, чем настоящяа. Кроме того, у эксперимен

тального исследования, следуя деформации опоры, трения, краи модели 

не совсем безмоментные. 
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Резюме 

Исследования пластин, подкрепленных ребрами на одной плоскости, проводил ось 

использованием вариационных методов Лагранжа и РеЙсснера. Для решения уравнений, 

полученных из метода Лагранжа, была выработана вычислительная программа. 

Конечные результаты в случаях разных краевых условий доказали, что этот метод дает 

более точные результаты по сравнению с предыдущими методами. 
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