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Summary

The study deals with the possibility of stabilization of conservative mechanical systems in
the instable state of equilibrium. It investigates how instability is influenced by the gyroscope
built into the system and at what rotation speed the gyroscope can be stabilized.

It determines under what circumstances the system obtained by such a way can be
considered as a Ljapunov-system. Within the frame of an example it determines the condition of
existing periodical solvings. '

Considérons un systéme mécanique conservatif a n degré de liberté
symbolisé par les q,, 45, . . ., g, coordonnées généralisées indépendantes dont
U=U(q,, q,, -.-,q,)=Ul(g;) est I'énergie potentielle et T=T{(q,, 45, - - -, dp>
41> qas - - -» 4y)=T(q;, 4;) 'énergie cinétique. Dans la position d’équilibre du
systéme mécanique examiné de coordonnées g, = ... =q,=0 soit

U(0)=Uy=0

et dans cette position d’équilibre, la fonction U n’aie pas de minimum isolé,
autrement dit que la position d’équilibre en question n’est pas — au sens de
Lejeune-Dirichlet — stable.

Dans cet article nous examinons comment un corps solide tournant a
grande vitesse — gyroscope — encastré dans un tel systéme conservatif
influence la stabilité du systéme dans une position d’équilibre statiquement
instable.
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Equation da mouvement des systémes mécaniques
conservatifs complétés par un gyroscope

Nous diviserons les coordonnées généralisées du systéme mécanique
complété par un gyroscope en deux groupes:

— la position du systéme est désigné par les coordonnées généralisées g,
ds, - --» 4, tandis que

— P’angles de rotation des gyroscopes sont désignés par les coordonnées
généralisées @iy - - -5 Qp-

En introduisant les vecteurs colonnes de coordonnées généralisées

q=1 q; et Q= IQPps1
qs Pm+2
Gm @

I’énergie cinetique peut étre écrit sous forme:
1 1
T=—2-QT'A'Q+¢T'B“'1+7¢T'D'¢ (1_1)

ou A et D sont des matrices quadratiques positives définites, B une matrice n
X (n—my).

Apreés ce choix de coordonnées I’énergie potentielle ne dépend que des
coordonnées g;:

U=U(gy -, 9.)=U(q) (1.2)
Puisque le vecteur coordonnée @ n’apparait pas dans le Lagrangien

L=T-U (1.3)

pour cela les coordonnées ¢, sont des coordonnées cycliques et ainsi — dans le

sens des équations de Lagrange — leurs impulsions généralisées
correspondantes p; sont constantes:

oL 0T
p=55=%—5=B-Q+D-¢=c=constante (1.4)

Etant donné que det D #0, nous pouvons écrire que:
¢=D"'-¢c-D"'-B-q (1.5)
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qui, remplacée dans (1.1) nous donne une expression T* de I’énergie cinétique
T, qui ne dépend que du vecteur-coordonnées positionnelles q (non cyclique) et

du vecteur-vitesse §: :
T=T*=—4¢"-[A-B-D™'-B]-q+
+é—cT-D"1'c= 4+ T% (1.6)
ou T% est quadratique en g, T, représente les membres d’ordre nul.
Introduisant la fonction de Routh
R=pT" - ¢—L (1.7)
et remplagant les relations (1.3), (1.4), (1.5) et (1.6) nous obtenons:
R=R2+R1+RO (1.8)
ou R,, R, et R, sont les membres de degré deux, un et nul de la fonction de
Routh en §: 1
Ry=—Ti=—>q"-[A-B-D "B]§4
R1=—CT'D“1'B'Q=3T'(‘]= Z a_]q.j (1.9)
i=1
1 T -1
Remplacant dans les équations de Routh
d R OR
——_— — = i=1,2, ... .
755 72 (=1,2,...,m) (1.10)

les valeurs de la fonction R données par (1.8) et (1.9) nous obtenons:

d 0Tf oT% _
@ o, ag T

(1.11)

ou
Qi'— -
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Soit

=.,.,.= == 0'— = O.—:.O
a, dn=q7= a5 } (1.12)

, _ o
Omi1= . =@y= m+1-— .. =, =constante

la solution d’un état de mouvement stationnaire de I'équation (1.11). Afin
d’examiner la stabilité de cet état de mouvement stationnaire, considérons la
forme lincéaire des équations de mouvement correspondantes aux
perturbations x; des coordonnées g?:

A %+G x+C-x=0 (1.13)

ou A et C sont des matrices symétriques, G par contre antisymétrique. A Taide
d’un choix de la matrice S et de la transformation

x=S-98 (1.14)
les coordonnées normales 3; étant introduites nous pouvons écrire
3+

f9 +e028,=0  (i=1,...,m) (1.15)

7![\/]3

ou
fij"—“fji et le;} =1.

Vu que d’aprés nos suppositions, la position d’équilibre g =0 est instable,
nous avons donc au moins une valeur de k pour laquelle

e, =—1 (1.16)

La solution du systéme d’équation differentielle du mouvement perturbé
sera cherchée dans la forme

Q=A,- e  (i=1,....m) (1.17)

L’équation caractéristique est:

(A2 +e,03) Afiz Afim
-2 AP te,ad) ... Afom
fiz | 203) fa ~0 (1.18)
~Afim —Afom . (P +en,al)

ce qui nous conduit vers une équation du 2m-iéme degré ne contenant que des
termes d’exposants pairs:

Amyq 2y 4q A% 4a,=0 (1.19)
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et ainsi nous pouvons Iécrire sous forme d’un produit contenant uniquement
des expressions du deuxieme degré:

kf:]l (12— 12)=0 (1.20)

oul2(k=1, ..., m)sontlesracines de 'équation du m-iéme degré en A% (1.19) et
supposons que toute racines A7 soit distinctes. Les racines 4,, et A, de
I’équation caractéristique sont donc des paires de nombres complexes ayant
des angles de 180° I'un par rapport a l'autre:

j’kl = Bk : eiﬂk
/;Lk =Bk . gl Bt m)
2

(1.21)

Puisque la condition nécessaire a la stabilité des solutions de la forme (1.17) est
- que

Re 4, <0 (1.22)
donc
Ay, =t B, i (1.23)
c’est-a-dire
A% = —B}

ou B, est un nombre réel. L’équation (1.20) s’écrira donc:
kﬁl (A2 +B2)=0 (1.24)
et a la base de (1.18) et (1.19) on peut écrire:
a,= f[l g0l = ﬁl B?>0

autrement dit que la condition nécessaire — mais non suffisant — a la
stabilisation gyroscopique de la position d’équilibre instable est:

[Te>0 (1.25)
i=1
Cela veut dire que dans 'équation (1.15) le signe des nombres pairs «; doit étre

négatif, autrement dit: l'instabilit¢ de nombres impairs ne peut pas étre
stabilisée gyroscopiquement [1].
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Condition d’existance de solutions périodiques

Pour prouver qu'au voisinage suffisamment petit de la position
d’équilibre instable du systéme mécanique conservatif muni d’un gyroscope,
existent des solutions périodiques, il suffit de montrer que le systéme en
question appartient aux systemes dit Liapounov [2].

Un systéme est dit de Liapounov si les conditions suivantes sont
satisfaites:

— L’équation caractéristique de la partie linéaire des équations de
mouvement aie au moins une paire de racines imaginaires +« - i et le systéme
— a l'aide d’une transformation linéaire convenable — peut &tre mis sous la
forme:

V==Y + Y1 (Vi Y2s o V)

Y= ay1+ Y2 (¥, ¥2s oo V) (2.1)

Ww=b3ystbsyst ... tbuyut Yi(Vi, V2 o V)
(k=3,4,...,m)

ou Yy, Y, et Y, sont des fonctions analytiques de y,, ..., y,, dont le
développement en séries ne contient pas de terme dont le degré soit inférieur a
deux et by, by, ..., b,, sont des coefficient réels et constants.

— Les racines +o i sont simples et méme leurs produits de nombres
entiers ne sont pas racines de 'équation caractéristique et aucune de ses racines
ne soit nulle.

— Le systeéme a une premier integrale de type

H=y%+y%+w(y3, y4a L] Ym)+S(Y1, y2a . -aYm)=conStante (22)

ou W est une forme quadratique des variables y,, y,4, . . ., ¥, S €st un fonction
analytique des variables y,, y,, ..., ¥, dont le développement en série ne
contient pas de termes dont le degré est inférieur a trois.

Dans le sens d’un théoréme de Liapounov, les systeémes qui satisfont aux
trois conditions susdites, possédent des solutions périodiques au voisinage
suffisamment petit de 'origine, sous des conditions initiales précisées.

Dans ce qui suit nous allons montrer a 'aide d’un exemple, 'application
de ce théoreme.
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Exemple de stabilisation gyroscopique de la position d’équilibre instable

Examinons la possibilité de stabilisation gyroscopique de la position
d’équilibre doublement instable du systéme représenté par la figure 1 (pendule
de Wilson) [3]. :

Dans le cadre 1 tournant autour de ’'axe x,, peut tourner le cadre 2 autour
de I'axe z,. Dans le cadre 2 tourne un corps de masse m — le gyroscope —
autour de I'axe y, . Afin de simplifier les calculs des masses des cadres 1 et 2 sont
négligées. Le cadre 2 est relié au cadre 1 par un ressort de rigidité k.

Considérant les notations de la figure, le moment d’inertie du gyroscope
dans le systeme de coordonnées R,(x,, y,, z,) est:

A0 0
®=|0 B 0 (3.1)
0 0 AJR,

Fig. 1

6 Periodica Polytechnica M. 28/2—3
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La position d’équilibre doublement instable du systéme est donnée par
a=0, =0, ¢=0 (3:2)

L’energie cinetique est
1 5 .
T= —2—[mlzo'z7‘+A(02" cos? B+ )+ B(¢ —d sin B)*] (3.3)

L’energie potentielle

U= —mgl(1—cosa)— §{4r2—-[\/r2+h2+2hr “cos B—(h—nr)]?} (34)

On peut constater que la coordonnée ¢ est cyclique:

oL T ..
50 = 3 =B(¢ —d sin f)=p,=c,=Bw,=constante (3.5)

ou wy= @, est la vitesse angulaire initiale du gyroscope.
En remplacant (3.5):

1
T=T*= 5 [mi?&* + A(d? cos? f+ f?)+ Bw?] (3.6)
La fonction de Routh est donc

1
R=¢c,—T+U= —2-—Bcuf;+BwooZ2 sin f—

- %[mlzoiz—)—A(ol2 cos? B+ p2)]—mgl (1 —cos a)—

—§{4r2-—[\/r2+h2+2hr-COSﬁ—(h—")]Z} (37)

La fonction de Routh développée en série en position «=0, d=0, =0, =0
correspondant au mouvement stationnaire est:

1, 1 22 L m o L 2
R—wao——z—(A—%—ml ) d 3 AP +Ba)0aﬁ——2-mgloc -
2khr? )
-‘_h+r ,B—+S(4)(d, 59 o, ﬁ) (38)

ol §“ est une série de puissance en a, 8, &, §, dont les expressions commencent
a partir de quatrieme degré.
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Sur la base (1.10) et (3.7) les équations de mouvement linéarisées
s’écrivent:
(A+ml?) 6 —Bwyf—mgla=0

.. . 2khr?
A+ Bwgya— T p=0 (3.9)
Introduisons les notations
Bw, mgl Bw, 2khr?
- C b= =20 g 3.10
A me A+miP’ T4 Ah+r) (3.10)
et
®=Xy f=x,
A=X4 f=x, (3.11)
et ainsi les équations (3.8):
Xy=a x,+b-x;
x2=—-C‘X1+d'X4 (3‘12)
)&3 =x1
X4=X,
L’équation caractéristique:
-4 a 0
—-c —4i 0 d

=i% 412 (ac—b—d)+bd=0  (3.13)

La condition nécessaire mais non suffisante de la stabilité est

,_ —lac=b—d)+./(ac—b—d)*—4bd

)\v

0 (3.14)

Pour cela il est suffisant que
(ac—b—d) >4bd (3.15)

d’ou, avec remplacement de (3.10), nous obtenons la vitesse angulaire
nécessaire du gyroscope:
2khr? (A +ml?)

Bwy,>./Amgl
@o mglt h+r

(3.16)

6*
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Dongc, si la vitesse angulaire initiale du gyroscope w, est inférieure a la
valeur déterminée par (3.16), alors le systéme mécanique examiné demeure
instable. Pour avoir la stabilisation il est nécessaire d’avoir une vitesse
angulaire w, supérieure a une valeur déterminée.

Dans ce qui suit nous allons examiner dans le cas ou (3.16) est remplie, s’il
existe des solutions périodiques au voisinage de la position d’équilibre, c’est-a-
dire des mouvements a la suite desquels le systéme ne s’éloigne pas plus qu’une
certaine valeur déterminée de la position d’équilibre. Dans ce but nous allons
examiner si le systéme mécanique en question peut étre considéré comme un
systeme de Liapounov.

Les équations de mouvements non linéarisées a la base de (3.12):

3&1=a'X2+b'X3+X(13)(XI,X2,X3,X4)

;ez_—_——c-x1+d'x4+X(z3)(x1sx2’x3’x4) (3.17)
X3=X,
x4=X2

ou X{¥ et X% sont des séries de puissances de x,, x,, x5, X4 comportant des
¢léments dont le degré commence a partir de 3. "
A T'aide d’une matrice T convenable et d’une transformation

x=T"y (3.18)
nous pouvons écrire au lieu de (3.17) le systéme:

==y, + YO, V2, Y3, Va)

Yy= ayl+ Y(23)(y1,y29 Ve }’4)

. d—b b+d 5
Ya= g V3™ _2a_Y4+ Y9 (¥15 V25 Y35 Va) (3.19)
. b+d b—d
Ya= o Y3+ —20(_}’4+ YSLB)(}’u}"ze.V:s,ya,)
ou o= )2

Puisque d’aprés (3.14) deux valeurs différentes de A2 existent, il en découle
aussi que o a aussi deux valeurs.

De (3.14) découle également que I'équation caractéristique a deux racines
imaginaires pures et qu’elle n’a pas d’autres racines:

/L1‘2= iall

/{3‘4= iazi (3-20)
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Ainsi donc la deuxiéme condition repondant aux systemes de Liapounov est
remplie.

La troisiéme condition de Liapounov est remplie également si nous
considérons I'énergie mécanique comme premiére integrale:

H=T+ U =constante. (3.21)
La transformation (3.18) utilisée dans (3.21) nous donne:

2bcd
H=y3+y3+ 12 [(b+a?) d—abco(d+a?)] y3 v+

+ g[(b—kaz)z (b—a?)d +abca?(d—a®)] (y3+yI)+

S3(y,, ¥2, V3, Va) = constante. (3.22)

ce qui satisfait a la condition (2.2).

Du fait que toutes les trois conditions de Liapounov sont remplies — dans
le sens du théoréme de Liapounov — le systéme mécanique a des solutions
périodiques au voisinage suffisamment petit de la position d’équilibre.
Convenablement a «, et a, deux ensembles de solutions périodiques existent.
La période de ces solutions tend vers
_2n

T
o

au dessus de toute limite si la valeur y? des perturbations tend vers zéro.

Puisque le systéme pris comme exemple est tel que toutes les racines de
son équation caractéristique sont des couples de racines imaginaires pures,
nous pouvons parler des vibrations de base a fréquence circulaire «; et a, du
systéme non-linéaire. Ces vibrations de base sont toutefois différentes de celle
du systéme linéaire puisque d’une part les combinaison linéaires de celles-ci ne
donnent pas la solution générale du systéme non-linéaire, d’autre part parce
que la période du systéme non-linéaire est fonction des valeurs initiales.

D’apreés cela nous pouvons constater que la condition (3.16) est en méme
. celle de I'existance des solutions périodiques.

Résumeé

L’¢tude s’occupe de la possibilité de stabilisation de la position d’équilibre instable des
systémes mécaniques conservatifs. Elle examine comment le gyroscope encastré au systéme
influence I'instabilité et a quelle vitesse de rotation du gyroscope est possible la stabilité. Elle
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détermine les conditions ot on peut considérer le systéme ainsi réalisé comme systéme de

Liapounov et a l'aide d’un exemple elle montre la condition d’existance des mouvements
periodiques.
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