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Summary

A generalization of the boundary value problem solved in paper (4) is given here. The
generalization lies in prescribing at the beginning of the tube at the point (x=0) a timely
periodical speed and at the open end of the tube (x=i) a timely periodical pressure. The
mathematical model of the problem is a system of partial differential equations with the
appropriate initial and limiting conditions. The adoptation of the Duhamel-theorems and the
solving of two very simple convolution integral equations lead to the solving of this system.

In einer vorher vertffentlichten Arbeit [4] habe ich die analytische
Losung eines Problems der Aeroakustik behandelt; uzw. die Bestimmung des
raumlich-eindimensionalen linearisierten Druckfeldes p(x, t) und Geschwin-
digkeitfeldes c(x, t) einer Gassédule in einer Rohrleitung.

Die linearisierte Eulersche Bewegungsgleichung und die
Kontinuitétsgleichung liefert das hyperbolische partielle Differentialglei-
chungssystem

_0Oc 10dp

L1[C,P]~"~? +;6x =0 "
_0Oc 1 op

Lz[C,P]=5;+;a*z"a‘t‘

wobei t die Zeit, p die Dichte und a die Schallgeschwindigkeit des Gases
bedeuten.
Als Anfangsbedingungen habe ich

c(x,0)=0, p(x,0)=p,. 29
und als Randbedingungen
¢(0, t)= A sin wt, p(, y=po+ 4p(t) 2"

mit Ap(t)= B(cos vt— 1) angenommen.

D. h. in einem geradlinigen Rohr von Lange I (0 < x <) wird die Gasséule
an der Stelle x =0 mit der vorgeschriebener Geschwindigkeit c(0, t)= A sin wt
durch einen Kolben, oder eine Membran erregt. Am Ende des Rohres herrsche
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der Druck p(l, t)=po + 4p(t) des angekoppelten Systems. Zur Zeit t =0 sei die
Geschwindigkeit der Gassdule c¢(x, 0)=0, und p(x, 0)=p, der atmospherische
Druck (d. h. 4p(0)=0).

In der vorliegenden Arbeit wird die Randwertaufgabe (1), (2) veraligemei-
nert, uzw. sei die Geschwindigkeit and der Stelle x =0 eine stetige, stiickweise
glatte, ungerade, periodische Funktion mit der Periode T;; der Druck am Ende
des Rohres (x =) sei eine stetige, stiickweise glatte, periodische Funktion mit
der Periode T,. Damit ergibt sich die folgende Randwertaufgabe:

Das hyperbolische partielle Differentialgleichungssystem ist:

Ly[c,p]=0
L,[c,p]=0

3)

Die Anfangsbedingungen sind
C(xa 0)=0, p(x: 0)=p0 (4)

und die Randbedingungen kdnnen in der Form

k=1
o= 2kn
= e
T )
pll,)=f{)=05+ Y (o COS v, L+ P sin v, 1)
k=1
e
dargestellt werden.
Aus den Bedingungen (4), (5) folgt
p(l,0)y=po=0o+ kzl o
Daher kann die zweite Bedingung (5) in der Form
p(l,)=po+ Y [(cosvt—1)+ Py sinv,t] (6)
k=1

dargestellt werden.
In den Nachfolgenden wird diese Form verwendet.

Nehmen wir die Losung der Randwertaufgabe (3), (4), (5), (6) in der
folgenden Form an:

e= Fawn p= 3 ntx U
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Dabei ist

_ Colx, 1)=0, Po(x,t)=po
Die Funktionen

c(x,t), pelx,t) (k=1,2,...)
sollen die Randwertaufgabe

Ly [es pe]=0, L,[ck. pl=0 (8)
k=1,2,...)
Ck(x1 0)=09 pk(x9 0)=0 (9)

(0, t)= By sin w, t (10

(L, =0y (cos vt — 1)+ B sin v, t

befriedigen.
Zur Herstellung der Losung soll das Duhamel-Prinzip verwendet
werden. Man nehme die Lsung in folgender Form an:

. ,
a=ct+ [ @ot)ct(x, t—1)dr=0c} +cf (11)
0
t
Pi=pi + (j) @i (1) pE (x, t—7) dr=p; +p§ (12)

Die Funktionen cj, p} sollen das partielle Differentialgleichungssystem
Li[ci,pi1=0,  Lp[ci,pi]=0 (13)
die Anfangsbedingungen
ci(x,00=0,  pi(x,00=0 (14)
und die Randbedingungen
ci(0,)=B,sinw,t, pi(l,)=0 (15)
befriedigen. In [3] ist die Losung dieses Problems angegeben:

) W, . W .
ci(x, t)=By [(cos —~ x+tg ——C;'-‘- I'sin -f x) sin w, t +
a V

(16)

N
sin — x sin w,t
? :l

20,8 &
T L
=0 Wy — Wy
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), (6] )
pi(x, t)=paBk[(tg 7‘-5 I cos —a—k x—sin —L—IE x) cos @yt +

g cosc—zix cos w,t
k 17
I 2 wi—ar } a7)
Wy # @y
WO
NOPEAN:
w,=\n+ 5 Jas
Die Funktionen
ct(x, )= [ pu(t)ci(x, t—1)dt
0 (18)
p;:k (X, t): g QDk(T)p]%(x, l‘,—‘C) dr
miissen also die Randwertaufgabe
Li[c&, pf]1=0,  L,[c¥, pE]=0 (19)
cx(x,0=0, pix,0=0 (20)
c(0,1)=0, pE(L t)=0o,(cos vt — 1)+ B, sin vt (21)

befriedigen.
Um diese Bedingung zu erfiillen, nehmen wir an, daf3 die Funktionen
c?, p? Losungen der folgenden Randwertaufgabe sein:

Ly[ci, pi]1=0,  Ly[ci,pi1=0 (22)
i(x,0=0,  pi(x,0)=0 (23)
ct(0,0=0,  pi(,t)=—paBycos w,t (24)

Das Problem (22), (23), (24) wird nun weiter verteilt.
Wir setzen

G+ p=p el @)

und es sollen die Funktionen c¢Z, p2' Losungen des nachfolgenden Randwert-
problem-Systems sein:

Li[c,p¢'1=0, L[, pi'1=0  (i=1,2) (26)
e'(x,0=0,  p¢'(x,0)=0

c2Y0,)=B,sinwit,  pil(,t)= — paB, cos wyt

(27)
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mit
22 22
G (x,00=0,  p;*(x,0)=0
t}(0,0)= —Bysinwyt,  pF*(L,1H)=0

Die Losungen des Randwertsproblem-Systems (26), (27), (28) sind aber
schon bekannt ([3], [4]):

(28)

. @ ) :
c?'=B, l:<cos — x—c,;sin —= x> sin w,t —
a a

(29)
Z k,; sm—~—xsma) i
pi'= —paB, [(cz,- cos i x+sin D x> COs wy t+
a a (30)
4] a)n
+ Y kycos —*F xcos w,,t]
(i=1,2)
CZl — _tg g‘;‘,f‘ l
cos — |
Wy
=—tg—1
Cap=—1§ p
Somit erhalten wir nach (25)
sin 2% x » ©
c,f:—Bk|: sinw,t+ Y k,sin =" x sin a),,t] 31
wk n=0 a
cos — |
a
cos 2% x ® »
pi = —paB, [ coswt+ Y k,cos —a—’i X COS w,,t:I (32
cos———l n=9
wobei
2a . @
kn=kn1+knz=“l‘(—1) pe Jpe (0, # w,)
gilt.

Mit diesen Funktionen (31), (32) k6nnen wir nun die Funktionen c*(x, t),
p*(x, t) (18) darstellen.
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Wir setzen
i (1) = Pra(T) + @1p(7)

(33)

zur Bestimmung von ¢,,(1), @.4(1) liefert die Gleichung (21) entsprechende

Integralgleichungen von Faltungstyp beziiglich ¢,, @4

t . t
g Pre(1)pi(l, t—7) dr= —paB, g Pra(7) COS O (t —7) dT =

=, (cos v t—1)
und

t t
] ous(0IpR (L =) dr= = paBy [ 91,(s) cos (1 —) dr=

=Bk Sin th

Die Losungen dieser integralgleichungen sind

1 2 B
paB, [wk <0Ck‘r Vk> -
2

% (o sin v, T— B, cos vkt):l

Ora(T) + Orp(7) = @i (1) =

vi—w

Vi

(34)

(35)

(36)

Nun kénnen die Funktionen cf, pf mit Hilfe der Formeln (18) berechnet

werden.
| (@xSiD
c,’f=———{ [ (B (1 —cos v t)+ oy sin v t) — o :l +
pa Wy k
cos — [
a
& %) 1—cos w,t
+ k,sin —= x| w? Py
n=0 a Vk Cl),,
t  sinw,t
_ak _— P +
wﬂ a)n
y?
w? .
Tk " (00 (@, SN Y E— v, SIN @, 1) —
Vk(w )

— By w,(cos v,t —cos w, t))]}

(37)



AKUSTISCHES SCHWINGUNGSFELD IN EINER ROHRLEITUNG 43

Wy
cOS —= X
pi= [ (cos vt —1)+ B, sin v, ]+
cos —% |
a
& w sin w,t 1—cosw,t
+ Y k,cos —"x w,f(—& -0y - ">+
n=0 a Vk a)" (D,,
(38)
i —vi

e (0, V1 (COS Vi £ — COS W, 1) +
vk(w'%_vz)( k k( k n)

+ B (v sin v, t — @, sin , t))]

2a . Wy
kn=—(=1) pre e W # W,

Es ist leicht einzusehen daB die Funktionen (37), (38) die Anfangs- und
Randbedingungen (20), (21) befriedigen.

Die Funktionen cf, pf kénnen wir noch vereinfachen.

Im Falle cf gilt ndmlich

.y
sin — x ek o
+aw, Y 5"—sin—a—”x§0 (39)

n=0

g(x)=

cos —% |
a

Auf Grund der Anfangsbedingung (23) und der Funktion (32) gilt

g'(x)=—= < + k,cos —= x> =0 (40)
a wk n=0 a
cos — [

und somit g(x)=-const., da aber g(0)=0 ist folgt g(x)=0.
Beziiglich der Funktion pf gilt

w
cos—"x

G(x)=

+of Y —’%—cos%”—xz—l (41)

cos %1
a
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Es ist ndmlich

+
ine

k, cos —C-Zi x) =0 42)

und nach den obigen Uberlegungen auch G'(x)=0, d. h. G(x)=const., da aber
G()=1, folgt G(x)=1.

Somit kénnen die Funktionen cf, pf in der folgenden Form angegeben
werden :

. Wy
wy sin — X
. a i
k= __{M (o sin vt — f,co8 v, 1)+
k
v, cos — [
k a
w . o, |w}{ sinw,t COs w, !
+ Y k,,mn-—"x[—&(ak ——h n>+
n=0 a n @ Vk (43)
Wi — Vi
+ ——— (o (@, Sin v, £ — v, sin @, ) —
(w7 — ) eOn S VSR )
— Brw,(cos v, t —cos w, t))]}
w
COS‘;;‘ X
p;ck=_~ak+ -————-65——~(OC,‘COS th-l'ﬂk Sln vkt)+
ces kl
a
o o [o? . cos w,t
+ ) k,,cos—-’ix[—‘-‘—@’fmnwnt-i-ak : ) +
n=0 a n \Vk @n (44)
2 2
wf—v
+ ———% (o (cOS vyt —cos w, ) +
n Vi

) W, .
+ B (sin vt — —v—"— sin cu,,t))} .
k

Esist leicht einzusehen, daB die Funktionen (43), (44) das Differentialglei-
chungssystem (19) befriedigen da nach (43), (44)
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1 w?—v?
k — Vi .
Ly[ct, p¥]= —5—— (0 Sin vt —
pa Yk

Wy
COS;"X . o
—-ﬂkcosvkt)<—————+ Y k,,cos—a—"x)=0 ist.
n=0

w,
cos — |
a

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist die Verallgemeinerung des im .Beitrag [4] gelSsten
Randwertproblems. Die Verallgemeinerung besteht darin, daBl am Anfang des Rohres an der
Stelle x =0 eine zeitlich periodische Geschwindigkeit und am offenen Rohrende (x =) ein zeitlich
periodischer Druck vorgeschrieben wird. Das mathematische Modell des Problems ist ein
partielles Differentialgleichunssystem mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen. Die
Anwendung des Duhamel-Prinzips und die Lésung zweier sehr einfachen Integralgleichungen
vom Faltungstyp fithren zur Losung dieses Systems.
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