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Bei der Losung aeroakustischer Aufgaben wird oft von der eindimen-
sionalen Wellengleichung ausgegangen und die den Randbedingungen
angepalite Losung gesucht.

Fiir die Priiffung von Druckschwingungen in Rohrleitungen scheint bei
hinreichend kleinen Schwingungsamplituden der Einsatz des obengenannten
physikalischen bzw. mathematischen Modells ebenfalls zweckdienlich zu sein.

Der konkrete Gegenstand der Untersuchungen ist im vorliegenden Falle
die Bestimmung des Schwingungsbildes in einer kolbenerregten Rohrleitung
mit offenem Ende. (Das Problem wurde im Laufe der Forschungsarbeit am
Lehrstuhl fiir Stromungslehre der TU Budapest aufgeworfen.)

Das Problem wurde bis jetzt in der Regel unter Anwendung einer
numerischen Methode gelost. Solche Methoden gaben jedoch iiber die
Resonanzfrequenz keinen Aufschlu und waren in deren Bereich ganz
unsicher. In diesem Beitrag geben wir eine exakte Losung mit Hilfe der
Laplace-Transformation an, u. zw. in zwei Formen. Die erste Form erhilt man
unter Anwendung des Entwicklungssatzes, durch welche die gesuchten
Geschwindigkeitsfunktionen c(x, t) und Druckfunktionen p(x, t) in Form einer
unendlichen Reihe angegeben werden. Die zweite Form ist mit den Reihen der
Verschiebungsoperatoren hergestellt und enthélt im Falle einer endlichen Zeit
t endlich viele Glieder. SchlieBlich wird eine nach einer elementaren (Bernoulli-
Fourier-) Methode erhaltene, ebenfalls exakte Losung angegeben, die formal
gleich der unter Anwendung des Entwicklungssatzes erhaltenen Losung ist.

Diese Losungen haben die Vorteile einfacherer Ubersichtlichkeit und
einer wesentlich kiirzeren Rechenzeit als die fiir die numerische Losung
erforderliche. Diese Methoden lassen sich auch — neben der Ldsung der
gegenwdrtigen konkreten Aufgaben, fiir allgemeingiiltigere Probleme
anwenden. )

Das aus den dem physikalischen ProzeB entsprechenden Bewegungs- und
Kontinuitdtsgleichungen hergeleitete mathematische Modell wird beziiglich
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der Geschwindigkeit c¢(x,t) und der Druckes p(x,t) durch das partielle
Differentialgleichungssystem (im weiteren PDGLS)
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Lo P pzxxi (M
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mit den Anfangs- und Randbedingungen
c{x,0)=0 p(x.0)=pg
c{0,t)= A sin wt pll.ty=po (11)

dargestellt, wo die Dichte p, die Schallgeschwindigkeit « und der
atmosphirische Druck p, Konstanten sind [11].

Das Gleichungssystem (I) im weiteren (GLS) ist das Analogon der
reduzierten Telegrafengleichung, wenn der Ohmsche Widerstand R und die
Ableitung G von einem Draht zum anderen gleich Null sind.

1. Losung mit Hilfe der Laplace-Transformation

Filihren wir die Laplace-Transformierte der Funktionen ¢(x. t) und p(x, t)
ein:

Flx,s)= ‘ clx, e dt
O

(1.1)

plx.sy= | plx.r)e ™ dr

0

Beide Seiten des Differentialgleichungssystems (im weiteren DGLS) (I)
der Laplace-Transformation unterzogen, ergibt sich unter Berlicksichtigung

der Anfangsbedingungen — aufgrund der bekannten Elementarregeln der
Laplace-Transformation [9] —. daf}
_ I dp
§C = —
P dx
(1.2)
dé 1
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Aus der ersten Gleichung von (1.2) ¢ ausgedriickt und in die zweite Gleichung
von (1.2) eingesetzt, erhédlt man fiir p die Differentialgleichung (im weiteren
DGL)
d’p s s
b2 5=_2%P0 (1.3)
dx*  a° a-

Diese ist fiir die Funktion p(x, s) eine gew&hnliche, inhomogene DGL zweiter
Ordnung.

Die allgemeine Losung von (1.3) angeschrieben und in die erste
Gleichung von (1.2) eingesetzt, erhilt man die allgemeine Losung des DGLS-s
(1.2) in der Form

- X X Po
p=och—s+fsh—s+ —
a a
(1.4)
. x X B
¢=——sh—s— —ch~-—s,.
pa a pa a

wo die Koeffizienten «, ff beliebige Konstanten sind. Die Werte letzterer lassen
sich aus den Laplace-Transformierten der Randbedingunzen des Problems
eindeutig ermitteln, da

i . s B y ‘ - 4(1)
((O 5)= [ ((O fle S di= ( Asinmr e S dr = i
° 0 S ON
{1.5)
pll.s)y= § plliye ™ dr= [ pye dr=""
0 0 s
Unter Beriicksichtigung der Gieichheiten (1.4) und (1.5) erhdlt man
Po i l Po
- ch~s+fsh-s+ —
S i a s
(1.6)
Aw B
A\ + (,’)2 - /)a
und davon
B Awpa
- 5?4+ w?
(1.7)
Awpa l
a4= ———th-s.

2 2
ST o) a
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Werden nun die Werte o und f in die Formeln (1.4) wieder eingesetzt, so
erhdlt man mit den sich auf die hyperbolischen Funktionen beziehenden,

elementaren Umformungen fiir die Laplace-Transformierten der Funktionen
c{x, t) und p(x,t) die letzten Formeln:

I—x
Awpash (———— s>
a

)
(s?+w?)ch-s

a
l—x
Awch (—»——~s>
_ . a

cl{x, s)=

plx, s)= Po +
S

(1.8)

[
(s*+w?)ch-s
a

Es bleibt noch die Riicktransformation der Operatoren (1.8). Diese kann
mit Hilfe des sog. Entwicklungssatzes durchgefiihrt werden, der ausfiihrlich fiir
€(x, s) gezeigt wird, wihrend fiir p(x, s) nur das Ergebnis mitgeteilt werden soll.

F(s
Entwicklungssatz : Die Laplace-Transformierte sei der Form # und alle
S

Wurzeln von G(s) seien einfach, dann 4Bt sich die inverse Laplace-

s) .
in der Form

§)

Transformierte von

N F(s,)

) Snt 19

=G5 € (12
anschreiben, wo s, die verschiedenen einfachen Wurzeln von G(s) bezeichnet,
und in (1.9) die Summierung fiir simtliche s, durchzuftithren ist. In (1.8) sind fiir
¢(x, s), von dem Faktor Aw abgesehen

F(s)=ch ({‘a_* s), G(s)= (s*+w?)ch—s.

/

Die Wurzeln von G(s) sind einerseits sich aus s* + w? =0 ergebende Zahlen

s=+iw, (1.10)
anderseits die sich aus

l [
ch~s=cosi-s5=0
a a
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Sy=1

~1 2

(1+2n)g—, n|=0,1,2. .. (1.11)

ergebenden Zahlen.

Es ist zu erkennen, daB sich simtliche Wurzeln auf der imaginidren Achse
befinden. Die erhaltenen Wurzeln sind einfach, wenn

a

w%l

(1+2n)g—=o),,, n=0,1,2 ... (1.12)

Im weiteren wird angenommen, daB} (1:12) erfiillt ist.

Wir werden sehen, daBl die Frequenzen w, die Eigenfrequenzen
(Resonanzfrequenzen) des Systems sind. So stellt (1.12) eine auch physikalisch
plausible Voraussetzung dar.

Da

) ) !
G'(s)=2sch-s+ - (s*+w?)sh-s (1.13)
a a a
gelten,

[ I
G'(tiw)=t+2iwch—im=+2iwcos—w
a a

. [—x [—x
F(tiw)=ch|—/|iw | =cos|——w }.
a a

Damit ergibt sich die Summe der zu den Wurzeln s= +iw gehdrenden beiden
Glieder in (1.9) zu

[—x I—x .
cos — w S cos — w |sin wt
B Co B S
i
2w cos—w : @ COS ~ ()
a a
Anderseits hat man bei nicht negativem n mit (1.12)
i e = — T drm |sn]i F e
i | =—|w?— = — — n)|=
12 i g g I+ shis :
T A ,
=i— (0" —w;)sm| - (1+2n) | =(—1)i— (0" —w;) (1.15)
a 2 a
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arn [—-x\a =
=cos{{l——J=(1+2n)|=cos|—uw, |. (1.16
)2 a

Wird anstelle von n —n—1 geschrieben, bleibt der Wert von F(...)
unverdndert, wihrend G'(. . . }das Vorzeichen dndert, wie es aus (1.15) zu sehen
ist. Damit ergibt sich die Summe der zu den Werten n und —#n — 1 geh6renden
beiden Glieder in (1.9) zu

a [ ~x
(—1)Y'—cos (——-— cu,,)
{ a

und

- > 5 [elw,‘l —p —Il!),,[] —
(w” —w;)
[—x
cos w,
2a . a )
=—(—1y——s—s—sinw,t. (1.17)
/ w* —w:

n

Danach auf den Faktor Aw zuriickgebracht, ergibt sich nach (1.9), (1.14) und
{1.17)

[—x .
A cos w |sin ot

(x.1) a 4 2Awa
c(x, t)= .
’ / /
Ccos —
a
[—x
. cos - w,
<y (=1 L sin w1 . (1.18)
"0 W —o;

Wiederholt man das Verfahren Wort fiir Wort, ergibt sich fiir die Funktion

p(x,t)
o (l-x
sin{ —— o |cos wt
a 2wa

plx,t)=po+Apa | — ; +

CO8s — w
a
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C{l—x
sin{ —— w,
a

——coSw,t |. (1.19)

n

n=0

2
w”—w

Ist bei festgesetztem n w—w,, so ist zu erkennen, dal die Amplitude der
Schwingung mit einer Frequenz w, immer groBer wird. Die Frequenzen w, sind
also tatsdchlich die Resonanzfrequenzen des Systems. Im Grenzfall, wenn
w = w,, stellt sich die Resonanz ein und die Zusammenhinge (1.18) und (1.19)
werden sinnlos.

Das Problem kann auch bei Resonanz unter Anwendung der fiir den Fall
von mehrfachen Wurzeln giiltigen, modifizierten Form des Entwicklungssatzes
geldst werden. Dies wird jedoch in dem vorliegenden Beitrag nicht behandelt.
Statt dessen wird eine andere Riicktransformationsmethode gezeigt, die auch
den Fall der Resonanz erfaBt. Auch diese Methode soll nur in Verbindung mit
der Funktion é(x, s) ausfiihrlich dargelegt werden, wihrend wir uns fiir p(x, s)
mit der Angabe des Endergebnisses begniigen werden.

Der zweite Zusammenhang von (1.8) [d8t sich in Form

I-x I—x
e a '\_{._e“ a

c{x,s)=Aw ; o=

(s2+w?)(ea”+e a%)

x 21—~ x
SEa, ()

=Aw (1.20)

21

(24w (1+e %

umschreiben. Da es fiir s mit hinreichend groBem Realteil gilt, da83

1 - e
g = L (=1pe
l4+e «® n=0

ist

Au x _‘.\'+2nls_ _2l(n+1)—.\'s
c(x, )= e Z (~1)"[e a T4e a :} (1.21)

2 2
R o &

Die erhaltene Formel enthilt unendliche Reihen von Verschiebungsopera-
toren, kann also leicht riicktransformiert werden.
w

Da die Inverstransformierte von ist sin wt, ergibt sich unter

Anwendung des Verschiebungssatzes der Laplace-Transformation sogleich

5*
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. )=AY (-1)"[7<t— X+a2"1> +y<r—2("+”1"x>} (1.22)
n=0

sinwt, wenn =0
0, wennt<0

wO

“y
i

(1.23)

In einem beliebigen endlichen Zeitintervall reduziert sich die unendliche
Reihe (1.22) auf eine endliche, weil bei festgesetztem ¢, ein n, existiert, bei dem
im Falle von n>n, die Argumente der in (1.22) vorkommenden Funktionen
negativ sind. In bezug auf eine je ldngere Zeitdauer der Vorgang untersucht
wird, um so mehr Glieder miissen in der Reihe (1.22) beriicksichtigt werden.

Den Gedankengang beziiglich p(x, s) wiederholt, erhdlt man

< )
p(x, 1)=po+Apa ¥ (Hl)n[? (t_ X+a.nl> B

n=0

_})(t—_Z(n—Fl)l——x):l‘ (124)
a

Die Losungen (1.22) und (1.24) sind fiir jeden w-Wert giiltig, aus diesen
1Bt sich also feststellen, wieviel Zeit bei w = w,, d. h. bei der Resonanz{requenz,
vergehen muB, damit die obengenannten LOsungen eine gewisse obere
Schranke iiberschreiten.

Ubrigens miissen bei @'+ w, die Losungen (1.18) und (1.19) im Sinne des
Existenz- und des Eindeutigkeitssatzes gleich den Losungen (1.22) und (1.24)
sein.

2. Losung nach der Bernoulli-Fourier-Methode

Betrachten wir die Randwertaufgaben (I) (II), und setzen wir die
gesuchten Funktionen ¢(x, t) und p(x, t) als Summen von Produktfunktionen
an., d. h.

p= Y Pax)galt).

n=—1

Die Funktionen (2.1) in das DGLS (I) eingesetzt, erhdlt man die Zu-
sammenhédnge
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wo 4, und y, einstweilen beliebige reale Zahlen sind und durch einen Punkt die
Derivierte nach der Zeit bezeichnet wurde. Die Trennung der Verdnderlichen
kann auch durchgefiihrt werden, wenn die Funktionen in den Nennern nicht
tiberall von Null verschieden sind; es geniigt, daB es in dem betreffenden
Bereich einen solchen Ort gebe (s. [12], [13]).

Aus den Zusammenhidngen (2.2) ergeben sich fiir p, und d, die
Differentialgleichungen

Pn(X)+vap,(x)=0

(2.3)
- Hy (.1-,,(1‘)-\‘—(12\',‘,’"(1"(1‘):0
mit v, = —.
/""
Die allgemeine Losung der DGL (2.3) lautet:
Dy =Cpy1 COS VX +C,5 SIN WV, X
(2.4)

d,=k,, cosav,t+k,,sinav,t.
n nl n n2 n

Dann erhédlt man aus dem ersten Zusammenhang von (2.2) auch die
Funktionen ¢,(x) und q,():

Cp= /:v:/'ln(cnl COS VX — Cpyq sin \’,,X)
Gn= — Pai, (k5 COS av,t —k,, sin av,t).
Schreiben wir die Losungen der Form (2.1) in foigender Form:

c=4A_ypu_{cosv_yx—c.yysinv_,x)k_,,sinav_r—
oL
= Y AnlyCpy kpp SID v, X SIN aV,t

n=0

p=po—pallc_ycosv_,x+sinv_ x)i_ypu_rk_y -

AW
"COS AV_ T+ Y Cpy COS VX * Ayl kyy COS av,f]
n=0 .
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Daraus wird durch ¢(x, t) die Anfangsbedingung c(x, 0) =0 befriedigt, und
fur die Randbedingung ergibt sich die Gleichung:

c0,t)=/A_qu_k_,,sinav_jt=Asinor.

Unter Beriicksichtigung dieser Gleichung konnen die Losungen (2.5) in der
Form

w LW .
c=A{cos—x—c_,;SIn—X |sinwt—
a a

-
— Yk, sin v,xsin avyt
n=0

w Cw
p=po—pa !:A (C..l.l Cos—x+sm~x>cos wt +
a a

-
+ Y Kk, €08 v,x COS av,,t:]
n=0

geschrieben werden.

Die Konstanten c_;, und k,, werden aus den fiir die Funktion p
festgelegten Rand- und Anfangsbedingungen bestimmt. Aus p(l, )= p, ergibt
sich, daB

Y q ( . 1>7r
i y=—tg—1 und v,=|n+ —]—,
C-1.1 ga . 57
und aus der Bedingung p(x, G)=p,

_ 2Awa 2Awa

knz“—“ - 5 = 3 I
Il w*— (n + }—> a E>~ Hw™ =)
2 /

Damit ergeben sich die gesuchten Funktionen zu

24wa _

w w . W .
c=A(cos-x+tg-«1-sm—x>sma)t+
a a a

.y, .

sin — Xx sin w,t
» &3
y —2 ~

BRI R 2
e 0 w* — W, 2.7)
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(€3] w W
p=Dpo+paAd {(tg—l'cos—x—ﬂm—-x)cos wt +
a a a -

w,
- COS— X COS ), f
- a
+ I Z 2 2
n=0 W™ -

n

Es ist gleich zu erkennen, daB} die Losungen (2.7) gleich den Lb‘sungen‘
(1.18) und (1.19) sind. '

Die Funktionen (2.7) konnen auch in der Form

c=—f{sinw|t——}+sinw|t+—|+tg—Ilcosw|t——]~
2 a a a

a

1 X )
p=po+pad {m [sin w (z‘—— —> —sinw (
2 a
w X b’
+tg— l(cos w(r— ——) +cos w <t+ —)
a a
X X
cos w, <r - —> +Ccos w, (t + ~>
a a

2 2
" —w;,

wa
l

n

-+

it §
Ap1s

angeschrieben werden, wodurch die physikalische Interpretation der Losung
(fortschreitende Welle) erméglicht wird.

Die Losungsfunktionen (2.8) konnen auch noch in der Form

rl2)er ()
o) o 3]
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geschrieben werden. Die letzteren Formeln kénnen aus dem DGLS I direkt
ermittelt werden, wenn die unabhdngigen Verdnderlichen nach der Charakte-
ristik

transformiert werden. Dann erhilt man die Differentialgleichung

)

j»3
~<

|

__ 1o _ L (2.10)

pa én’ pa ¢&

o)) { o
=0
o

a3

Werden nun die Funktionen ¢ und p in der Form
c=c(E)+di(n), p=pi(&)+q,(n). (2.11)
angenommen und in (2.10) eingesetzt, erhdlt man die Beziehungen

1 1
(ilz‘f‘fll, (‘12’_[71. (212)
pa pa

Die Beziehungen ¢, = f und d, = F eingefiihrt, erhdlt man die Formeln (2.9).
Wird die Trennung der Verdnderlichen angewandt, besteht die iibliche
Art und Weise der Losung des PDGLS-es (I) darin, daB es nach Euler aufeine
PDGL zweiter Ordnung zuriickgefithrt wird. Im vorliegenden Falle bietet
jedoch die Befriedigung der Randbedingungen (II) groBe Schwierigkeiten.
Nach dem oben beschriebenen Verfahren wird die Trennung der Verédnder-
lichen direkt auf das Differentialgleichungssystem angewandt, und so kdnnen
die Randbedingungen (II) ohne jede Schwierigkeit befriedigt werden. Das
DGLS (I) ergibt sich aber unmittelbar aus dem physikalischen Modell.

3. Anwendung

Betrachten wir ein an dem einen Ende offenes Rohr von 5m Linge, wo
sich am anderen Rohrende ein Kolben mit der Geschwindigkeit 4 sin wt
bewegt. A=rw, wobei r=0,022m die Linge des Pleuels ist, wihrend die
Kreisfrequenz w=447,8, die Schallgeschwindigkeit a=347.8, der atmosphi-
rische Druck p, =108 004, die Dichte= 1,25 sind.

In der Sekunde t=0,216 wird das Verhiltnis der Geschwindigkeitsver-
teilung zu der Druckverteilung die Rohrldnge entlang wie folgt sein:
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c p
a Po
x=0 1 0,01746321 0,988 708 6519
3 0,026 377 80 0,999 1658074
5 0,032 58298 1,009 708 647 4
7 0,035441 38 1,019254 258 6

9 0,034 659 40
11 0,03031737
13 0,022 86126
15 0,01305695

1,026 8221582
1,031 6350055
1,0331984463
1,0313518908

17 0,00191149 1,026 285009 1
19 —0,00943031 1,0185182485
21 —0,01980347 1,008 849376 2
23 —0,028 14251 0,998 2715354
25 —0,03359088 0,9878712348
27 —0,03558894 09787167468
29 —0.03393146 0.971 7483796
31 —0,028 788 69 0,967 6818926
33 —~0,02068888 0,9669349774
35 —0,01046400 0,969 5843537
37 0,000 835 69 09753578894
39 0,012049 55 0,983 6625527
x=5m 41 0,017 486 68 1,0000000000

Zusammenfassung

Zweck der Arbeit ist, das sich in einer durch einen Kolben angeregten Rohrleitung mit offenem Ende
ausgestaltende Schwingungsbild zu ermitteln. Das mathematische Modell der Aufgabe ist das PDGLS mit
entsprechenden Randbedingungen, das das Analogon der Telegrafengleichung ist. Die Losung wird — im
Gegensatz zu den bisher iiblichen, numerischen Methoden — nach einem exakten Verfahren analytisch
angegeben. So ist die Losung mathematisch leicht iibersichtlich und die Berechnung wesentlich weniger
zeitaufwendig als eine numerische Methode.

In der Arbeit wird die Ldsung zuerst mit Hilfe der Laplace-Transformation, dann nach der Bernoulli-
Fourier-Methode hergestellt, u. zw. direkt aus dem DGLS, das sich aus dem physikalischen Modell ergeben
hat. Mit Hilfe der Laplace-Transformation wird das Problem zuerst unter Anwendung des
Entwicklungssatzes, und dann mit den Verschiebungsoperatoren gelost. Die letztere Losung ist fir alle
Kreisfrequenzen w, also auch fiir die Resonanzfrequenz giiltig, und besteht fiir eine endliche Zeit aus
Gliedern endlicher Zahl. So kann die Zeit bestimmt werden, nach der die durch die Resonanzirequenz erregte
Schwingung gefdhrlich wird.
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