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Die Schwingungsgleichung mit zufdlligen Koeffizienten wurde von
einigen Autoren, z. B. F. Koz~ [5], T. K. Cauchey und A. H. Gray [2], E. F.
InrFanteE [3] und H. Bunke [ 1], untersucht. Als Andwendung der allgemeinen
Resultate aus [ 1] und [6] betrachten wir in dieser Arbeit das asymptotische
Verhalten von Losungen der Schwingungsgleichung mit asymptotisch streng
stationdren zufilligen Koeffizienten.

Im weiteren brauchen wir folgende Begriffe und Resultate.

Einen stochastischen Prozess x, (f € T <= R'), dessen Realisierungen fast
alle auf T stetig sind, nennen wir R-stetig auf T ([1]).

Ein stochastischer Prozess x, heiBt in einem Intervall T R-Ldsung
(realisierungsweise Losung) der stochastischen Gleichung

f=f(x,1,0),

wobei we, (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, wenn fast alle
Realisierungen von x, im Intervall T der gewohnlichen Differentialgleichung

)&I(U)):.f(xl(a))v f, CU)

geniigen ([1], [4]).

Ein n-dimensionaler stochastischer Prozess x, heiBt strengt stationdr,
wenn alle endlichdimensionalen Verteilungsfunktionen der Gestalt F(x,. ...,
Xpib +1, ..t FT)(x;eR"t,te T i=1, ..., k)unabhidngig von t sind ([1]).

Im Folgenden bezeichnen wir mit |||} die euklidische Norm von
Vektoren bzw. von Matrizen, und mit Ex den Erwartungswert von Xx.

Aus Satz 5.15in [1], S.120, von H. Bunke folgt unmittelbar das folgende
Resultat fiir den stationdren Fall.

SATZ 1. (H. Bunkg, [1], S. 123) Wir betrachten die Differentialgleichung

X,zf(x,,z,)—%—g(x,,z,). (1)
Es seien folgende Voraussetzungen erfiillt:
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(1) f(x,z) und g(x,z) sind auf R"xR™ stetigen n-dimensionale
Vektorfunktionen. Es sei (0, z)=0, ze R™

(i1) z, ist ein R-stetiger streng stationdrer m-dimensionaler Vektorprozef3.

(ii1) Es gilt [l g(x, 2} | S o(z,) (mod P) mit Eg(z,)< o und

lglxi.z)—gxz. ) 1= Bl X — x| (mod P),

wobei f hinreichend klein ist.
(iv) Es gibt eine reelle Matrix A, deren charakteristische Zahlen negative
Realteile haben:
max Rei,<—p<0,

1<ign

so dal}
W fxy z) = flxa, z)— Al —xo) lE Sxllxy —xa | (mod P)

mit hinreichend kleinem y gilt.

Dann existiert auf R' eine R-Losung x? von (1), fiir die (x?, z,) streng
stationdr ist, und jede R-Lsung x, von (1) konvergiert fast sicher exponentiell
gegen diese streng stationdre R-LOsung.

Wegen der Voraussetzung (iv) haben wir die Abschitzung

lle'" | <ke " (k=const.120). (2)
H. Bu~ke hat gezeigt, dass

lim (¢" || x,—x2!])=0 (mod P) (3)

=y

mit 0 <e<p—k{y+f) fiir jede R-Ldsung x, von (1) gilt.
Aus Satz 2.2 in [6] folgt unmittelbar das folgende Resultat fiir die
Gleichung

Y= f(x. )+ gy, o)+ hix. 2, (4)

bei der die Stérung h(x,, t, z,) asymptotisch klein und im allgemeinen abhéngig
von t ist. »
SATZ 2. ([6]) Es seien die Voraussetzungen (i), (ii), (i), (iv) des Satzes 1
und folgende Voraussetzung erfiillt:

(v) h(x,t,z) ist eine aufl R"xR'xR™ stetige n-dimensionale
Vektorfunktion und es gibt eine stetige Funktion y: R' x R™—[0, =), so daB

Nhix,t,z)|S¥le. z) (mod P)
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gilt. Wenn
lim ¢(t,z,)=0 (mod P)

=

erfiillt ist, dann konvergiert jede R-Losung x, von (4) fast sicher gegen die
streng stationdre R-Losung x° von (1), d. h.

lim || x,—x2{|=0 (mod P)

gilt, Wenn
lim (e®y(t,z,))=0 (mod P)

[ Sl
fir ein 6> 0 erfiillt ist, dann konvergiert jede R-Losung x, von (4) fast sicher

exponentiell gegen die streng stationdre R-Losung x° von (1), d. h.

lim (e || x,—x2|)=0 (mod P)

[ndi> o

mit 0<e<min[J, p—k(y+p)] gilt.

Als Anwendung des obigen Satzes 1 hat H. Bu~ke ([1]. S. 123) die
Schwingungsgleichung mit zufédlligen Koeffizienten

Vit (a+z,)0+ b+ 22 =0y, V)Z3 + Zar » (5)
wobei a>0,4b—a’>0und E |z, | <90 . z,=(21, 22 Z31» Z4,) €i01 R-stetiger
streng stationdrer ProzeB, ¢ eine auf R? definierte stetige beschrinkte reelle
Funktion mit
lo(w)—o@)|Sullu—vl], u veR?*,

1st, betrachtet. Gilt

‘211[+l221!+/~l[z31‘<k_1<g - 6) (mOd P)

2 |
k:(a -+ -/-><1 + E(a—k/.)),

A= _/4b—a®

mit ein 6> 0, wobei

a=|sinarctan ia~ |71,

7*
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dann hat (5) eine R-Losung y? , fiir die (y0, y°, z,) streng stationdr ist, und fiir
jede R-Losung y, von (5) gilt mit 0<e<d

lim (| y,~y¢ [+] 3, =37 [)=0 (mod P).
Nun betrachten wir als Anwendung des obigen Satz 2 das asymptotische

Verhalten von R-Losungen der allgemeineren Schwingungsgleichung mit
zufdlligen Koeffizienten

V+la+z +ki(v, v, 0 z) 0+
+b+zo + ko (e, Vi, 2) ]V = GV V)23 + 24+ (6)
+k3(,"’t&_\.’n Z, Z,),
wobei a, b, ¢ und z; (i=1, 2, 3, 4) wie bei (5) sind. Es seien folgende
Voraussetzungen fiir die Stdrungen k; (i=1, 2, 3)in (6)erfiillt: k;: R*—> R (i=1,
2, 3) sind stetige Funktionen, und es gibt stetige Funktionen i;: R*—[0, )
(i=1, 2, 3), so daB}
lki(x, 6, z) | (e, z) [ x|I7' (mod P),
xeR*\ {0}, teR', i=1,2,
und
1]{3(,\', L, Zl)[ élﬂs(l‘, Zr) (mod P)
xeR?*>, teR!,
gilt.

Mit der Substitution x,=y,, x,=7j, erhalten wir aus der skalaren
Gleichung (6) folgendes System zweiter Ordnung

i‘—[ 0 : ]\H—[ 0 —J"r‘
o ~(b+zy) —(a+zy) ] o(X)z3,+ 24,

0
+|:~k2(x9 L, Zr)xl —“kl(x9 L, :l)'\(2+k3(xe , ZI)]

mit x=col (x;, x,). Das System (7) hat die Form (4) mit

o[k
f(J&~,-/~t) = ~(b+221) ~(a+21r) -
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g(x, z)=col (0, o(x)z3, + z4,) ,
und
h(x,t, z,)=col (0, —ky(x, 1, z,)x; —ky(x, 1, z,)x3 + k3(x, £, 2,)) .

Wegen unserer Voraussetzungen fiir die Stoérungen k; (i=1, 2, 3) gilt
lh(xz) D Slkalxy [Tk [+ ks ISy +¥a+ s

(x£0, modP),
und
” h(oe f, :I) “ =! k3(09 L, Zl) ! glj/?)(tv zl) (mOd P) B

d. h., die Voraussetzung (v) des Satzes 2 in diesem Fall mit =1, +, + /5 ist
erfiillt.

Durch Anwendung des Satzes 2 auf das System {7) erhalten wir folgendes
Resultat fiir Gleichung (6): Es seien die Voraussetzungen von H. Bunke fiir die
Koeffizienten der Gleichung (5) und die obigen Voraussetzungen fiir die
Stérungen k; (i=1, 2,3} in (6) erfiillt. Wenn

lim ¢;(t,z,)=0 (i=1,2,3; modP)

1=

erfiillt ist, dann gilt fiir jede R-Ldsung y, von (6)

lim (| y, =32 [+] 5, —¥2])=0 (mod P),

o

wobei y? die streng stationire R-Ldsung von (5) ist. Wenn

lim (e*'§(t,z,))=0 (i=1,2,3: mod P)

| Bl ¢

fir ein 6;>0 (i=1, 2, 3) erfiillt ist, dann gilt fiir jede R-Ldsung y, von (6)

lim e*(] y, =7 [+| 5 =3’ 1)=0 (mod P)

e &

mit 0 <e¢<min (min (3, J,, 3), 8), wobei y? die streng stationire R-Ldsung
von (5) ist.

Wir bemerken, daB die streng stationiire R-Losung y° von (5) mit Hilfe
der sukzessiven Approximation gesucht werden kann (siche den Beweis des
Satzes 5.15 in [1]. S. 120-123).

Der Autor dankt Prof. M. Farkas fiir das Durchlesen des Manuskriptes.
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Zusammenfassung

Wir zeigen unter gewissen Voraussetzungen, daB die R-Losungen der Schwingungsgleichung mit
asymptotisch streng stationdren zufilligen Koeffizienten

WHla+zy+k g0+ b4z + kv, =0y, p)za+ 24, ks,

ki=ki(y,, ¥ 1, 2) (i=1. 2, 3), asymptotisch streng stationir sind.
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