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Для исследования тела подвергающегося малой деформации 

служит закон сохранения массы, уравнение движения и кинематические 

(или геометрические) уравнения. Число неизвестных функций, основных 

функций, в этих уравнениях превосходит число уравнений на б. Поэтому 

требуется еще б уравнений. Эти уравнения можно обобщить под 

названием закона материала. 

1. Используя уравнение движения и кинематические уравнения 
можно показать, что если в каком-либо теле вызываем волну ускорения, 

то за фронтом волны <р(Х, у, Z, t) обычно тело становится анизотропным. 
Это происходит и тогда, если тело первоначально было изотропным. Все 
это выявляется из нижеследующих. 

Пусть будут вдоль фронта волны скачек ускорения vg, скачек в 
производных тензора напряжения J!' n и в про из водных деформациях 
к . п. Здесь g и n - единичные векторы, J! и к - симметричные тензоры 

второй степени. n нормаль фронта волны и пусть еще будет а 

скорость распространения волны. и наконец Р плотность массы тела. 

После этого условием кинематической совместимности волны уско­
рения является 

- ак = v(gn + ng) (1) 

где векторы g и n диадически умножены. Условием динамической 
совместимости волны ускорения является 

- PG\'g = J! . n (2) 

(J! и n скалярно умножены.) 

Предположим, что единичный вектор е является таким. что 

J!' е= f.1e, 

то есть является собственным вектором тензора /.1. Умножая 1. на е и 
вводя обозначения е' g=cos сх и е' n=cos f3 получаем следующее 

выражение: 

- ак . е = "(g cos f3 + n cos сх) (3) 

1* 
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Видно, что К' е вообще не параллельно е, то есть е на является 

собственным вектором те!IЗора К, Н, таким образом, за фронтом волны 

тело обычно становится аНИЗОТРОПНЫI\1. Из 3. также следует, что К' е, g и 
n находятся в одной плоскости. 

2. Закон материала принимают в различных формах, имеются 

предложения и л:ля его определения [1]. Ь дальнейшем на основе ;10 сих 
пор не примененного соображения, попытаемся построить общий закон 
материала. удовлетворяющий условию, требующему существование 

волны ускорения и ее ограниченное распространение [2], [3], по-прежнему 
учитывая только механические взаимодействия. 

Принимая во внимание, что основные функции: скорость Ui , 

координаты тензора напряжения (J" и координаты тензора деформации "" 
в перечислеНIiЫХ известных общих уравнениях фигурируют в форме 

первых производных по :vlecTY и времени, закон материала F" = О ищем 

как функцию основных функций, их первых производных и координат 

места и времени. Пусть координатами места будут Х 1 ' Х 2 ' Х з , координа­

той времени -Х4 : обобщая Xi' Индекс принимает значение 1, 2, 3,4. 
СОПРОВОЖ;1ающий индекс q не означает суммирование. ИН;1екс i 

"'-' 
принимает значение 1, 2, 3 и Ui является координатой скорости в 

прямоугольной декартовой системе координат. Индекс ':J. принимает 

значение 1,2,3,4,5, б и означает соответствующие координаты тензоров 
в вышеуказанной системе координат. Вве;1ем сле;1ующие обозначение 

cJ(J" r' 

для частного производного по Xi координаты (J,,:~ ::::: (J"i: ооозначения 
CXi 

частных про из водных по месту и времени аналогичные и в ;1рУГИХ 

случаях. 

Пусть <P(Xi)=O - фронт волны ускорения. В случае вектора 

скорости обобщенную амплитуду волны ускорения обозначим через Vi , в 

случае производпого тензора напряжений через Р" и в случае про извод­

ного тензора деформаций к". Кроме уравнения динамической и кинема­

тической совместимости волны ускорения [4] введем условие совмести­
мости материала. Если значение закона материала перед фронтом 

волны F,,=О;и за фронтом волны F,,=O, тогда уравнение совместимости 
материала имеет вид 

I,,:::::F,,-F,,=O 

Эти шесть уравнений содержат одну и ту же неизвестную функцию 
?<р 
-;;-:- ::::: <Pi' И таким образом представляют дифференциальное уравнение 
CXi 

фронта волны. Эта частная система дифференциальных уравнений не 
является линейной и только тогда можно определенно получить ту же 

функцию <p(xJ, если функции I" образуют инволютивную систему 
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функций [5], [6]. Система функций J~ является инволютивной, если скобка 
Пуассона тождественно равна нулю, то есть удовлетворяется тождество 

[5] 

Из этого следует следующие общие свойства закона материала: 

(4) 

и при этом 

(5а) 

к чему присоединяется 

(6) 

И тогда является определенно инволютивной система функций. то 

есть существует волна ускорения, если наряду с уравнением (4) 

(5б) 

в этом случае нет необходимости в уравнении (6). L j ,9ry фигурирую­
щая в уравнениях обычно является функцией основных функций. ИХ 

производных И координат места-времени. Совпадающие индексы в 

произведении членов формул означают суммирование. 

Из уравнения (6) следует, что если тело неоднородное иреономное. 
тогда это связано с полем начальной деформации, напряжения. или с 

обеими. В случае неоднородных реономных тел не можем исходить из 

естественного состояния см. [7] или [8]). 
И наконец, одно замечание к уравнениям. Экспериментальное 

определение закона материала на основании уравнений (5а) и (5б) 

кажется возможным путем измерения фронтов волны ускорения <P(Xi)' 
измерения скорости распространения волны и обобщенных амплитуд 

волны напряжения и деформации с использованием дифференциального 

уравнения (4). 

Резюме 

Задача исследований относится к тому С.lучаю. когда описываемое движение те.lа 

уравнения движения и геометрические уравнения недостаточны д.1Я опреде.1СНИЯ 15 
неизвестных функций. Недостающие шесть уравнений ишем. преДПО.lагая. что можно в 



190 :1. БЕДА 

теле возбудить волну ускорений и что искомые функции содержат первые производные 

координат тензора напряжений и деформаций, фигурирующих уже в известных 

уравнениях. Во время исследований выявляется, что за фронтом волны ускорения 

вначале изотропное тело станет анизотропным. Можно определить и то, что искомые 

щесть уравнений составляют инво.1ЮТИВНУЮ систему функций ПОС1е испраВ.1ения 

начальных значений приближения и вследствие этого можно согласиться и с тем, что еС.1И 

тело анизотропное и реономное, тогда к наЧ<L1ЬНОЙ стадии относится какое-то поле 

напряжений или поле деформации И,lИ оба. 
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