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In einer vorigen Arbeit [ 7] habe ich die analytische Losung des rdumlich
eindimensionalen linearisierten p(x,t) Druck- und c(x,t}) Geschwin-
digkeitsfeldes einer Gassdule in einer Rohrleitung unter folgenden Voraus-
setzungen angegeben. Das geradlinige Rohr habe die Linge I(0=x<)).
Die Gassdule wird im Rohre an der Stelle x=0 mit der vorgeschriebenen
(Kolben, oder Membran) Geschwindigkeit ¢(0,t)= A4 sin wt angeregt. Am Ende
des Rohres herrsche der Druck p(l, t)=p,=const. des angekoppelten (techni-
schen) Systems.

Zur Zeit t =0 sei die Geschwindigkeit der Gassdule ¢(x,0)=0, und der
Druck p(x, 0)=p,.

Die Randbedingung p(/, t)=p, kann technisch nur als eine Ndherung
nullter Ordnung angesehen werden. Daher wollen wir im folgenden annehmen,
dass sich am Ende der Rohrleitung der Riickkoppelungsdruck des angeschlos-
senen Systems zeitlich dndert, also durch p(l, t)=p,+ 4p(t) dargestellt wird,
wobei Ap(0)=0 ist,

Die linearisierte Eulersche Bewegungsgleichung und die Kontinuititsbe-
dingung ergeben das hyperbolische partielle Differentialgleichungssystem

dc 1 dp

_ Cc 1 dp
LZ[C’p]=5;+p717_67_ (1)
mit den Anfangs- bezw. Randbedingungen
c(0,)=Asinwt, c¢(x,0)=0
2)

p(,)=po+4p(t), p(x,0)=0

Um zu einer (vorldufigen) technischen Ubersicht zu gelangen wollen wir 4p(r)
in der speziellen Form

Ap(t)= B(cos vt — 1) 3)
annehmen.
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Damit ist die Bedingung 4p(0)=0 erfiillt.

Es ist also das Randwertproblem (1), (2) zu I6sen.

Zum Aufbau der Losung benutzen wir die wiederholte Anwendung des
Duhamel-Prinzips. Nehmen wir die Losung in der Form:

1

c=cl(x,0)+ [ p(r)c*(x, t—1)dr=c" +*
o

(4)
p=p'x, )+ [ p(®)p*(x,t—1)dr=p' +p*
0
an.
Die Funktionen ¢! und p! sollen das partielle Differentialgleichungssystem
L[} p']=0,  Ly[c', p']=0 (5)
und die Nebenbedingungen
c*(0, )= A sin wt, cx,0)=0
(6)
pl(ls [)=p0’ pl(x90)=p0
befriedigen. Das ist gerade das Problem, das in [7] bereits gelost wurde.
clix,N=A4 [(cos @ x+tg @ Isin -Uix> sin ot +
a a a
N
rpg @ S XS w,t
I ,,ZO w? —w? :l
(6a)

pi(x,1)=po+paA [(tg%)— l- cos%x— sin%x) cos wt +

a)'l
COS— X ' COS W,!
+ 2wa i a
I =0 w*—w?

mit

_ 1 T
w,=| n+ 5 aT

c*(x, )= j:; p(t)ci(x, t—1)dr, p*(x,1)= i o(t)p*(x,t—1)dt (7)

Die Funktionen
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miissen also die Losungen der Randwertaufgabe

L,[c* p*]=0, L,[c*, p*]=0
c*0, £)=0, *(x,0)=0 )
p*(l, t)=B(cos vt — 1) p¥(x, 0)=0

sein.
Diese Randwertaufgabe geht aber fiir die Funktionen c?, p? in die
Randwertaufgabe

L,[c? p*]=0 L,[c?, p*]=0
30, 1)=0, c*(x,0)=0 (9)
p*(l, t)= — paA sin wt, p?(x,0)=0
iber.
Das problem (9) wird nun weiter zerlegt. Wir setzen
=ci(x,0)+c5(x, 1), pP=pilx, )+p3(x,1) (10)
und es gilt
Ll[cf’p%:l:()? Lz(cyiapf):()
(0, t)= A(1 —cos wt), c3(x,0)=0 (11)
p2(l,t)= — paA sin wt, p3(x,0)=0
sowie
Ll[c.‘zhp;:]:()a LZ[C%,pé:]:O
c3(0, 1)= A(cos wt — 1), c3(x,0)=0 (12)
p3(l =0, pi(x,00=0

Die Funktionen c3, p3 werden mit Hilfe der bereits békannten Funktionen
c!, p! (6a) hergestellt.

N

Yy()et(x, t—1)dt

(13)
Y (1) [p'(x, 1 —1)—pol dr
Das Randwertproblem (12) fiihrt zu der Losung der Integralgleichung

vom Faltungstypus
1

c3(0, t)= j Yt 0, t—1)dr=4 £ Y(t)sinw(t—r1)dr=
1]

= A(cos wt— 1)

aus der y¥(1)= — o folgt.
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So ist nach (13)
w w, . o

c%zAI: cos—-x+tgzl~ sm;x)(cos wt—1)+
a

. W,
Sin — x - (cos w, t —

o S0 1)

) 1) ) . W .
p;=—paA| | tg— | cos — x—sin — x | sin wt +
a a a

20%a

w, )
2 COS — X * Sin ,t
2w*a a

! 0 w”(wz...a)’%)

gL

-+

]

n

Nun kommen wir auf die Losung der Randwertaufgabe (11) zuriick. Nehmen
wir die Funktionen ¢} und p? in der Form

t

l .
ci= (I)X(T)C—f(X, t—1)dr, pi= g,‘((‘f)ﬁ‘;’(X, t—1)dt (15)
an, wo die Funktionen ¢? und p? die Randwertaufgabe
Ll[(_’,-%’ﬁf]:()’ LZ[Clspl] 0
20,0=Asinwt,” 2(x,0)=0 (16)
pi(l,t)= —paA cos wt, pi(x,0)=0, (x#])

befriedigen sollen. Die Ldsung von (15) ergibt nach der bereits bekannten

Methode:
1 . .
5§=A|:<cos—aix+ (tggh— >sm—a—)—x>smwt—
a a ) a
cos — [

Z 2sm—x sin @ t}

o w
pi=paA [((tg -

Z 2cos~—~x cos @ t]

(17)

w .
COs — X —Ssin — x } cos wt —
a a
cos—1
a
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Aus (17) konnen die Funktionen c¢i und p? bestimmt werden, wenn die
Integralgleichung vom Faltungstypus

H t
pi0)= [ x(0)pi(l,t —1)dr=—pad | y(r) cos w(t—1)dr=
0 0

= — paA sin wt

gelost wird. Diese Losung ist y(1)=
Damit ist

i=A R )
1 [(cosavﬂ-(ga

- Z sm-~x (1—coscu,,t):l
n=0 Wy,
®
=paA [((tg = I—
—w Z

n=0 U, _J

Unter Anwendung der Funktionen (14) und (18) erhilt man die Funktionen

! >sin9x>(1-—cos wt)—
17 a
coszl

i w . .
COS — X — 8§in — x | sin wt —
w a a
cos —I
a

c*= jl'go(r)cz(x, t—1)dr, p*= j'.QD(T)PZ(x, t—1)dr (19)
0 0

Filir die Bestimmung von (1) ergibt sich die Integralgleichung vom
Faltungstypus '

p*(l, t)= j o ()Pl t—1) dr=

t
= —paA [ o(1) sin w(t—1) dt=B(cos vi —1) (20
0
aus der
B vi—w?
@(1)= m<w+ 5 cos vr). (21
Bw

Wenn v=o, so ist ¢(1)= —.
paA
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Mit der Funktion (21) ergeben sich aus der Bestimmungsgleichungen die
Funktionen (19):

s'nw

in—x

B a w .

¥ = — —sinvt—ot | +
pa w \v

cos — |
a

= K, . o 1 viw? —wf) .
+o Y —tsin—Lx|—s—7 ( ")smw,,t+
"=0a)n a (,U( )

2¢.,2 2
(v —w?) .
+ ——--———"( ) sin vt) —wt)}
v

/

{cosvt—1)—

x K w 1) 1 vHw? —w?
—w Y —tcos—Lx|— + s ( ")cosa),,H-
A a )

+w,(v* —w?) cos vt))]

p*(x,0)=0.

Zur Bestimmung der Koeffizienten K, wird die Differentialgleichung

LZ[C*a p*] = 0
benutzt, nach der

COS — X .
+ Y K,cos—x=0
cos—I "7°
ngéls e <n+_)£7
a [
und daraus folgt.
’ 20 o
K,=(—-1)y"= .
n ( 1) i (1)2“‘(1)3’
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Bei v=o erhdlt man die Losung

. w
sin—x , . .
. Bow a {sin wt s K, . w, ([sinw,t
cF= " —t)+w )Y sin —2 x —t
pa w W S0 W, a w,

cos — |
a

(coswt—l Z 2cos-—vc (1—cos w, t):l

cos— !
a
2a0 & Sin—d_'l\ sin w,t
ittt — 1)y o
T nz‘o( ) wz—a),?< W, ):I
Cos — X ww? = COS — X
p*zB[ (cos wt—1)— [ Z (—1y o (1 cosw,,t):‘
cos — | " " "
_ 1 T
w,= n+? aT
Als Beispiel seien
[=5m w=400s""!
a=340 m/s p=110000 Pa
p=1.2 kg/m? A=10m
t s, X m
a a Po Do
X 0 0 0 0
0 1 —=25-10734 0 9,05-1071 1,5:10"°B
5 1 -27-107%4 35-107*B 1 1,4-107°B
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist die Verallgemeinerung des im Beitrag [7] gelBsten
Randwertproblems. Die Verallgemeinerung des Randwertproblems besteht darin daB am
offenen Rohrende ein zeitlich periodischér Druck vorgeschrieben wird.

Das mathematische Modell des Problems ist ein partielles Differentialgleichungssystem
mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen. Die Losung beruht auf die wiederholte
Anwendung des Duhamel-Prinzips und der sehr einfachen Integralgleichungen von Faltungsty-
pus.

Das Schwingungsfeld ergibt sich als Summe der Losungen des ,klassischen” Randwert-
problems (p(l, 1)=p,) und die des Korrektionsgliedes.
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