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In einer vorigen Arbeit [7J habe ich die analytische Lösung des räumlich 
eindimensionalen linearisierten p(x, t) Druck- und c(x, t) Geschwin
digkeitsfeldes einer Gassäule in einer Rohrleitung unter folgenden Voraus
setzungen angegeben. Das geradlinige Rohr habe die Länge 1(0 ~ x ~ I). 
Die Gassäule wird im Rohre an der Stelle x = 0 mit der vorgeschriebenen 
(Kolben, oder Membran) Geschwindigkeit e(O,t) = A sin wt angeregt. Am Ende 
des Rohres herrsche der Druck p(l, t) = Po = const. des angekoppelten (techni
schen) Systems. 

Zur Zeit t = 0 sei die Geschwindigkeit der Gassäule e(x, 0) = 0, und der 
Druck p(x, 0) = Po. 

Die Randbedingung p(l, t) Po kann technisch nur als eine Näherung 
nullter Ordnung angesehen werden. Daher wollen wir im folgenden annehmen, 
dass sich am Ende der Rohrleitung der Rückkoppelungsdruck des angeschlos
senen Systems zeitlich ändert, also durch p(l, t) = Po + Jp(t) dargestellt wird, 
wobei Jp(O)=O ist. 

Die linearisierte Eulersche Bewegungsgleichung und die Kontinuitätsbe
dingung ergeben das hyperbolische partielle Oifferentialgleichungssystem 

oe 1 op 
LI[e, pJ::::: T + - -;:;- =0 

ut P ox 
oe 1 op 

Lr[e,pJ::::: + -2 T =0 
pa ut 

mit den Anfangs- bezw. Randbedingungen 

e(O, t) = A sin wt, e(x, 0) = 0 

p(l, t) = Po + Jp(t), p(x, 0) = 0 

(1) 

(2) 

Um zu einer (vorläufigen) technischen Übersicht zu gelangen wollen wir Jp(t) 
in der speziellen Form 

Jp(t)=B(cos vt-I) (3) 
annehmen. 

5* 
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Damit ist die Bedingung Llp(O)=O erfüllt. 
Es ist also das Randwertproblem (1), (2) zu lösen. 
Zum Aufbau der Lösung benutzen wir die wiederholte Anwendung des 

Duhamel-Prinzips. Nehmen wir die Lösung in der Form: 

an. 

! 

C = el(x, t) + S <p(-r)e2(x, t - -r) d-r == Cl + c* 
o 

! 

P = pl(X, t) + S <p(-r)p2(X, t - -r) d-r == pl + p* 
o 

(4) 

Die Funktionen Cl und pl sollen das partielle DifIerentialgleichungssystem 

L 1 [e 1,p l J=0, L2 [C
l ,plJ=0 (5) 

und die Nebenbedingungen 

e1(0, t) = A sin cvt, 
(6) 

befriedigen. Das ist gerade das Problem, das in [7J bereits gelöst wurde. 

e1(x, t) = A [ ( cos : x + tg : I sin : x) sin cvt + 

• CVn • 

2 
sm-x sm cvnt

J 
wa co a 

+- L 2 2 I n=O CV -CVn 

(6a) 

pl(X, t) = Po + paA [ (tg ~ I· cos ~ x - sin ~ x) cos cvt + 

mit 

cv = (n+ ~)a~ 
n 2 I 

Die Funktionen 

t t 

c*(x,t)= S <p(-r)e2(x,t--r)dr, p*(x,t)= S <p(-r)p2(x,t--r)d-r (7) 
o 0 
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müssen also die Lösungen der Randwertaufgabe 

sein. 

L 1 [c*, p*] =0, 

c*(O, t)=O, 

p*(l, t)=B(cos vt-1) 

L 2 [c*, p*] =0 

c*(x, 0)=0 

p*(x, 0)=0 
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(8) 

Diese Randwertaufgabe geht 
Randwertaufgabe 

aber für die Funktionen c2
, p2 In die 

L 1[C2, p2] =0 

c2(0, t) =0, 

p2(l, t) = - paA sin wt, 

über. 

L 2[C2, p2] =0 

c2(x, 0)=0 

p2(X, 0)=0 

Das problem (9) wird nun weiter zerlegt. Wir setzen 

und es gilt 

SOWIe 

c2 =ci(x, t)+d(x, t), p2=pi(x, t)+Phx, t) 

L 1[ci, pi] =0, 

d(O, t)=A(1-cos wt), 

pi(l, t)= - paA sin wt, 

L 1 [cLpD =0, 

d(O, t)=A(cos wt-1), 

p~(l, t)=O, 

L 2 (cL pi)=O 

ci (x, 0)=0 

pi(x, 0)=0 

L 2 [d,pD=0 

d(x,O)=O 

p~(x, 0)=0 

(9) 

(10) 

(11 ) 

(12) 

Die Funktionen c~, p~ werden mit Hilfe der bereits bekannten Funktionen 
Cl, p1 (6a) hergestellt. 

t 

c~ = S ljJ(,)c 1(x, t-,) d, 
o 
t 

(13) 

p~= f ljJ(,) [P1(X, t-,)-po] d, 
o 

Das Randwertproblem (12) führt zu der Lösung der Integralgleichung 
vom Faltungstypus 

t t 

c~(O, t) = ! ljJ(,)c1(0, t - ,) d, = A ! ljJ(,) sin w(t - ,) d, = 

=A(cos wt-l) 

aus der ljJ(,) = -w folgt. 
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So ist nach (13) 

d = A [ ( cos : x + tg : I . sin : x ) (cos wt - 1) + 

(14) 

p~ = - paA [ (tg : I· cos : x -sin : x) sin wt + 

Nun kommen wir auf die Lösung der Randwertaufgabe (11) zurück. Nehmen 
wir die Funktionen ci und pi in der Form 

I I 

ci= J x(r)ci(x, t-r)dr, p~= J x(r)ßi(x, t-r)dr (15) 
o 0 

an, wo die Funktionen ci und ßi die Randwertaufgabe 

Lt[ci,ßiJ=o, L 2 [cI, ßiJ =0 

ci(o, t)=A sin wt, . 

ßW, t)= - paA cos wt, 

(;i(x,O)=O (16) 

N(x,O)=O, (x =F I) 

befriedigen sollen. Die Lösung von (15) ergibt nach der bereits bekannten 
Methode: 

cl~A [(cos ~ x+ (tg ~ 1- I", ) sin: x) sin wt-
cos

a 

~ r: . W n • ] - L- Kn2 sm - x . sm W n t 
n=O a 

- L 'kn2 cos _n X· cos wnt ~ w ] 
n=O a 

(17) 
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Aus (17) können die Funktionen ci und pi bestimmt werden, wenn die 
Integralgleichung vom Faltungstypus 

I I 

pi(l, t)= J x(r)ßi(l, t-r) dr= - paA J x(r) cos w(t-r) dr= 
o 0 

= - paA sin wt 

gelöst wird. Diese Lösung ist x(r)=w. 
Damit ist 

ci = A [ (cos : x + (tg : 1- 1 w ) sin : x) (1 - cos wt)-
cos

a 

- w L ~ sin _n x . (1 - COS W n t) 
00 k w ] 

n=O W n a 

pi=paA [( (tg : 1- ~/) cos: x-sin : x) sin wt-
cos

a 

-w L ~cos_n x'sinwnt co k w ] 
n=O W n a 

(18) 

Unter Anwendung der Funktionen (14) und (18) erhält man die Funktionen 

I I 

c*= J cp(r)c2(x,t-r)dr, p*= J cp(r)p2(x,t-r)dr (19) 
o 0 

Für die Bestimmung von cp(r) ergibt sich die Integralgleichung vom 
Faltungstypus 

I 

P*(l,t)=! cp(r)p2(l,t-r)dr= 

aus der 

I 

= - paA J ~(r) sin w(t- r) dr = B(cos vt -1) 
o 

B ( V
2
_W

2 
) cp(r)=-- w+ cosvr . 

paA w 

W ') Bw enn v = w, so 1st cp(r = --. 
paA 

(20) 

(21) 
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Mit der Funktion (21) ergeben sich aus der Bestimmungsgleichungen die 
Funktionen (19): 

.W 
B sm-x 

c* = - [ a (w sin vt - wt) + 
pa w [ v 

cos 
a 

w 
cos-x 

P*=B[ : (cosvt-l)-
cos-l 

a 

00 K w ( w 1 (V2(W2 _ ( 2) 
'" n n n - W L., - cos - x - + ? cos w t + 

n=OwlI a W n w(w;;-v2 ) W n n 

+ wn(v 2 
- (

2
) cos vt) ) ] 

p*(x, 0)=0. 

Zur Bestimmung der Koeffizienten Kn wird die Differentialgleichung 

benutzt, nach der 

und daraus folgt. 

w 
cos-x 

a er: W 
--- + L Kncos-.!!.x=O 

w[ n=O a cos-
a 

OS;xS;[ W
n = (n+ ~)~ --, a 2 [' 
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Bei v = werhält man die Lösung 

.w 

[
sm - x ( ') ( . )] . Bw a sm wt f- Kn . W n sm wnt 

c"'= - -- -t +w L... -sm-x -t 
pa w 1 w n = 0 W n a W n 

COS 
a 

w 

[
cos;X er; K w ] 

p*=B (coswt-1)-w 2 L -fcos-nx'(1-coswnt) 
w

1 
n=OWn a 

cos-
a 

bezw. 
.W 

* _ Bw [sm; x (sin wt ) c -- ---t + 
pa w

1 
w 

cos-
a 

w w 

[

COS ; x . 2aw2 f- cos -;; x ] 
p*=B (coswt-l)--I- L... (-1)" (2 2){1-coswnt) 

W 1 n = 0 W n W - W II cos-
a 

Als Beispiel seien 

x 

1=5 m 
a=340 m/s 
p= 1,2 kg/m 3 

s, 

o 0 

c* 

a 

w=4oo S-1 

p= 110000 Pa 
A=10 m 

x m 

p* 

Po 

o 
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x 
o 
5 

1 -2,5' 10- 3 A 
1 - 2,7 . 10 - 3 A 

o 
o 

3,5' 10- 4 B 

o 
9,05' 10- 1 

1 
1,5' 10- 5 B 
1,4 .10- 5 B 
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Zusammenfassung 

Die vorliegende Arbeit ist die Verallgemeinerung des im Beitrag [7] gelösten 
Randwertproblems. Die Verallgemeinerung des Randwertproblems besteht darin daß am 
offenen Rohrende ein zeitlich periodischer Druck vorgeschrieben wird. 

Das mathematische Modell des Problems ist ein partielles Differentialgleichungssystem 
mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen. Die Lösung beruht auf die wiederholte 
Anwendung des Duhamel-Prinzips und der sehr einfachen Integralgleichungen von Faltungsty
pus. 

Das Schwingungs feld ergibt sich als Summe der Lösungen des "klassischen" Randwert
problems (P(l, t) = Po) und die des Korrektionsgliedes. 
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