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L. Feses Totu beschéftigte sich in seinen Arbeiten [2], [4] und [3], [5]
bzw. in seinem Buch [6] mit den Kreisausfiillungen und Kreisiiberdeckungen
auf Flachen konstanter Kriimmung bzw. mit der dichtesten Horozyklenlage-
rung und mit der diinnsten Horozykleniiberdeckung der Bolyai-Loba-
tschewskischen (im Weiteren nur mit B-L gezeichnet) Ebene. In diesen
Untersuchungen ergeben sich die reguliren Konfigurationen der Bereiche im
Falle der maximalen bzw. minimalen Dichte der Ausfiilllungen bzw. der
Uberdeckungen. Auf die Anregung dieser Ergebnisse wurden die oberen
Dichtenschranken der Ausfiillungen der B-L Ebene durch kongruente
Hyperzykelbereiche und die dichtesten Konfigurationen gegeben [9]. In diesen
Untersuchungen zerlegt man die B-L Ebene in geeignete Vielecke, und die
oberen bzw. unteren Dichtenschranken kdnnen bezlglich der Elemente dieser
Zerlegungen angegeben werden. Auf die Schwierigkeiten, mit denen die
Definition eines Dichtenbegriffs in der B-L Ebene verbunden ist, hat schon L.
Feies Toru [2] hingewiesen, K. Boroczky [1] hat aber gezeigt, dall diese
Schwierigkeiten tiefer liegen als man im ersten Augenblick erwarten wiirde. Er
hat ndmlich ein System aus kongruenten Kreisen und dazu zwei verschiedene
Zerlegungen Z, und Z, der B-L Ebene in kongruente Zellen konstruiert mit
der Eigenschaft, daB die Kreisdichte in jeder Zelle von Z; denselben Wert d,
aufweist (i=1, 2) mit d, #d,. Deswegen mul} man die Zerlegung in endliche
Gebiete eindeutig bestimmen und die Dichtenschranken beziiglich eines
Gebietes angeben. H. ZeirLer beschiftigte sich in seiner Arbeit [10] mit der
reguldren Horozykleniiberdeckung der B-L Ebene im POINCARE-Modell.

In dieser Arbeit untersuchen wir die reguldren Uberdeckungen der B-L
Ebene durch kongruente Hyperzykelbereiche und ihre Dichten.

Man versteht unter einem Hyperzykel (oder einer Abstandslinie bzw.
A'quidistante) die Gesamtheit derjenigen Punkte der Ebene, die von einer
Geraden gleichen Abstand ! haben, und alle auf derselben Seite von ihr gelegen
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250 1. VERMES

sind. Die beiden kongruenten Aquidistanten auf verschiedenen Seiten von der
Geraden (d. h. der Grundlinie) begrenzen einen Teil der Ebene, der als
Hyperzykelbereich von Abstand [ heif3t.

Betrachten wir diejenigen reguliren Uberdeckungen der B-L Ebene
durch kongruente Hyperzykelbereiche, die aus der reguldren Ausfiillungen der
B-L Ebene durch kongruente Hyperzykelbereiche abgeleitet werden konnen.
Diese Ausfiillungen sind in [8] gegeben, aber wir andeuten den Gedankengang
zur ihren Konstruktion, denn diese Ausfiillungen spielen eine wichtige Rolle
bei der Ableitung der Uberdeckungen:

Wir zerlegen die B-L Ebene durch n (von einem Punkt P ausgehende,

2
miteinander den Winkel —- einschlieBende) Halbgeraden in kongruente Teile
n

(n=3). Auf jeder Halbgeraden betrachten wir je einen Punkt mit der

Entfernung ¢t von P,sodaBB ¢t > A<ﬁ> sei, Wo A<E> das zum Winkel = gehorige

n n n
Parallellot bedeutet. Wenn man zu jeder Halbgeraden durch den auf derselben
vorher bestimmten Punkt je eine senkrechten Gerade zieht, so haben die zu
zwei benachbarten Halbgeraden gehorigen Senkrechten je ein gemeinsames
Lot. Zu einem solchen gemeinsamen Lot gehort je eine Abstandslinie in jedem
Teil der Ebene, die die Halbgeraden (mit dem Anfangspunkt P)in den fixierten
Punkten jeweils beriihren und folglich paarweise miteinander einen
Berithrungspunkt haben. Man kann von den Punkten der Halbgeraden, deren
Abstand von P gleich 21 ist, zu den benachbarten Abstandslinien Tangenten

Abb. 1
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ziehen, wobei die Lange der Tangentenstrecken ebenfalls ¢ ist. Von diesen
Punkten konnen noch (n—3) Halbgeraden so gezogen werden, dal} diese

. .. . . n
Halbgeraden paarweise miteinander bzw. mit den Tangenten den Winkel —
: n

einschlieBen. In diese Winkel kann je eine mit den vorigen Abstandslinien
kongruente Aquidistante auf #hnliche Weise wie vorher gelegt werden. Dieser
ProzeB kann unendlich oft fortgesetzt werden, und so ergeben sich unendlich
viele Abstandslinien, um jede Abstandslinie je ein unendliches Tangentenpoly-
gon von gleichen Seiten und Winkeln. Die Figur 1 zeigt, falls n =15 ist, einen Teil
der Konstruktion eines solchen unendlichen Tangentenpolygons im POIN-
CARE-schen Kreismodell.

Spiegeln wir gleichzeitig diese Konfiguration an die Grundlinien der
vorkommenden Abstandslinien. Nach den Spiegelungen kommen weitere
Grundlinien vor, die die neuere Konfiguration begrenzen. In dhnlicher Weise
wie vorhin konnen gleichzeitige Spiegelungen an diese Grundlinien
durchgefithrt werden, und dieses Spiegelungsverfahren kann unbegrenzt
fortgesetzt werden. So bekommen wir eine reguldre Ausfiillung der B-L Ebene
durch die Paare von Abstandslinien d. h. durch die kongruente Hyperzykelbe-
reiche.

Falls man die natiirliche Zahl n(n=3, 4, 5, ...) und den Wert von

t> A(E> verdndert, so kénnen die regulire Ausfiilllungen der B-L. Ebene durch
n

kongruente Hyperzykelbereiche gewonnen werden.

Wenn der zu den Hyperzykelbereichen der reguldren Ausfiillung gehorige
Abstand | zunimmt, so ist es erreichbar, daBl die Hyperzykelbereiche die
regulire Uberdeckung der B-L Ebene geben. Die beziiglich der Grundlinie
symmetrischen unendlichen Tangentenpolygone der Hyperzykelbereiche
begrenzen die zur reguldren Ausfiillung gehdrigen DIRICHLET-schen Zellen,
denn der Begriff der Potenzlinien zweier Abstandslinien 148t sich ebenso, wie
im Falle von Kreisen erkliren. Unter Potenzlinie zweier Aquidistanten
versteht man die Gesamtheit derjenigen Punkte, aus denen die gleichen
Tangenten zu den Aquidistanten gezogen werden konnen. Diese Gesamtheit
gibt eine Gerade, und die Potenzlinie zweier kongruenter Abstandslinien ist die
Symmetrieachse ihrer Grundlinien,

Nehmen wir die zu den DIRICHLET-schen Zellen gehorige duale
Zerlegung der B-L Ebene. In dieser Zerlegung gehort je ein rechtwinkliges 2n-
Eck zu jedem Eckpunkt der DIRICHLET-schen Zellen, dessen Seiten
einerseits die gemeinsamen Lote der Grundlinien der Abstandslinien sind,
deren Potenzlinien in diesern Eckpunkt sich treffen; andererseits gehoren die
Strecken zu den Seiten dieses Vieleckes, die zwischen den FuBpunkten der
gemeinsamen Lote auf der Grundlinien liegen. Die Seiten eines solchen 2n-

5*
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Eckes liegen abwechselnd auf den Grundlinien bzw. auf ihren gemeinsamen
Loten.

Die Dichten der erreichten reguliren Uberdeckungen werden beziiglich
dieser rechtwinkligen 2n-Ecken untersucht. Die Figur 1 zeigt das zum Punkt P
gehorige 2n-Eck, dessen Ecken die Punkte 4, A,, ..., A, A;+1s .- s Aopo s
A,, sind. Es ist klar, daB es geniigt die Dichte bloB in einem solchen
LAMBERT-schen Vierecke zu untersuchen, das sich ergibt, indem man eine
senkrechte Gerade aus dem Punkt P auf einer Grundlinie féllt (mit dem
FuBpunkt F)und jenes Viereck PFA, T nimmt, wo der Punkt T der FuBpunkt
der aus P ausgehenden Mittelsenkrechten von der Strecke 4,,4,ist (Figur 1).
Also kann die Dichte einer Uberdeckung auf folgender Weise aufgeschrieben
werden®:

FA,-shl
Dl,m) = —=——
5y

Es soll bemerkt werden, daB eine groBere Dichte sich im Falle der aus
kongruenten Hyperzykelbereichen konstruierten reguliren Uberdeckungen
ergibt, wenn diese Bereiche die Ecken der betrachteten DIRICHLET-schen
Zellen als ihre inneren Punkte haben, als im Falle, wenn die Abstandslinien
durch diese Ecken hindurchgehen. Die Hyperzykelbereiche, die diese Eck-
punkte im AuBeren haben, bilden schon keine Uberdeckung der B-L Ebene.
Deswegen betrachten wir nur solche Uberdeckungen, in deren die DIRICH-
LET-sche Zellen in die Hyperzykelbereiche eingeschriebene reguldre unendli-
che Polygone sind. Die Seitengeraden dieser Polygone sind auch Potenzlinien
der entsprechenden Aquidistanten in der Uberdeckung.

Es ist leicht einzusehen, daB die zu den reguldren Ausfiillungen gehdrigen
Abstiande ! nur die Ungleichung 0</< + oo erfiillen, folglich miissen wir im
Falle der reguliren Uberdeckungen der B-L Ebene durch kongruente

/
Hyperzykelbereiche fiir die Abstdnde ! bloB die Ungleichung AG§> <l< 4+ x
vorschreiben.

Es soll noch bemerkt werden, daB die oben erwdhnte Dichte eine dem
Vieleck A,, 4,5, .. ., A;, Ajvys - .. A5y, A, zugeordnete Dichte ist, denn die
Aquidistanten iiber die Seiten 4,4,, 4;4,, ..., A,,-,4,, konnen das Vieleck
iibertreten. Wegen der RegelmaBigkeit gleichen sich jedoch die Ubertretungen
benachbarter Vielecke aus, also ist der obige Begriff der Dichte berechtigt.

! Der Flicheninhalt ist zwischen der Strecke a und der zu ihr gehérigen Aquidistante vom Abstand
I: a-shl und der Flicheninhalt eines LAMBERT-schen Viereckes ist berechenbar aus seinem
Winkeldefekt. S. z. B. [7] § 18. S. 95—97.
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Abb. 2

Betrachten wir jetzt das Viereck PF A, T und die Aquidistante iiber FA,
durch den Punkt P (Figur 2). Auf Grund der trigonometrischen Beziehungen
der LAMBERT-schen Vierecke? ergibt sich die folgende Beziehung fiir das
Viereck PFA,T:

n

ctg —
n

a = arth ,
shil’

wobei PF=/und A,F=a sind.
Also ist die Dichtefunktion der betrachteten Uberdeckungen:

n
ctg —

shl-arth

shl
n—-2n

2n

D(l,n) =

n
Im Weiteren wollen wir die Dichtefunktion D(l, n) untersuchen. Es wird
gezeigt, daf} D(I, n) als die Funktion von | (n ist eine Konstante) im Intervall

7
<A<—><l< + :>c> monoton abnimmt, und

I

wobel n=3, 4, 5, ... natiirliche Zahlen und I>A<E) sind.

7
ctg —
) n
Iim D(Ln) =
1=+ (n—2)m
2n
bzw.
Iim D(,n)=+ =
1=3(%)
bestehen. n

2S.z. B. [71§ 15. und 17. S. 37—40, bzw. 71—78.
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Es ist leicht zu sehen, daB

' t n W
W By
ctg —
d 2n n shl
— D(l,n) = ———chl t —
di (. m) (n—~2)7rC arhshl T 2
ctg—
sh! )

ist.

Es ist klar, daB die Bezichungen

arth x=arsh 7(lx|< 1)
— x"
und
x x
arsh < —
J1=x2  J1-x?
T
1 d e
weiterhin > 1 bestehen, folglich ist — D(l, n) <0, falls man fiir x
J1—=x? dl sh/

substituiert. Die Funktion D(/, n) von [/ nimmt monoton ab.
Die Beziehung sh I=ctg IT(i) besteht zwischen dem Parallelwinkel I1(])
arth x

und dem zu ihm gehdrigen Parallellot [, andererseits gilt lim =1
x=0 X
Daraus folgt, daB
T
ctg—
7[ n
ctg — arth
. no. o shl T 7
lim shl-arth—— = Iim ‘ctg— = ctg— ist,
I=+x sh =+ i n n
ctg —
n
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also ergibt sich der Grenzwert:

T
ctg —
n

li D(l = .
Jm Dlln) =G5

2n

Die Berechnung des Grenzwertes

lim D(,n)= 4=
=4(3)

liegt an der Hand.

Jetzt soll die diinnste Uberdeckung gesucht werden. Falls man die Dichten
der zu demselben Abstand | gehorigen reguliren Uberdeckungen der B-L Ebene
durch kongruente Hyperzykelbereiche betrachtet, so 1idfit sich beweisen, daf

7
" 1> betrdgt.

Fiir die Richtigkeit dieser Behauptung miissen wir die folgenden beiden

dquivalenten Ungleichungen (1) bzw. (2) beweisen:

D(I, n+ 1)> D(l, n), wobei natiirlich l>A<

T T

ctg —
n+1 n
G > sh!-arth T
n—1n (n—2)m

2n+1) n

shl-arth

(1)

bzw.

shi (n=2)(n+1)
<
T n(n—1)

@)

th x tg x

Weil die Funktionen ar und — (fiir x—0) monoton abnehmend dem
X
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Wert 1 zustreben, also

7
. ctg—
n
arth
shl .
t R
Ctg E g n- 1
n i
shl
1
<1 und ebenso ne <1
b9 t n
ctg—— g~
arth ntl
shl n
t T n
C —
gn+1
shi

bestehen.
Es ist leicht einzusehen, daB

i
ctg —
th tg "
ar
shl n+1 hn
< < ,
. T ¢ T n+1
C —_—— [—
gn+1 gn
arth

shl
also miissen wir nur die Ungleichung

R - (n—2)(n+1)
n+1 n(n—1)

beweisen und ihre Giiltigkeit untersuchen.
Die Ungleichung
n n=2)(n+1)

<
n+1 nn—1)
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besteht dann und nur dann, falls
n?(n—1)<(n—2)(n+1)>

bzw.
0<n®-3n-2
gelten.
Fiir die positive Wurzel x, der Gleichung x* —3x — 2 =0 gilt die folgende
Ungleichung:
3+ /17

I<x, = 5 < 4,

weshalb die obene Ungleichung fiir n =24 bewiesen ist. .
Fir n=3 bestehen die Ungleichungen

¢ T
54 1 2
tn_‘ 3 3
£3
folglich auch
¢ A
C j—
th g3
ar
shi 2
<—5
T 3
ctg —
th——
T sh

womit die Ungleichung D(l, n+1)> D(l, n) fiir 1 >3 bewiesen ist.
Die Ungleichung

s
B _ =2 (n+1)
s nn—1)
tg —
h

besteht auch fiir die natiirlichen Zahlen n >3, daraus die Ungleichung

lim D(,n+1)> lim D(l n)

I=+ I= + o

folgt.




258 1. VERMES

Diese Ungleichungen zeigen, daB die diinnste regulidre Uberdeckungen
der B-L Ebene durch kongruente Hyperzykelbereiche vom Abstand [ sich im

Falle n=3 verwirklichen <1> A(—;E))

Der Grenzwert

<
o

lim D(,3) = ~—

I=+x T

gibt die Dichte der diinnsten Horozykleniiberdeckung der B-L Ebene, folglich
kann diese Dichte von der Dichte einer diinnsten reguliren Uberdeckung der
B-L Ebene durch kongruente Hyperzykelbereiche — fiir geniigend gro83 I, im

Abb. 4
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Falle n=3 — willkiirlich genau approximiert werden. Die Figur 3 zeigt eine
solche diinnste reguldre Uberdeckung im POINCARE-schen Kreismodell.
Eine reguldre Uberdeckung der B-L Ebene durch kongruente Hyperzy-

kelbereiche vom Abstand [ kann auch im Falle I=A(E> konstruiert werden,
n

wo die Uberdeckungsdichte unendlich groB wird. Die Figur 4 zeigt die

4
K
Kir)
i K= 1
K{l)
Lr
Abb. 5
b
b |
I
i
24 |
i
i
Now
!
I
]
|
!
i
1
!
; Dir)
vz !
3 Es S .
10 'lr 1 2 —
A('g')
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Uberdeckungskonﬁguration firn=3, 1= A<§—> im POINCARE-schen Kreis-

modell.
Zum SchluB vergleichen wir die Figuren 5 und 6. Die Funktionen

Ko)=tehl. K@) =lw’
r) = —cth- = —th—
k™ kK’ kk
und
K= 1
ok
sind in Figur 5 dargestellt, wo K(r) die Kriimmung eines Kreises vom Radius r,
1
K{(l) die Krimmung eines Hyperzykels vom Abstand [/ und K = . die

Krimmung der Horozyklen angeben. (In dieser Arbeit haben wir die
Berechnungen — Einfachheit halber — fiir k=1 gemacht.) Die Funktionen

D(r), D(I)=D(l, 3)

Ji2

b8

und

sind in Figur 6 dargestellt, wo D(r) die Dichteschranke einer Kreisiiberdeckung
vom Radius r, D(I) die Dichtefunktion der reguldren Uberdeckungen der B-L

12
Ebene durch Hyperzykelbereiche vom Abstand lund D = V7 die Dichte der
T

diinnsten Horozykleniiberdeckung angeben.

. Zusammenfassung

Diese reguliren Uberdeckungen der Bolyai-Lobatschewskyschen Ebene durch kongruente
Hyperzykelbereiche wurden besprochen, wo die Uberdeckungen aus den regularen Hyperzyklen-
ausfiillungen der Ebene abgeleitet werden kdnnen. Wir betrachten die Funktion D(l, n) der Uber-
deckungsdichte beziiglich der Zellenzerlegung der Ebene in die rechtwinkligen, kongruenten 2n-Ecke. (I ist
der Abstand der Hyperzykelbereiche in einer reguliren Uberdeckung). Es wurde bewiesen. daB die folgende

Ungleichung (im Falle n23. [> 4 <_"~1>> besteht: D(l. 1+ 1)> D(l, n).
n4
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