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1. Interprétation classique de la liaison parfaite

Examinons une particule matérielle de masse m (point de masse) a laquelle
au moment ¢ s’appliquent une force active F et une liaison géométrique ou
cinématique déterminées par I'équation de forme

fr,t)=0 (1.1)
ou

Sl t.6)=0 (1.2)

ou: r représente le vecteur de position du point de masse dans un systéme
d’inertie quelconque,
r=v la vitesse du point de masse.
Sous I'action de la force active F et de la réaction R, crée par la liaison, le

point de masse est animé d’un mouvement avec une accélération F=a et on
peut écrire:

F+R=m-a. (L.3)

Une liaison est nommée parfaite — au sens classique — si la puissance
virtuelle P* de la réaction R est égale a zéro:

-~

P*=R-¥ (1.4)

ou: ¥ est la vitesse virtuelle du point de masse m, c’est-a-dire la différence de
deux vitesses cinématiquement possibles:

V=V —v". (1.5)

Dans le cas de la liaison de forme (1.1), la condition (1.4) détermine de
maniére univoque le sens de la réaction R. En effet, si on dérive (1.1) par rapport
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au temps:

S o i =0. (1.6)
ot

2|2

Soient les deux vitesses compatibles a 'équation de liaison (1.6) ¥ et #,
c’est-a-dire:

8 8
f.)i‘l."*‘ Tf ={)
cr ot

et
é é
Ty Lo (1.7)
or at

De la différence des deux équations, en considération de (1.5) on a:

of

. §=0 (1.8)
(%) 3

En comparaison de (1.4), il est évident que:

of

R||—.
or

(1.9)

Par contre, la liaison cinématique de forme (1.2), en plus du temps ¢ et du
vecteur de position r, dépend aussi du vecteur vitesse F = vset ainsi en général les
vitesses possibles peuvent prendre n’importe quel sens. 1l en découle que la
différence de deux vitesses possibles, c’est-a-dire la vitesse virtuelle ¥ aussi peut
prendre n’importe quel sens. Donc, I’équation

R-v=0

déterminant la liaison parfaite, en général ne peut s’accomplir que dans le cas si
R =0, ce qui signifie qu’en ce sens il n’existe pas de liaison parfaite.
Pour illustrer ce qui vient d’&tre dit, considérons la liaison déterminée par
I'équation
2 —v?(t)=0 (1.10)

ou u(t) est une fonction prescrite. La liaison (1.10) signifie que dans un instant
donn¢ la grandeur de la vitesse du point de masse est prescrite, mais son sens
peut étre quelconque. Le lieu géométrique des extrémités des vecteurs de vitesse
possibles est une surface sphérique au rayon v(t). Donc la direction des vitesses
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virtuelles peut étre quelconque et par suite la condition (1.4) ne peut pas étre
appliquée pour définir la notion de la liaison parfaite cinématique.

Nous allons montrer ci-aprés la généralisation de la notion de la liaison
parfaite, applicable tant aux liaisons géométriques que cinématiques, ce qui
nous conduira & des principes importants sur la base desquels on peut
déterminer les équations de mouvements des systémes mécaniques.

2. Interprétation généralisée de la liaison parfaite

Si une réaction R est appliquée a une particule matérielle de masse m, se
mouvant au moment t avec une vitesse v, la puissance de la réaction est

P*=R-v. 2.1)

Au sens général une liaison sera dénommée parfaite, si — étant donné un
instant t, une position r et une vitesse v — les changements possibles de la
puissance de la réaction P* — pendant un intervalle suffisamment petit At —
sont les mémes, C'est-a-dire la vitesse-puissance de la réaction est stationnaire,
soit sa variation est égale a zéro:

SP*=0. (2.2)

Soient a I'instant 1+ At:
R+ AR — la réaction,
v+ Av, et v+ Av, — deux vitesses possibles du point de masse.
De cette fagon, les deux puissances possibles de la réaction au moment
t+ Ar sont

P¥=P*+APt=(R+AR)" (v+Av,)
P¥=P*+AP$=(R+AR): (v+Av,). (2.3)

En conséquence de (2.2), la différence des puissances possibles au moment
r+ Ar est égale & zéro:

AP?“APT=(R+AR)'(Av2~Av1);O. (2.4)

ATaide des accélérations a, et a,, admises par la liaison au moment ¢, on
peut écrire:

Av,=a, At et Av,=a At (2.5)
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et apres la substitution a (2.4):
AP¥ —AP¥=(R+AR) (a,—a;) At=0. (2.6)

En divisant (2.6) par At et faisant la valeur-limite de Ar—0, on obtient pour la
différence des vitesses-puissance possibles de la réaction que

P%*—P*=R-(a,—a,)=0. (2.7)

En choisissant accelération réelle a, au lieu de 'accélération possible a,,
on obtient la définition générale de la liaison parfaite:

SP*=R-da=0 (2.8)
c’est-a-dire, suivant (2.8):

— Un liaison est parfaite, si le produit scalaire de la réaction par la
variation de l'accélération est égal a zéro, soit:

— dans le cas d’une liaison parfaite — dans le champ d’accélération
possible, admis par la laison — la vitesse-puissance de la réaction est
stationnaire.

Examinons qu’est-ce que la condition (2.8) veut dire dans le cas d’une
liaison géométrique (1.1) et d’une liaison cinématique (1.2):

— Dans le cas d’une liaison géométrique, par la dérivation double de
équation (1.1) par rapport au temps:

-~ o)

ér or ot
Donc, la variation d’accélération compatible avec la liaison:
é

;f - OF=0 (2.10)
or

et en comparaison avec (2.8), on constate que

Ri!%r'i. 2.11)

Celui-ci est conforme a la connexion (1.9), obtenue par linterprétation
classique de la liaison parfaite.
— Dans le cas d’une liaison cinématique, par la dérivation de ’équation
de liaison (1.2) par rapport au temps on obtient:
0 ¢f . @
_gi.f+_ f~ f —

) s T+ P
cr cr ot

0 (2.12)

.




LA NOTION DE LA LIASON PARFAITE 157

d’ou:

o siz0. 2.13)
T

.

En comparant (2.13) a (2.8), on obtient que

Rl Cf (2.14)
orF
qui n’a pas ét¢ démontrable par l'interprétation classique.
Dans 'exemple donné par I’équation de liaison (1.10):
RIS —2.t

oF

C’est-a-dire:
R|i=v. (2.15)

En substituant dans I'équation (2.8) la valeur de la réaction R déterminée
par (1.3),

R=m-a-F (2.16)
on obtient le principe de Gauss concernant la particule matérielle:

(m-a—F)-da=0. (2.17)

Au lieu de (2.17) on peut écrire:

1 2
5<—m-a“—F-a) =0, (2.18)

2 /

En introduisant I’expression de I’énergie d’accélération d’apres Appell

S= —m-a’ (2.19)

le principe de la vitesse-puissance de la réaction, déterminé par (2.8), est le
suivant:

5S=F-da. (2.20)
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3. Propriétés extrémales de la liaison parfaite

Considérons une particule matérielle de masse m se mouvant avec une
accélération a, a laquelle sont appliquées une force active F et une réaction R
dans un moment t. En séparant I'effet des forces F et R, d’une part, on peut dire
qu’au cours du mouvement sans liaison (mouvement libre) la force F provoque
une accélération a®:

F=m-a® (3.1)
d’autre part, la réaction R modifie cette accélération a° d’une valeur a:
R=m-a. (3.2)

Donc, 'accélération résultante du mouvement forcé est égale a
a=a’+a (3.3)
et ainsi:
F+R=m@’+a)=m-a (34)

Une valeur possible de l'accélération, et compatible avec la liaison
déterminée par I'équation (3.3), est

a,=a%+a, (3.5)

et en conséquence, la variation de I'accélération est:
da=a,—a=0o,—o=00d. (3.6)

Substituons les expressions (3.2) et (3.6) a (2.8):

m-o-oa=0 (3.7)
soit:
1
5<——m-a2> =0 (3.8)
2
ou:
1 R?
6(— ——> =) (3.9)
2 m
ou bien, avec la valeur
1
S*= E—m-m2 (3.10)

05*=0. (3.11)
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En conclusion, pour les liaisons parfaites nous constatons les principes
minimums suivants:

a) La liaison parfaite modifie le mouvement libre du point de masse, se
produisant a 'effet de la force active F, de l'accélération a la plus petite

cinématiquement possible:
1 >
ol —m-a”|=0.
2

b) La liaison parfaite provoque une réaction minimum:

) LR 0
2 m/)
c) L’énergie d’accélération, provoquée par la liaison parfaite, est

minimum:
OS*=0.

d) La valeur de la vitesse-puissance de la réaction parfaite, dans un champ
d’accélération possible et admis par la liaison, est minimum:

OP*=55*=0.

En vertu des constatations ci-dessus, on peut énoncer que la liaison
parfaite perturbe le mouvement sans liaison (I"accélération) du point de masse
dans la mesure la plus petite possible.

4. Systémes mécaniques, soumis aux liaisons parfaites

Considérons un systéme mécanique, soumis a des liaisons parfaites et se
composant de N particules matérielles, a 1" i-i€me élément duquel s’appliquent
une force active F; et une réaction R;. Alors:

F,+R,=m; a; (4.1)

ou: m; la masse de I'i-iéme particule,
a, accélération de I'i-ieéme particule.
Si dans le systéme toutes les liaisons sont parfaites, c’est-a-dire, §’il s’agit
d’un systéme mécanique parfait, en vertu de (2.8), pour toutes les réactions R;
est valable que:

R, 5a,=0. (4.2)

1
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Aprés la sommation pour tout le systeme:

Y R; da,=0. (4.3)

Y (m;-a;,~F,;) da,=0. (4.4)

Le principe de Gauss, exprimé par I'équation(4.4), est le principe le plus
général déterminant le mouvement des systémes mécaniques, pouvant étre
formulé comme principe minimum. Apres la substitution de (3.2) et (3.6) a

{4.3): )
) N Ri 2
0% ( WJ o (45)

i=1 N\ rni

c’est-a-dire, dans les systémes mécaniques parfaits, la somme quadratique des
réactions spécifiques — par rapport aux racines carrées des masses m; — est
minimum.

Apres la transformation de I'équation (4.4)

N 1
5y <7mi'ai2-Fi-ai> =0 (4.6)
i=1

et en considération de I'énergie d’accelération

1 ¥
S=— Y m-a? » (47

“ i=1

du systéme, on obtient:

F

Qn

1)

il
M=

.- da,. (4.8)

[

(=1

A titre d’'indication d’un systéme meécanique parfait, considérons un corps
rigide défini par des équations de liaison géomeétrique stationnaires de forme

(r,—r;)* =constante (4.9)

our; etr;sont les vecteurs de position de I'i-iéme resp. j-iéme particule, dans un
systéeme d’inertie quelconque.
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Cherchons le systeme de forces intérieures auquel la liaison est
équivalente.

Pour déterminer les interactions des points de masse, divisons en trois
parties les forces, appliquées aux points de masse m; et m;:

ou:
— F; et F; sont les forces actives (extérieures), appliquées aux points de
masse examineés,

— B;= ) B, et B;= ) B sont les effets, exercés par les particules

5 ki
matérfejlles du solide — différentes de m; et m ;— sur les points de masse
m; resp. m; qui doivent &tre considérés comme forces extérieures pour
le systéme a deux particules,
— R;; et R;; sont les interactions des deux points de masse examineés et
déterminés par I'équation de liaison (4.9):

Par la dérivation double de I’équation de liaison (4.9) par rapport au
temps on obtient:
d’ou la variation des accélérations est:

(r;—r1;)- (0a;—0a;)=0. (4.13)

Supposons que la liaison (4.9), liant les points de masse m; et m;, est
parfaite. Dans ce cas, en vertu de (2.8):

R;;-0a;=0
R;;-6a;=0 (4.14)
ce qui — en considération de (4.11) — peut &tre écrit dans la forme
R;; (6a,—~da;)=0. (4.15) "
Suivant les relations (4.11), (4.13) et (4.15) on a

Rij”(ri“rj)“Rji (4.16)
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qui complete le troisiéme axiome newtonien, déterminé par (4.11), en énongant
que les réactions de liaison parfaite, définies par (4.9), ne sont pas seulement de
grandeur égale, mais qu’elles ont une ligne d’action commune.

5. Equations de mouvement des systémes mécaniques
non-holonomes

Soient dans un systéme mécanique a N particules matérielles des liaisons
parfaites

fz(l'l,...l'N.,[)“—‘O (Otzl,...d) (5.1)
et géometriques

hﬂ(l‘l,...rN,l.'l, ...l..N,t):O (le, ...g) (5.2)
cinématiques
Donc, le degré de liberté du systéme est:
n=3-N-d—g (5.3)
En considération des liaisons géométriques, a P'aide de
m=3-N—d=n+g (5.4)
parametres (coordonnées généralisées) g, (k=1, . .. m) on pourra exprimer les

vecteurs de position r; en fonction des coordonnées généralisées. Apres
introduction du vecteur de coordonnée généralisée

9= | 41 (5.5)

qm
les vecteurs de position r; sont:
r;=ri{q.t) (i=1,...N) {5.6)
et aprés la substitution a (5.2), on obtient les équations de liaison cinématique:

2@, 4, 0)=0 (B=1,...¢g) (5.7)

En ce qui suit, nous nous bornerons aux liaisons cinématiques qui sont
des fonctions linéaires des vitesses F; resp. de la vitesse généralisée g, c’est-a-dire:

lﬂ(qat)zhﬁq (ﬂ=1,g) (58)
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ou
hy=hy(q, )= [ h,, (5.9)

g

Formons maintenant les n =m — g combinaisons linéaires appropriées des
vitesses généralisées g,. les pseudovitesses §;:

$i=b.-q (=L, ...n) (5.10)

ou
(5.11)

jm

A Taide du vecteur colonne

§= | §, | et de la matrice carrée B= rb“ oo by | (512)
S" bnl e bnm
I hyy .. hy,
_lg h __hy1 .. hg,,,_J
on obtient:
§=B-q (5.13)

Par un choix approprié des fonctions bj(q, ), on peut toujours obtenir
que

det B0 (5.14)
et avec la notation B"'=C on a:

q=C-s. (5.15)
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A la base de (5.6), la vitesse du point de masse m; sera:

L TR -
r,.=ga-q+ E—::Di'(]'*'d,- (5.16)
ou avec la substitution (5.15):
i; =D, C-$+d,=H, - $+d,
ou: D;-C=H,.
A la base de (5.17), 'accélération du point de masse m, sera:

Dong, I'énergie d’accélération du systéme sera:

N
Y m; ¥ =5(g,881) (5.19)

ou: ~
5= [ 65, ]

car
sl,=0  (B=1,...g)

La variation de I'accélération ¥;=a;, & partir de (5.18) est:
oa,=of,=H, 5§. (5.23)
Apres la substitution des équations (5.20) et (5.23) a (4.8), on a:

(5.24)
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ou: F! est la matrice transposée de F, et

N
S FT-H,=Q=[0,.... 0,] (5.25)

i=1

est la force généralisée qui peut étre déterminée a la base de 'identité
0S=F,-da,+ . .. +Fy-day=0Q, 5, +...+Q, 35, (5.26)

Etant donné que tous les 55 ;sont indépendants les uns des autres on obtient de
(5.24) les équations de mouvement d’Appell des systémes non-holonomes:

os

08
resp.

- =0Q;. (j=1,...n) (5.27)

6. Equations de mouvement des systémes holonomes

Dans les systemes holonomes il n’y a que des liaisons géomeétriques, c’est-
a-dire:
n=3-N—d=m 6.1)

En conséquence, au lieu des pseudo-vitesses, on peut calculer avec les vitesses
généralisées ¢,

§=q (6.2)
et ainsi, en vertu de (5.13) et (6.2), les matrices

B=C=I (6.3)

sont des matrices d’unité et a la base de (5.25), la force généralisée est:

N N N N or.
Q= ZFiT'Hiz ZFI‘T'Di'szFiT‘Diz ZFxT—i (6.4)
i=1 i=1 i=1 i=1 aq
Donc, I'équation d’Appell est la suivante:
0
= =Q (6.5)

2 Periodica Polytechnica M. 24/3.
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ou:
"S e 1 N N 5t
- mn|- Smen e
éq 04l 2 o5 =1 v
d N "r N '\
=——[Z m; - i, 'é} Y m;k f;i' =
dr |5 “ql =1 cq
d 6/1 X ,) ¢ /1 X ,)
i il B r)j—--—f-— ==
dr aq(z 2 6q<2 2m
_dor T 66
Tdi 54 aq (6.6)
dans laquelle — a la base de (5.16), (5.17), (5.18) et (6.3) — nous avons tenu
compte de
E--—gr—=€—r—~=D et 3-—-3 (6.7)
cq cq cq oq 0q
et substitué la valeur
1
(6.8)

N
.2
T=—) m ¥
i=1

to |

de Iénergie cinétique. Enfin, en tenant compte de (6.5) et (6.6). on obtient
'équation de Lagrange, valable pour les systémes holonomes:

d éT ¢T _
dr 6q oq
ou
d 6T oT :
__f_.~C_=Qk (k=1,...n) (6.9)
dt ¢q, gy

7. Equations de mouvement du corps rigide

ATaide de I'accélération agdu centre de gravité S, de la vitesse angulaire ®
et de l'accélération angulaire € du corps rigide a la masse m, I’énergie

d’accélération est égale a
1
S=——J[as+s><r+mx(mxr)]2dm (7.1)

m
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d’ot, en considération de
fr-dm=0 (7.2)

m

on obtient

1 1 ,
S:-;—n1-a§+—7- {.[sxr-}-wx(mxr)]"dm. (7.3)

L N
n

Aprés l'intégration de (7.3):

1 1 272
S= —7~m-3§+ -—;-ST‘ 8- e+ (somng)+[@ow—1 @] (1-Og— 8)

(7.4)
ou:
Bs= [[I'r*—ror] dm (7.3)
est le tenseur d’inertie, calculé au centre de gravité du corps rigide

est le moment cinétique, calculé au centre de gravité du corps rigide et

Og= [r*-dm (7.7)

m

est le moment d’inertie, calculé au centre d’inertie du corps.
Considérons comme pseudo-vitesses les coordonnées de la vitesse du
centre de gravité et celles de la vitesse angulaire:

§,=Ug €t §,=0. (7.8)

Le dernier membre de I’équation (7.4) étant indifférent au point de vue
de I'équation d’Appell, il suffit de déterminer la valeur

1 1
= m-ai+ & 05 et (som) (7.9)

Pour déterminer les forces généralisées, nous prenons comme point de
départ le torseur des forces extérieures, réduit au centre de gravité S du solide:

LF, Mg]s .
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A la base de (5.26), la variation de I'énergie d’accélération est:

F-dag+M; doe=Q, - 0§, +Q, 38, (7.10)
d’ou, en vertu de (7.8):

Donc, les équations d’Appell donnent d’une part;

oS
Py zQx

dag

C’est-a-dire, en considération de (7.9) et (7.11), on obtient le théoréme de
Pimpulsion:

m-ag=F (7.12)
et d’autre part:
¢S
—=Q,
og
C’est-a-dire:
0 e+ xng=Mg (7.13)

I’équation de mouvement du solide d'Euler.

Résumé

L’étude expose I'interprétation classique de la liaison parfaite et indique que cette interprétation ne
sapplique qu'aux liaisons géométriques. Par la suite, elle donne une détermination nouvelle pour la
définition de la liaison parfaite qui renferme I'interpétation classique, mais s’applique aussi aux liaisons
cinématiques. A la base de cette définition de la liaison parfaite, on établit des principes minimums qui
conduisent au principe le plus général, déterminant le mouvement des systémes mécaniques, au principe de
Gauss. L’étude montre, comment on peut déterminer — a la base des principes ci-dessus - les équations de
mouvements des différents systemes mécaniques.
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