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1. Einleitung 

In Wasserspeichern, insbesondere in Speichern für Trinkwasser ist von 
großer Wichtigkeit, daß sich die letztens zugeführte Wassermenge mit den 
bereits seit längerer Zeit hier, aufbewahrten Mengen nicht vermischt, das 
heißt, das frische Wasser soll das alte vor sich verdrängen. Damit kann es 
vermieden werden, daß zu lange Zeit im Speicher verweilendes Wasser unge
nießbar wird. 

Dasselbe gilt für die Belüftung bzw. für die Zufuhr frischer und die 
Abfuhr verbrauchter Luft. 

",Eine vermischnngsfrcie Durchströmung kann durch eine entsprechende 
Gestalt des Speichers, ferner, durch eine zweckmäßige, Verteilungd~r Zufuh,r
und der Abfuhrmengen erreicht werden. 

Mit Rücksicht !\Uf die- hohen Investig~tionskosten orientiert man sich 
meistens durch Mogylu~~e~su~~ungen über ."das Ström!lngsfeld. Doch kann 

• eine Verkleinerim:g die, Ahlllichkeit ,des. StrömuiIgsfeld:es gefährden. Infolge 
'der besonders kleinen Dim~nsionen, bilden die erhöhteil Reibungskräfte eine 
größere Fehlerquelle als eine,Ber~chnu~g, die, reib1!ngsloses Medium voraus-
setzt. "( " " ' ':i,' " , "" " ,e' 'L: 

In dieser Abh~ndlung soll eine Rechen~ethode 'b'~s'~hrieben werden, die 
geeignet ist, das stationäre Strömungsfeld eines rechteckigen Speichers zu 
bestimmen, eine reibungslose Flüssigkeit vora,usgesetzt. 

'_1 

2. Lösung de~ Randw~rtaufgabe 

Als das mathematische Modell der ~uvor beschriebenen stationären 
ebenen Potentialströmung wollen wir die lpaplacesche Differentialgleichung 
(1) betrachten 

(1) 
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Für das in Ahh. 1 dargestellte rechteckige Gebiet können folgende 
Randbedingungen gestellt werden: 

-- =fl{Y) = a o T ~ancos-y, 8u I I ~ nn 

8x x=O n=1 b (2a) 

Ü;:§ Y ;:§ b 

8u I - = f2{Y) = Cl o 
8x x=a 

~ nn 
~ClnCOS-Y, 
n=1 b (2h) 

- - = fix) = ßo T ~ ßn cos x, 8lt I . I ~ nn 

8y y=O n=1 a (2c) 

Ü;:§x;:§a 

-' = f4(x) = )'0 + ~ Yn cos - x. 8u I ~ nn 

8y y=b· n=1 a (2d) 

Ü;:§x;:§a 

Die Funktionen hzw. Distrihutionenfl,f2,f3 undf4 sind im voraus anzugehen. 
Auf Grund der Randhedingungen (2) soll die Lösung der Differential

gleichung (1) in folgender Form gesucht werden: 

- (nn nn) nn: + ~ Anch-y+ Bnsh-y cos-x + 
n=1 a a a 

(3) 

-(nn nn) nn + ~ Cnch-x + Dnsh-x cos -y. 
n=1 b b b 

y 

b 1-----. 

G 

o Q x 

Abb.l 
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Mit Hilfe der Randbedingungen (2) können die unbekannten Koeffizienten 
bestimmt werden: 

Aus der Bedingung 

folgt die Gleichheit 

I 

D 
_ 0: 0 I a o 

0- , 
2a 

Cn = ___ b ___ (o:n + an ch _n_bn- a) , 
nn sh nn a 

b 

BQ = -ßo' 

An = a (tIn + ßn ch n: b) . 
rrn sh nn b 

a 

rh~ds = 0 
':V an 
o 

, - -ß - 0: 0 + ao b Yo - 0 • 
a 

(3a) 

Demgemäß können wir - auf Grund der Randbedingungen (2) - die Lösung 
der Differentialgleichung (1) folgenderweise anschreiben: 

0: ...L a 
u(x,y) = -aoX - ßoY + 0 I 0 (x2 _ y 2) + 

2a 

( 

I nn ) Y I ß ch-b a = 1 n n a nn nn nn +-~- ch-y - ßn sh-y cos-x + 
n n=l n sh nn b a a a 

a 

(4) 

b. = 1 (rt. n + an ch _n_;_ a nn nn) nn +-~- - ----- ch-b-x- an sh-b-x cos-b-y· 
n n=l n sh nn a 

b 

Es ist leicht einzusehen, daß die Reihe (4) in jedem geschlossenen Teil
bereich des Gebietes G gleichmäßig konvergent ist und die Differentialglei
chung (1) auch dann befriedigt, wenn die durch die Randbedingungen bestimm
ten Fourierreihen in gewöhnlichem Sinne nicht konvergent sind, sondern (C, 1) 
summierbareFourier-Stieltjes Reihen bilden können, durch welche das Dirac
sche-Delta bestimmt ist. Selbstverständlich kann die Lösung (4) noch durch 
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Addition einer beliebigen Konstante Co ergänzt werden, da wir es hier mit 
einem Neumannschen Problem zu tun haben. 

Das Geschwindigkeitsfeld im Innerem des Gebietes wird durch folgenden 
Funktionen bestimmt: 

ou I (Xo + a o -= -ao I x-
OX a 

( 

nn 
~ Yn + ßn ch-a b 

-~ 
n=l sh nn b 

a 

h nn ß h nn ) . nn I c -a y - J n S -a y SIll -a x I (5a) 

( 

I nn 
~ (Xn I an ch -b- a 

+ ~ nn 
n=l sh--a 

b 

nn nn) nn sh -b- x - an ch -b- x cos -b- Y , 

ou (X I a 
_= -ßo - 01 0 + 
oy a Y 

( 

I ß h nn b ) I c--~ Yn n a nn nn nn + ~ sh-y-ßnch-y cos-x-
n=l sh nn b a a a 

a 

(5b) 

( 

nn 
= (Xn + an ch -b- a 

- ~ nn 
n=l sh-a 

b 

nn nn ) . nn ch-b-x - an sh-b-x sm-b-y· 

Mittels der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen kann die 
Stromfunktion v(x, y) angeschrieben werden: 

(Xo + ao v(x,y) = Co + ßox - aoy + xy-
a 

( 
+ ß ch nn b ) a ~ 1 Yn n a nn nn. nn 

--~- sh-y-ßnch-y SIll-X + 
n n=l n sh nn b a a a 

a 

(6) 

b ~ 1 ((Xn + an ch _n_;_ a ) 
+ - ~ - ------- sh _n_bn_ x - an ch _nb_n x sin _nb_n y. 

n n=l n sh nn a 
b 

Ähnlich der Lösung (4) sind die Reihen (5a), (5b) und (6) in jedem geschlossenen 
Teilbereich des Gebietes G gleichmäßig konvergent. 
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3. Interpretation 

Als Beispiel einer physikalischen Interpretation der Vorangehenden soll 
folgende auf eine ebene Strömung vereinfachte Aufgabe betrachtet werden: 
Es sollen das Geschwindigkeitsfeld und die Stromlinien in einem rechteckigen 
Speicher bestimmt werden, auf Grunde der im Abb. 2 dargestellten Quellen
bzw. Senkensysteme eine ideale Strömung vorausgesetzt. Mit Rücksicht auf 
die großen Dimensionen des Speichers können die Quellen und Senken als 
punktartig betrachtet werden. 

Wie bekannt, kann man eine Quelle oder eine Senke mit Hilfe der Dirac
schen Delta Distribution darstellen, deren Eigenschaften durch folgende Bezie
chungen beschrieben werden: 

und b(y) = 0, wenn y -..:.. 0 
(siehe: [1], [3]). 

r b(y)dy = 1 

Da der Speicher endliche Dimensionen hat, kann das Diracsche Delta 
periodisch gestaltet werden, wobei die Periode gleich der doppelten Länge der 
entsprechenden Seite ist, z.B. 2b. Entwickelt man die Fourierreihe des erhalte
nen Diracsche Deltas, erhält man eine (C, 1) summierbare Reihe (siehe: [1]). 

Im folgenden wollen wir gewisse vereinfachte Bezeichnungen anwenden. 
Wir bezeichnen die Delta Distribution mit der Periode 2b folgenderweise: 

~ b(y - 2bn) = b~b(Y)' 
n=-~ 

k 
2 ~ Q;b 2b(y - b;) = b~b.b, ..... bk(y) , 

;=1 

y 

b 

b2 Q\- ~ 
G 

~ b\ 
Cl, 

0 .9L a x 
m 

Abb.2 
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Qi bedäutet die Stärke der Quelle bzw. der Senke. Da das periodische Diracsche 
Delta als eine (C, 1) summierbare Fourier-Stieltjes Reihe dargestellt werden 
kann, ergeben das Geschwindigkeitsfeld und die Stromfunktion eine in jedem 
geschlossenen Teilbereich des Gebietes G gleichmäßig konvergente Reihe. 

Betrachten wir jetzt die Lösung des in Abb. 2 dargestellte Problems. 
Eine ebene ideale Strömung befriedigt die Laplacesche Gleichung: 

mit den folgenden Randbedingungen: 

- -r,- = (;2b(y) = - 1+ 2 ~ cos -bI cos-Y 8u '1 b QI ( = nn nn)' 
dX x=O b n=! b b 

QI Q 
Bu I --;;- - I ( = nn nn) - = (;~b(Y) = 1 + 2 ~ cos - b2 COS - Y , 
Bx x=a b 11=1 b b 

Bu I a Ql l' - - = - (;?~ (x) = - - 1 
By !y=O - ma 

= nn nn) 2 ~ cos --al cos-- x , 
n=l a a 

~I =0. 
8y y=b 

Die Lösung erhält man aus der Beziehung (4) 

y I --, 
am 

x2 _ y2 

2abm 

2 = 1 nn (' nn nn nn) nn - --~ - cos -- a1 eth -- b eh -- y - sh y eos -a x + 
nm n=l n a a a a 

(( 

I )' nn nn nn -- I eos--b.,+ eos--b1ch--a 
+ ~ i ~ _m __ -'---__ b __ -____ b ___ b __ eh nn x _ 

n n=1 n sh nn a b 
b 

-eos--b1sh--x eos--y . lln nn) nn j 
b b b 

(7) 

(8a) 

(8b) 

(8c) 

(8d) 

(9) 
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Mit Hilfe der partiellen Abelitung der Funktion (9) kann das Geschwindigkeits
feld leicht berechnet werden. Die sich dabei ergebenden Reihen sind im 
Gebiet G konvergent, am Rande desselben sind sie (C, 1) summierbar. 

Die Stromfunktion ergibt sich aus Beziehung (6) und aus den Rand
bedingungen (8): 

v(x,y) ~ Q, [c, x Y -1- xy 
---- 1---1-
ma b abm I 

2 ~ 1 nn ( nn nn nn ') . nn --~ - cos a l cth -- b sh --y - ch -- y sm -- x + 
nm n=1 n a a a a a 

2 ~ 1 
-~-
n n=1 n 

r
· 1 ) nn nn nn 
-;;; - 1 cos -b- b2 + cos -b- bl ch -b- a 

____ --'--______________ sh nn x _ 

b h 
nn 

s --a 
b 

- cos -- bl ch -- x Sln -- y . nn nn) . nn J 
b b b 

Betrachten wir nun die Stromfunktion am Rande: 

) 
(

X 2 ~ 1 nn . nn ) 
v(x, 0 = QI CO - -- - -- ~-cos --al sIn -- x , 

ma nm n=1 n a a 
(lla) 

+ (mI - 1) 2 i -.!.. cos nn b 2 sin nn y], 
n n=1 n b b 

(llb) 

(llc) 

v(O,y)= I Co--=---~-Cos-blsm-y. Q ( 
y 2 ~ 1 nn . nn ) 

b n n=1 n b b 
(lld) 

Man kann daraus ersehen, daß der Rand eine Stromlinie ist. Die Funktionen 
(lla), (llb) und (lld) sind nämlich gerade die Integrale des Diracschen Deltas 
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längs der Seiten, die als Rand dienen. Folglich sind es Treppenfunktionen. 
Die Funktion (Hc) ist konstant. Es gilt also: 

v(X,O)=-f(GU} dx, 
GY y=O 

v(a,y) =f(~) dy, 
8x x=a 

V(O,y)=S('GU) dy. 
8x x=o 

Als nächstes Beispiel sei der Wasserspeicher mit dem Querschnitt gemäß 
Abb. 3 angeführt. Die Quellen sind Ql' Q2 und Q3 und die Ergiebigkeiten der 
kontinuierlichen Entnahmen seien 

Die Randbedingungen sind: 

--, 2 ~ lcos-b1 + Q2cos-b2 cos - y, I = (Q nn nn) nn ] 
n=1 b b b 

(12a) 

8 U b Q3 (. = nn nn) 
- = 62b(Y) = -' 1 + 2 ~cos -b3 cos-y , 
OX x=a b n=1 b b 

(12b) 

_~I -
8y Iy=o -

(12c) 
am 

y (01 + OZ+03 )(1-.l) m 

b 

Oz bz b3 Q3 
G 

Ql b1 

0 Q X 

0 1+0,+03 
m 

Abb.3 
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- = -(Ql + Q2 + Qa) 1 - - -. ou I ( 1) 1 
oy y=b , m a 

(12d) 

Die Lösung kann auch hier mittels der Formeln (2), (4) und (12) bestimmt 
werden: 

u(x, y) = _ Ql + Q2 X + Ql + Q2 + Q3 Y + Ql Qa (x2 _ y2) + 
b am 2ab 

[

Q3COS _n7l_b3 + (QI COS mr bJ + Q" cos nn b9 ) ch_
n

_
n a 

2 =1 b b - b - b _ ~_ ch nn x-
7l n=l n sh .!!n a b 

b 

- (Q, 00' :n b, + Q, 00' n~, b,j ,h nbn xJ 00' n~, y. (13) 

Das Geschwindigkeitsfeld kann natürlich auch hier aus den partiellen 
Ableitungen hergestellt werden; die Konvergenzverhältnisse sind die gleichen 
wie im vorangehenden Problem. 

Die Stromfunktion kann mit Hilfe der Formeln (2), (6) und (12) dar
gestellt werden: 

v(x,y) = Co _ Ql + Q2 
am 

Q2 + Q3 xy + 
ab 

[

Q3COS nn b3 + [Q1cos n7l b1 + Qzcos nn b2) ch n7l a 
2 ~ 1 b . b b b h nn 

+-~- S -x-
n -1 n h nn b n- s --a 

b 

- (Q, '"' n~, b, + Q, 00' nbn b,) oh nbn x 1 ,in nbn y. (14) 

Die Stromfunktion am Rande ist: 

v( x, 0) = Co - -=Q:..::.1_.....::Q:..::.2_+'-...::Q",-3 x, (I5a) 
am 

t'(a,y) = Co _ Ql + Q2 + Q3 + ~ Y + 
m b 

2Q3 = 1 n:t b . nn + --~- cos-- 3 sln--y, 
n n=l n . b b 

(I5b) 
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v(O, y) = Co _ Ql + Q2 y_ 
b 

~- Q1cos-- b1 T Q2 cos--b2 sm--y. 2 = I f nn I nn} . nn 
n n=l n ,b b b 

(15c) 

Die Beziehungen (15b) und (I5d) können die Cauchy-Riemann-Diffe
rentialgleichungen in Betracht gezogen auch durch Integration der Delta
Distributionen (12a) und (12b) hergestellt werden. Daraus folgt, daß diese 
Treppenfunktionen sind. So sind die Randlinien - mit Ausnahme der singu
lären Punkte - Stromlinien. 

4. Anmerkung 

Die zuvor beschriebene exakte mathematische Methode kann nur für 
ein rechteckiges Gebiet angewendet werden. Bei wirklichen Flüssigkeiten ent
steht am Rande eine Grenzschicht die sich in den Ecken oder in ihrer U mge
bung ablöst. Daher kann man die hier abgeleitete Lösung als annehmbare 
Annäherung nur im Inneren des Gebietes, in entsprechendem Abstand vom 
Rande akzeptieren. 

Auf Grund der Stromlinien und des Geschwindigkeitsfeldcs kann der 
Speicher so gestaltet werden, daß in diesem praktisch keine Ablösung ent
steht. 

Dieses Verfahren ist auch zur Lösung stationärer Wärmeleitungsprob
leme geeignet, z.B. zur Bestimmung des Temperaturfeldes eines eingeschichte
ten Rohrleitungssystems (siehe: Abb. 4). 

Entlang der gestrichelten senkrechten Linien (in Abb. 4) gibt es - infolge 
der Symmetrie - keinen Wärmeübergang. Entlang der horizontalen Rand
linien ist der Temperaturgradient vorgeschrieben. 
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I 

Abb.4 
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Zusammenfassung 

In dieser Abhandlung wird die Lösungsmethode der zweiten Randwertaufgabe der 
Laplacesche Gleichung zur Bestimmung der Strömungsverhältnisse in rechteckigen Wasser
speichern angewandt. Dabei werden am Rande Quellen und Senken punktartig oder endlicher 
Ausbreitung angeordnet. Es wird eine leicht anwendbare exakte Lösung abgeleitet, die in 
jedem geschlossenen Teilbereich des Gebietes gleichmäßig konvergiert. 

Auf Grund der Stromlinien kann der Speicher so gestaltet werden, daß in diesem 
praktisch keine Ablösung entsteht. 
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