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1. Einleitung

In Wasserspeichern, insbesondere in Speichern fiir Trinkwasser ist von
groBer Wichtigkeit, daBl sich die letztens zugefiihrte Wassermenge mit den
bereits seit lingerer Zeit hier aufbewahrten Mengen nicht vermischt, das
heiBt, das frische Wasser soll das alte vor sich verdringen. Damit kann es
vermieden werden, dafl zu lange Zeit im Speicher verweilendes Wasser unge-
nieflbar wird.

Dasselbe gilt fiir die Beliiftung bzw. fiir die Zufuhr frischer und d1e
Abfuhr verbranchter Luft. ‘

- Eine verm_lschungsfrele Durchstromung kann durch eine entsprechende
Gestalt des Speichers, ferner:durch eine zweckmiBige Verteilung der Zufuhr-
und der Abfuhrmengen erreicht werden. .

Mit Riicksicht duf dié:hohen Investigationskesten orientiert man sich
meistens durch Modeluntersuchungen iiber das Stromungsfeld. Doch kann
;eine Verkleinerting “die. Ahnllchkelt des Stromlmgsf'eldes gefdhrden. Infolge
der besonders kleinen Dlmensmnen, bilden die erhéhten Reibungskrifte eine
grofere Fehlerquelle als eine- Berechnung, dl& relbungsloses Medium voraus-
setzt. oL T : o P

In dieser Abhandlung soll eine Rechenmethode beschrieben werden, die
geeignet ist, das stationire Stromungsfeld eines rechteckigen Speichers zu
bestimmen, eine reibungslose Fliissigkeit vorausgesetzt.

2. Losung der Randwertaufgahe

Als das mathematische Modell der juvor beschriebenen stationiren
ebenen Potentialstrémung wollen wir die Laplacesche Differentialgleichung
(1) betrachten . _, :
Mu = a"“q,_ Tu Ly, (1)
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Fir das in Abb. 1 dargestellte rechteckige Gebiet konnen folgende
Randbedingungen gestellt werden: :

ou > nw
— 2 =) = ao+ Sascos "y,
9% |xm0 o ,%‘ b (2a)
O=y=1b
ou foly) = 2o 5‘0 cos -
R, = Jy — -+ - 8 .y
0% |xma T E b (2b)
0=y=0b
ou = nx
—— = fil&) = By + 3 Brcos—=x,
Oy |y=0 , o a=l1 a (2¢)
v 0==x=a
ou > nw .
—" = fyx) = yo+ Zvacos —x.
9y |y=b : A=1 a (2d)
O0=sx=a :

Die Funktionen bzw. Distributionen fi, f,, f; und f, sind im voraus anzugeben.
Auf Grund der Randbedingungen (2) soll die Losung der Differential-
gleichung (1) in folgender Form gesucht werden:

U(x’ y) = Agx + Boy + Do(a® — %) +

{ ch«~——y+B sh————y}cos—-———x—{« (3)
a

é(

———~x] cos ﬂy
A

xy

Abb. 1
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Mit Hilfe der Randbedingungen (2) konnen die unbekannten Koeffizienten
bestimmt werden:

. 1
A= —ay, D= ——ta, Dj—20t%
an 2a
b nw
Cn:——T(an—%anch al,
an sh— a b
(3a)
a
B():“"ﬁov an— .Bn’
nn
Ay =—— [rn+ﬂneh T 5.
sin sh b a
a
Aus der Bedingung
(j}—a—ids =0
on
0
folgt die Gleichheit
oy + a
Vo= —Bo— ——Tb.
a

Demgemifl konnen wir — auf Grund der Randbedingungen (2) — die Losung
der Differentialgleichung (1) folgenderweise anschreiben:

u(x, y) = —ax — oy + g—"—;‘—a—‘l (x* — 57 +

Yo -+ Bnch b
a1 7n T Pn a nw nmx nm
T;ré; L, ch o ¥y — Ba sh——a y|eos— x 4)
nw
oI 11 a N
'b'”la”'ancb nw ni nw
T‘%"%—n— — h—n—dﬂz—a-———ch A x.—ansh——b—x COST_)’.
b

Es ist leicht einzusehen, dafl die Reihe (4) in jedem geschlossenen Teil-
bereich des Gebietes G gleichmiBig konvergent ist und die Differentialglei-
chung (1) auch dann befriedigt, wenn die durch die Randbedingungen bestimm-
ten Fourierreihen in gewGhnlichem Sinne nicht kdnvergent sind, sondern (C, 1)
summierbare Fourier-Stieltjes Reihen bilden kénnen, durch welche das Dirac-
sche-Delta bestimmt ist. Selbstverstdndlich kann die Losung (4) noch durch
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Addition einer beliebigen Konstante C, erginzt werden, da wir es hier mit
einem Neumannschen Problem zu tun haben.

Das Geschwindigkeitsfeld im Innerem des Gebietes wird durch folgenden
Funktionen bestimmt:

ou % - @y
— T e O—T——x"—‘
ox a
o [ Vnt Bnch o nw nsw nw
‘é T b Y = Pash—mysin—mx 4+ (5a)
> a"+a”0hﬁl§£a 7n ns n
+ré; - o h b x——anch——b——x COSTy,
b
ou %y -+ g
S e B 4
oy Bo a
' na
+§‘ ynTﬁHChabshnny Brch =2 | cos 22 x 5b
=8 IS N @ e (5b)
a
nw
=[ %+ @ ch b ¢ n na . nw
- ch x — a, sh——x | sin —— y.
= h b b b
b

Mittels der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen kann die
Stromfunktion v(x,y) angeschrieben werden:

o(x, y) = Co + Box — agy +3‘1—}—“ﬂxy —

Vn+ Bnch b

e 21 nw niw . nx
TE A | mm, e YTy s (6)
= sh %
a
ns
h ——a
b o= 1 %, + @, ¢
== b shﬂx-anchﬂx sin—'—lﬂy.
nn:ln sh nna b b b

Ahnlich der Losung (4) sind die Reihen (5a), (5b) und (6) in jedem geschlossenen
Teilbereich des Gebietes G gleichmiBig konvergent.




ANWENDUNG DER (C,1) SUMMIERBAREN REIHEN I. 67
3. Interpretation

Als Beispiel einer physikalischen Interpretation der Vorangehenden soll
folgende auf eine ebene Strémung vereinfachte Aufgabe betrachtet werden:
Es sollen das Geschwindigkeitsfeld und die Stromlinien in einem rechteckigen
Speicher bestimmt werden, auf Grunde der im Abb. 2 dargestellten Quellen-
bzw. Senkensysteme eine ideale Stromung vorausgesetzt. Mit Riicksicht auf
die groBen Dimensionen des Speichers kénnen die Quellen und Senken als
punktartig betrachtet werden.

Wie bekannt, kann man eine Quelle oder eine Senke mit Hilfe der Dirac-
schen Delta Distribution darstellen, deren Eigenschaften durch folgende Bezie-
chungen beschrieben werden:

Jody =1

und 6(y) = 0, wenn y == 0
(siehe: [1], [3]).

Da der Speicher endliche Dimensionen hat, kann das Diracsche Delta
periodisch gestaltet werden, wobei die Periode gleich der doppelten Linge der
entsprechenden Seite ist, z.B. 2b. Entwickelt man die Fourierreihe des erhalte-
nen Diracsche Deltas, erhdlt man eine (C, 1) summierbare Reihe (siehe: [1]).

Im folgenden wollen wir gewisse vereinfachte Bezeichnungen anwenden.
Wir bezeichnen die Delta Distribution mit der Periode 2b folgenderweise:

ngm Oy — 2bn) = 04(y) .
2Q:0:(y — by) = 0%i(y) .
k
2 3Qi0u(y — b) = gy ()
i=1

O0=b,<b, ... <<b;,=b
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Q; bediutet die Stirke der Quelle bzw. der Senke. Da das periodische Diracsche
Delta als eine (C, 1) summierbare Fourier-Stieltjes Reihe dargestellt werden
kann, ergeben das Geschwindigkeitsfeld und die Stromfunktion eine in jedem
geschlossenen Teilbereich des Gebietes G gleichmiflig konvergente Reihe.
Betrachten wir jetzt die Losung des in Abb. 2 dargestellte Problems.
Eine ebene ideale Stromung befriedigt die Laplacesche Gleichung:
8%u 8%u

Adu="" 3% 0 (x,9)€C (7)

9

dx? ay*?

mit den folgenden Randbedingungen:

ou , Q = nm nw |
—_—— = &% (y =—i(l—§—2 cos — b, cos — y| , 8a
| = =", Zeosthoos Tyl (89)
14Y
du _5b=(,)_._'f‘_.:_gl.(1+9 S cos % b cos L ) (8b)
2 |es ap\ Y b ~;§ b2 b Yl - )
———al’ :—-6g5(x)=———Ql—ll+2§'cosﬂalcosﬂx), (8¢)
0y {y=0 ma a=1 a a
sul . (8d)
Gy |y=b

Die Losung erhidlt man aus der Beziehung (4)

x y a2 — y*
u(x, y) = Cp—-F b L e
(e 3) = Q1] Co b am 2abm
_— wnl—cos————al cth =7 beh nnyush—“—v €08 —— % -
am gon a a a a
) . {J_—ljcoslzglb._,—}-cos%blch BT 4
+=>-|-= ch T x —  (9)
T n=t N sh "% 4 b

nx na nw
—cos——b;sh— x| cos— vy
b b b
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Mit Hilfe der partiellen Abelitung der Funktion (9) kann das Geschwindigkeits-
feld leicht berechnet werden. Die sich dabei ergebenden Reihen sind im
Gebiet G konvergent, am Rande desselben sind sie (C, 1) summierbar.

Die Stromfunktion ergibt sich aus Beziehung (6) und aus den Rand-
bedingungen (8):

wxy) =0 |Cp— ——L 4+ T

ma b abm

9 > v W v \ v
4T —l—cosﬂal(thﬂbshﬂy—chﬂy sin —2 5 4
am i n a a a a a
-—L— 1} cos 2 b, + cos n7 blch—la
2 =1 b b b o
to2 n e
Tn=1T sh— q
b
n nax no
— cos b, ch — x| sin —
b Ty b 0
Betrachten wir nun die Stromfunktion am Rande:
v(x, 0) = Q, (CO 23 icos ﬂal sin =% x] (11a)
ma am =in a a
1 1
@) = 0| Com (2= L
m m b
1 2 =1 n ns
+ = 11— — cos — b, sin — y |, 11b
(m } T ,‘,‘% n b b y] (11b)
ol b) = Q4(Co — 1), (11¢)
2 = 1 nit . ns
o0, y) = Ql(c — T2 S cos P, sin I j (119)

b T =1 1

Man kann daraus ersehen, dafl der Rand eine Stromlinie ist. Die Funktionen
(11a), (11b) und (11d) sind ndmlich gerade die Integrale des Diracschen Deltas
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lings der Seiten, die als Rand dienen. Folglich sind es Treppenfunktionen.
Die Funktion (11lc) ist konstant. Es gilt also:

o, 0) = _J %y’i dx,  va,y) 2”2‘%) dy .
y=0 X=q
v(0, y) ZJ -g—;i) dy .
X=0

Als néchstes Beispiel sei der Wasserspeicher mit dem Querschnitt gemil3
Abb. 3 angefiihrt. Die Quellen sind Q,, @, und Q; und die Ergiebigkeiten der

kontinuierlichen Entnahmen seien

G0t und 0+ 0.+ 001 -]

Die Randbedingungen sind:

ou 1
T - 6gl ba y) = — -+ s +
= =,
+ 2 j (Ql cos — b, + Q,cos bz} cos Tﬂ}y, (12a)
n=1
du | -
!? = 6%(y) = Qs {1—{—220 § —— by cosj—y}, (12b)
X |x=q b n=1
o 8u’ —_ O+ 0.+ 0 (12¢)
oy | y=0 am
y 4 (Q,+0;+03)(1- 7)
Ltte
Qz' bz b30 03
G
Q, ¢ b,
RERE X
Q1+Q2+Qa
™

Abb. 3
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2 ——eroteifi- (124)
Y |y=p \ mj a

Die Losung kann auch hier mittels der Formeln (2), (4) und (12) bestimmt
werden:

u(x, y) = — 2g f X2 X2 X3y

x*—y%) +
b am 2ab )
Q,cos Ebs -+ Qlcosﬁz b, +0Q, cos =% b2) ch % g
2 1 b b b nw
- —2— " ch p x —
Tn=1 sh——a
— ((_)lcos—ri;—r—b1 + Q, cos o ng shlbn—x cos—ni—t—y. (13)

Das Geschwindigkeitsfeld kann natiirlich auch hier aus den partiellen
Ableitungen hergestellt werden; die Konvergenzverhéltnisse sind die gleichen
wie im vorangehenden Problem.

Die Stromfunktion kann mit Hilfe der Formeln (2), (6) und (12) dar-
gestellt werden:

04040 0:i+0s | O +0.+0

v(x,y) = C, — 2 x — ;o =
(% 5) 0 o b y " Y
Q;cos i by 4+ Qlcosﬂ b, + Q, cos nz b, ch 2 q
+—2—2w‘—1— : b b b sh M .
I =1 N sh nw a b
— cos—n—f—z—b -+ 900511_7_51,_’ chﬂx sinﬂ . 14
1 1 > 2 Y
b b b b
Die Stromfunktion am Rande ist:
L
o, 0) = Cp— D Pe o (15a)
am
-+ o
11(a,y):co___Q._l_l—Q‘_+—Qa.+Q§_y+
m b
+ 233 2“‘_'_1_ cos—n{i b, sin —n;n—y, (15b)
T p=1 .
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o(%, b) = C, — O —Qz—%-%{—,%%- 1}(01+Qg+03)x, (15¢)

-+ htd
o0 = G By

- = \Qlcos —n{i b, +0Q, cos—ng—— b2) sinlbj-z—y .

Die Beziehungen (15b) und (15d) kénnen die Cauchy--Riemann-Diffe-
rentialgleichungen in Betracht gezogen auch durch Integration der Delta-
Distributionen (12a) und (12b) hergestellt werden. Daraus folgt, dafl diese
Treppenfunktionen sind. So sind die Randlinien — mit Ausnahme der singu-
ldren Punkte — Stromlinien.

4. Anmerkung

Die zuvor beschriebene exakte mathematische Methode kann nur fiir
ein rechteckiges Gebiet angewendet werden. Bei wirklichen Fliissigkeiten ent-
steht am Rande eine Grenzschicht die sich in den Ecken oder in ihrer Umge-
bung ablést. Daher kann man die hier abgeleitete Liosung als annehmbare
Annibherung nur im Inneren des Gebietes, in entsprechendem Abstand vom
Rande akzeptieren.

Auf Grund der Stromlinien und des Geschwindigkeitsfeldes kann der
Speicher so gestaltet werden, daB in diesem praktisch keine Ablosung ent-
steht.

Dieses Verfahren ist auch zur Losung stationdrer Wirmeleitungsprob-
leme geeignet, z.B. zur Bestimmung des Temperaturfeldes eines eingeschichte-
ten Rohrleitungssystems (siehe: Abb. 4).

Entlang der gestrichelten senkrechten Linien (in Abb. 4) gibt es — infolge
der Symmetrie — keinen Wirmeiibergang. Entlang der horizontalen Rand-
linien ist der Temperaturgradient vorgeschrieben.
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Abb. 4
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Zusammenfassung

In dieser Abhandlung wird die Losungsmethode der zweiten Randwertaufgabe der
Laplacesche Gleichung zur Bestimmung der Stromungsverhiltnisse in rechteckigen Wasser-
speichern angewandt. Dabei werden am Rande Quellen und Senken punktartig oder endlicher
Ausbreitung angeordnet. Es wird eine leicht anwendbare exakte Lisung abgeleitet, die in
jedem geschlossenen Teilbereich des Gebietes gleichmiiBig konvergiert.

Auf Grund der Stromlinien kann der Speicher so gestaltet werden, dafl in diesem
praktisch keine Ablésung entsteht.
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