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1. Einleitung 

Die Ermittlung des Temperaturfeldes um ein eingehettetes Rohrleitungs­
system kann u. U. sowohl theoretisch als auch praktisch wichtig sein. Ein 
derartiges Problem stellt sich z. B. hei einer in Beton gehetteten oder unter­
irdisch verlegten Wärmefernleitung oder heim Entwerfen von Heizkörpern 
usw. Für nur eine Rohrleitung (k = 1) wurde von O. H. FAXEN ([5], [6]) 
unter Anwendung einer Potentialfunktion und mit funktionentheoretischen 
Hilfsmitteln, dann von J. GRUBER bei A~~endung einer geeigneten Potential­
funktion [4] eine Lösung gegehen. 

In der vorliegetiden Arbejt wird keines· der ;.()hengenannten Hilsfmittel 
eingesetzt, das Problem wird als einfache Randwertaufgahe hehandelt, wohei 
die Quellen und Senken durch am Rande angesetzte (C,I) summierhare 
Reihen repräsentiert werden: Dadurch ,~erdeu: d~r mathematische Üherhlick 
üher die Lösung ferner die praktische Berechnung hedeutend vereinfacht. 

2. Aufgabenstelluilg 
;;-'} , 

Betrachten wir den Querschnit~ nach Ahb. 1 eines eingebetteten Rohr­
leitungssystems, wo Qi, Qt, ... , QZ idenl Rohr~n entsprechende punktartige 
Quellen sind. Das Problem kann als ~hene Aufgabe hehandelt werden, da die 
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Rohre praktisch unendlich lang sind" und das Einbettungsmaterial als homogen 
und isotrop betrachtet werden darf. Durch die gestrichelten Linien in Abb. 1 
erfolgt wegen der Symmetrie kein Wärmeübergang, daher kann das physi­
kalische Modell auf das Rechteck in Abb. 2 beschränkt 'werden, wo für die 
waagerechten Seiten die Randbedingung die Gültigkeit des Newtonschen 
Wärmeübergangsgesetzes ist. 

Wie bekannt, läßt sich eine p'unktartige Quelle bzw. Senke mit der 
Diracschen Delta-Distribution* beschreiben, die hier wegen der endlichen 
Ausdehnung des, Gebietes periodisiert werden kann. 

Im weiteren werden folgende vereinfachende Bezeichnungen benutzt: 
Periodische Delta-Distribution nach 2b (Abb. 2) 

~ 6(y - 2bn) = 6Zb(Y): 
11= -co 

diese um b; verschoben und eine Wärmequelle der Intensität Qr angenommen, 
erhält man 

sodann die Summe solcher Distributionen: 

y 

b -------
Q~ bk 

G 
a~ bz 
a~ b, 

o Q 

Abb.2 

~ 

x 

• Für das Diracsehe Delta gelten S o(y) dy = 1 und o(y) = 0, wenn y ? 0 (5. [1], [3]). 
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Der Prozeß wird als stationär betrachtet, damit lautet die mathemati­
sche Formulierung der Randwertaufgabe: 

,Ln = 8
2

11 -L 8
2

11 - 0 () G 
LHI - I -, wenn x,y E 

8x2 8y2 
(1) 

= -- ,ZQi + 2,Z ,ZQi cos-b; cos-y , 
I ( k ~ k nn nn) 

bIo ;=1 n=1 ;=1 b b 
(2a) 

~I -0 8x x=a - , 
(2b) 

(2c) 

- = -Ho 11 . 8# I I 
8y y=b ~ y=b 

(2d) 

Die Randbedingung (2a) ist mit einer Fourier-Stieltjes-Reihe aus­
gedrückt, durch welche die Quellen repräsentierenden Diracschen Delta­
Distributionen hergestellt werden. (2b) bedeutet, daß an der gestrichelten Linie 
kein Wärmeübergang stattfindet (s. Abb. 2). (2c) und (2d) stellen den Wärme­
übergang an den waagercchten Seiten dar, wo 

H ':1.0 
2 =--, 

Ä 

(lXI und 1X 2 sind die entsprechenden Wärmeübergangszahlen, und I. ist die 
Wärmeleitzahl der untersuchten Schicht). 

3. Lösung der Aufgabe 

Setzen wir die Lösung der Randwertaufgabe (1), (2) in der Form an: 

+,Z Anch-y+ Bnsh-y cos-x ~ (nn nn) nn 
n=1 a a a 

+ ,Z Cnch -x + Dn sh- x cos-y. ~ (nn nn J nn 
n=1 b b b 

(3) 

2 
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Damit ist die Differentialgelichung (1) befriedigt, und die unbekannten 
Koeffizienten werden aus den Randbedingungen (2) ermittelt. Im weiteren 

Q* 
wird die Bezeichnung T = Qi (i = 1, 2, ... , k) benutzt. 

- =Ao+- ~nDncos--y = (1) I n = nn 

8x x=o b n=l b 

= -- ~Qi+ 2 ~ ~Qicos-biCOS-y . 1 ( k = k nn nn) 

. b .i=l n=l i=l b b 

Daraus erhält man: 
1 k 

Ao = -- ~Qi' 
b i=l 

(1) I' 1 k 
-r,- = --~ Qi + 2D oa + 
OX x=a b i=l 

n = (. n:z: 2 k nn nn) nn +-~n Cnsh-a --~ Qicos-bi ch-a . cos-y=O 
b n=l b nn i=l b b b 

und daraus ist: 
1 k 

D O =-2 b~Qi' 
a i=l 

2 k nn n:z: 
Cn=-~ Qicos--bi cth-a. 

nn i=l b b 

(4) 

(5) 

Der Wärmeübergang in die Umgebung die heiden waagerechten Rand­
linien entlang wird mit den Randbedingungen (2c) und (2d) beschrieben. Daraus 
ist es ersichtlich, daß die Funktion O(x, y) die in der Einbettungsschicht ent­
stehende Übertemperatur der Umgebung gegenüber bedeutet. 

-:::- = B o + - ~nBncos-x = 80 I n = nn 
oy y=o a n=l a 

[ 
1 k 1 k 

= H 1 Co--~ QiX+-~Qix2+ 
b j=l 2ab j=l 

+ ~ An cos-x + ~ Cnch-x + Dnsh- X , =. nn = (nn nn .)] 

n=l a n=l b b 
(6) 



ANWENDUNG DER (e,I) SUMMIERBAREN REIHEN 11. 79 

-' = B o--~Qi+ 8f) I 1 k 

8y y=b a i=1 

n ~ (nn nn) nn +-~n An sh-y + Bnch-y cos-x = 
, a n=1 a ,a a 

+ ~ An ch - b + B n sh - b cos -'- X + ~ (nn nn) nn ' 
n=1 a a a 

+ ~(_l)n Cnch-x+Dnsh-x . ~ (nn nn )] 
n=1 . b b 

Nun werden die Gleichheiten (6) und (7) geordnet: 

E, 

(8) 

und 

F, 

( 
n nn nn) ] nn + - n ch - b + H 2 sh - b B n cos - x = 
a a a a 

+ j' (-l)P (Cp ch pn x + Dp sh pn x)] = f2(X) • 
p=1 ,b b 

(9) 

2* 
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Die Fourierkoeffizienten E o, En, F o, Fn in den Gleichheiten (8) und (9) 
werden nun durch Integration leicht ermittelt. 

a a 

E o = : Jf1(X) dx, E n = ! J f1(x) cos narc x dx 

o 0 

a a (10) 

F o = : J f2(X)dx, Fn = ! J f2(X) cos narc x dx. 
o 0 

Unter Anwendung der bestimmten Integrale 

a 

J nrc ( a )' 2 X COS --;;- x dx = nrc [( _l)n - 1], 

o 
a 

f nrc 2~ x2 cos-xdx = (_l)n __ , 
a (nrc)2 

o 

a 

f prc nrc 
sh-xcos-xdx = 

b a 
o 

erhält man für die Koeffizienten (10) die Formeln 

(Ha) 

H [ a2 k 2b ~ ( -l)P k prc] F o = __ 2 --~Qi+-~ 2 ~Qicos-bi' (Hb) 
a 3b i=l rc2 p=l P i=l b 
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[ 

') k 
F - H .a 

n - - 2 b( )2 ~ Qi 
n:n: i=l 

Nun lassen sich die Koeffizienten B o' Co unter Anwendung der Gleich­
heiten (8) und (9) aus dem Gleichungssystem 

B o - HIC O = E o' 

(1 (12) 

ausdrücken. 

(13) 

(14) 

Die Koeffizienten An und B n werden auch unter Anwendung der Gleich­
heiten (8) und (9) aus dem Gleichungssystem 

-HIAn + :n: nBn = HIE~, 
a 

I/ :n: h n:n: b I H h n:n: b) 4' I (:n: h n:n: b I -n s -- , 2 C -- • nT -n c - , 
a a a ,a a 

+ H~ sh n~7, b) B n = -H2E~* 
errechnet: 

4 - 1 [H E** ! ('H h n:n: b 
- n - - 1Yn 2 n " I C ---;;-

wo 

- (H H' h n:n: b I f' n:n: HIHza 'J sh n:n: b. J'\i n = I + 2) C -- , -- +- -=---=--
a I, u: n:n: a 

Nach den Formeln (llc) und (lld) ist 

O(E~) = O(E~*) = ~ . 
n2 

(15) 

(17) 

(18) 
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Die Formeln (4), (5), (15) und (16) angewandt und die Lösungsfunktion 
(3) in für die Berechnung geeigneter Form angeschriehen, erhält man 

~ 1 [H E** ( h nn I aH1 h nn ) + - ~-- 2 n C --Y T -- s --y 
n=l N n a nn a 

( 
nn H?a nn JJ nn + H1E~ ch -(b - y) + --- sh-(b - y) cos -x + 
a nn a a 

') = 1 k nn 
+~ ~-~Q;cos-'-b; 

n n=l n ;=1 b 

nn . 
ch-(a - x) 

b n:z: 1 
cos --)'. 

b • (19) 

h 
nn 

s --a 
b 

Die Koeffizienten Co und B o werden aus den Formeln (13), (14) sowie (lla) 
und (llb) ferner die Koeffizienten E~ und E~* aus den Formeln (llc) und 
(lld) herechnet. 

Betrachtet man die Formeln (17) und (18), ist leicht einzusehen, daß die 
Lösungsfunktion (19) in allen Teilhereichen des Gehiets G gleichmäßig kon­
vergent ist und die Differentialgleichung (1) hefriedigt. 

4. Bei Quellen endlicher Anzahl 

Dem vorigen ehenen Prohlem gegenüher ist eine andere Aufgahe dadurch 
gekennzeichnet, daß die Wärmequellen endlicher Zahl k in einer senkrechten 
Linie angeordnet sind (Ahh. 3), und durch die heiden waagerechten Grenzlinien 
kein Wärmeühergang erfolgt. 

Ein näherungsweises physikalisches Modell stellen z. B. erdverlegte 
Rohre als Wärmequellen dar, angenommen, daß auf der Erdoherfläche wegen 
der Wärmedämmung der Luft hzw. in einer gewissen Tiefe wegen der Boden­
wärme praktisch kein Wärmeühergang erfolgt. Es wird weiterhin angenom-

Abb.3 
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men, daß die Quellen Qi, Qi, ... , Q:; in der senkrechten l\Iittellinie einer 
rechteckigen Bodeuschicht angeordnet sind, so wird sich die Wärme symmetri­
sche zu dieser Linie fortpflanzen. An den senkrechten Seiten des Rechtecks 
gilt das Newtonsche Wärmeübergangsgesetzt mit derselben Wärmeübergangs­
zahl an beiden Seiten. 

Die Randwertaufgabe lautet: 

82f} a2f} 
ih'7==-q + -') = O. wenn (x,y) EG, 

Gx· 8y· 
(20) 

- = _bg;,·b, ..... bk(y) = -- ~ Qi + 8ß I 1 [ k 

8x Ix=o b i=1 

+ 2 ~~Qicos-bi cos-y , 
~ k nn n::r ] 

n=1 i=1 b b 
(21a) 

-r,- = -RB !x=a' aß I ' 
cx X=Q 

(21b) 

--' -0 aß '

1 

01'7 i 
oy y=O - ey I y=b - • 

(21c) 

Die Lösung wird in der Form 

+ ~ Cn ch -- x + D n sh -- x cos -- y ~ (nn nn) nn 
n=1 b b b 

(22) 

gesucht. Die unbekannten Koeffizienten lassen sich mit Hilfe der Rand­
bedingungen leicht bestimmen. 

y 

b 

Q~ bk 

G 

Q~ bz 
Q~ b, 

0 Q x 

Abb.4 
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- =Ao+-~nDncos-y=--~Qi+ afJ I Jl = nJl 1 [ k 

8x x=O b n=l b b i=l 

2 ~ ~ Qicos-bi cos-y , 
= k nJl nJl ] 

n=l i=l b b 
daraus ist 

(23) 

aB I -r,- = -2Dob , 
oy ,y=b 

woraus sich nach der Randbedingung (21c) 

(24) 
ergibt. 

Nun wird bei x = a die Newtonsehe Randbedingung angeschrieben: 

und 

SB ! 1 k 1 Jl = I' nJl 
r = --~QiT- ~n Cnsh-a-
ax ,X=Q b i=l b n=l, b 

1 
nJl 

a cos-b-y = 

? k ) 1 _. n:r n:r nn - -- .:2 Q i eos -- bi sh a eos -- y . 
nn i=l b b b_ 

(25) 

Aus (25) können die Konstanten Co und Cn bestimmt werden und zwar 

l
i 2 h nn 2H 1 n:r 1 k n nn b .. -c --a +--sn - aJ ~ li COS 

b b nn b i=l b' 
Cn = -'--------------'-------

:r h nn ,rr 1 n:r -n s --a -j- .n. Ct1-- a 
b b b 

(26) 

(27) 

Unter Anwendung der Formeln (23), (24), (26) und (27) und die Lösungs­
funktion (22) in für die Berechnung geeigneter Form angeschrieben, erhält man 
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ilex, y) = ~ i Qi (a + 2.. - X) + 
b i=l Il 

+ 2'-- -ch-(a-x)+-sh-(a-x) cos-y, ~ 1 [1 nn Il nn ] nn 

n=l 1Hn b b nn b b 
(28) 

wo 

7\; nn h nn ...L Il h nn 
i~ =--s --a c --a 

n b b I b (29) 

ist. 
Angesichts der Formeln (28) und (29) ist leicht einzusehen, daß die 

Lösungsfunktion (28) in allen geschlossenen Teilbereichen des Gebietes G 
gleichmäßig konvergent ist und die Differentialgleichung (20) befriedigt. 

Durch eine ähnliche Anwendung der (C, 1) summierbaren Reihen kann 
auch das zweite Randwertprohlem der Laplace-Gleichung gelöst werden. Eine 
physikalische Interpretation derselben ist z.B. die Ermittlung der Strömungs­
verhältnisse in Speichern [7]. 

Zusammenfassung 

In der Arbeit wird eine Methode zur Bestimmung des Temperaturfeldes um ein einge­
bettetes Rohrleitungssystem aufgrund der Newtonsehen Wärmeübergangsbedingung angege­
ben. Die aus dem Rohrleitungssystem herrührenden Quellen werden als punktartig angenom­
men, und die Randwertaufgabe ,vird unter Anwendung der Symmetrieverhältnisse in einem 
rechteckigen Bereich gelöst, wo die Quellen am Rande angeordnet sind. So können die Funkti­
onen in der Ranbedingung durch (C, 1) summierbare Reihen ausgedriickt werden. Die Lösung 
ist exakt, leicht zu handhaben und in allen geschlossenen Teilbereichen des Gebietes gleich­
mäßig konvergent. 
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