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1. Einleitung

Die Ermittlung des Temperaturfeldes um ein eingebettetes Rohrleitungs-
system kann u. U. sowohl theoretisch als auch praktisch wichtig sein. Ein
derartiges Problem stellt sich z. B. bei einer in Beton gebetteten oder unter-
irdisch verlegten Wirmefernleitung oder beim Entwerfen von Heizkérpern
usw, Fiir nur eine Rohrleitung (k = 1) wurde von O. H. Faxen ([5], [6])
unter Anwendung einer Potentialfunktion und mit funktionentheoretischen
Hilfsmitteln, dann von J. GRUBER bei AﬁWendﬁng einer geeigné'teh Potential-
funktion [4] eine Liosung gegeben.

In der vorliegerden Arbeit wird keines der obengenannten Hilsfmittel
eingesetzt, das Problem wird als einfache Randwertaufgabe behandelt, wobei
die Quellen und Senken durch am Rande angesetzte (C, 1) summierbare
Reihen reprisentiert werden. Dadurch werden der mathematische Uberblick
iiber die Losung ferner die praktische Berechnung bedeutend vereinfacht.

2. Aufgabenstellung

Betrachten wir den Querschmtt nach Abb 1 eines eingebetteten Rohr-
leitungssystems, wo QF, QF, ..., Qf den’ Rohren entsprechende punktartige
Quellen sind. Das Problem kann als ebene Aquabe behandelt werden, da die
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Rohre praktisch unendlich lang sind und das Einbettungsmaterial als homogen
und isotrop betrachtet werden darf. Durch die gestrichelten Linien in Abb. 1
erfolgt wegen der Symmetrie kein Wirmeiibergang, daher kann das physi-
kalische Modell auf das Rechteck in Abb. 2 beschrinkt werden, wo fiir die
waagerechten Seiten die Randbedingung die Giiltigkeit des Newtonschen
Wirmeiibergangsgesetzes ist. o

Wie bekannt, 14Bt sich eine punktartige Quelle bzw. Senke mit der
Diracschen Delta-Distribution® beschreiben, die hier wegen der endlichen
Ausdehnung des Gebietes periodisiert werden kann. .

Im weiteren werden folgende vereinfachende Bezelchnuncen benutzt:
Periodische Delta-Distribution nach 2b (Abb. 2)

2 Oy — 2bn) = 0y(y):

n= —w

diese um b; verschoben und eine Wirmequelle der Intensitit Qf angenommen,
erhilt man - o

2 Qfa [ _ b)) = 8B .
3 aly i) = 035(¥);

sodann die Summe solcher Distributionen:
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* Fiir das Diracsche Delta gelten f O(y)dy =1 und 6(y) = 0, wenn y = 0 (s. [1], [3]).
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Der ProzeB wird als stationir betrachtet, damit lautet die mathemati-
sche Formulierung der Randwertaufgabe:

329 029

A= + = 0, we x, G 1
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ﬁ"z = — Oy b bi(y) =
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1 k =k n
...__(2‘0; 2330 cos————b cos — 1, (2a)
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B _Hp (2d)
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Die Randbedingung (2a) ist mit einer Fourier—Stieltjes-Reihe aus-
gedriickt, durch welche die Quellen reprisentierenden Diracschen Delta-
Distributionen hergestellt werden. (2b) bedeutet, daB an der gestrichelten Linie
kein Wirmeiibergang stattfindet (s. Abb. 2). (2¢) und (2d) stellen den Wérme-
iibergang an den waagerechten Seiten dar, wo
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(¢ und o, sind die entsprechenden Wirmeiibergangszahlen, und 2 ist die
Wirmeleitzahl der untersuchten Schicht).

3. Lésung der Aufgabe
Setzen wir die Losung der Randwertaufgabe (1), (2) in der Form an:
Bz, y) = Gy + A + Boy + Dof2® — »°) +

< nw nw nw
+£ [An ch——(—;—y + B, sh~—a——y] €os ——x

+§‘C,,ch 2I?—ac—{-D,,shvllbf—xJ cos«'}bf—y. 3)
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Damit ist die Differentialgelichung (1) befriedigt, und die unbekannten

Koeffizienten werden aus den Randbedingungen (2) ermittelt. Im weiteren
%

wird die Bezeichnung -—Q}l— =@, i=1,2, ..., k) benutzt.

o T
— =Ad,+— >nD,cos ;=
0% |x=0 o b nél‘ )
1/ & - &
3””“( Qz+2220,c § —— b; cos —— y
.b =1 n=1 j=1
Daraus erhilt man:
1 %
40‘—_'-_201'7
b =
2 &k nsw
D,= — ; cos — b, , 4
nnéo b ! ()
ad | 1 &
= —— + 2D +
0% |x=a b éol 0
+£2”n YC shﬂa—-—'z——sz cos —2 b, ch 2% g cosﬁzz—y—
b n=1 " Nt j=1 ! ! b
und daraus ist:
k
D,= i
0 2ab,~g;Q
2k nw nw
C, == ; cos ——b; cth a. 5
' nnng b b )

Der Wirmeiibergang in die Umgebung die beiden waagerechten Rand-
linien entlang wird mit den Randbedingungen (2¢) und (2d) beschrieben. Daraus
ist es ersichtlich, daB die Funktion #(x, y) die in der Einbettungsschicht ent-
stehende Ubertemperatur der Umgebung gegeniiber bedeutet.
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z =
+.7"‘2

n=—

n|A, shf—zz—y—}— B,,ch—n—zy] cos 2= x =
a : a a

1k 1k
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L B, sh———b) cos *% x -

n=1 a a a
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n=1 L

Nun werden die Gleichheiten (6) und (7) geordnef.:A
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n=1
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Die Fourierkoeffizienten E, E,, F, F, in den Gleichheiten (8) und (9)
werden nun durch Integration leicht ermittelt.

E,— —I-J‘ fi®)dx, E,—2 J £1(%) cos ™ 5 dx
a a a
0 0

. e (10)
Fy= __J‘ fix)dx, F,= _-.f Jolx) cos D7 . dx.
a a a

0 0

Unter Anwendung der bestimmten Integrale

a

J.xcos—riazxdx = (—':—1;]2 [(—1)7 — 1],
0

a2 cos —— x dx = (—1)n
a (mz)2

a a*bp sh£Z 4
Jchﬂt—xcosﬂx dx = (—1)*
b a

0

m(a2p? -+ bn?) ’

a

Jshp xcos—'ﬂrdx-—
b a
0

2
. %p (—=)reh 22 g 1],
7(a?p? + bn?) b

erhilt man fiir die Koeffizienten (10) die Formeln

o k
E,= HI[ ZQ' l; 2-}%;2 Qicos%{—z—bi], (11a)
T p=1 i=1

1=1

H2[ @ k % =, (—1)p &

=1 P2 i=1

Q; cos flb-"— b,-], (11b)

= 4ab =
=l [b( ) ';2101 2 a?p? + bn? J—_— HE%, (o)
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ZQ, cos £Z p ]
2a k 4ab b
- 1)n 1)p i=! -
Q0+ 22 (— z( e Ny

- ——HQE:*. (11d)

Nun lassen sich die Koeffizienten B,, C, unter Anwendung der Gleich-
heiten (8) und (9) aus dem Gleichungssystem

B, — H,C, = E,,

1 by X
. L — I & B et . 2
(1 + Hb)B, + H,Cy = F, - - (1 . nglgl'Q, (12)
ausdriicken.
1 b) Xk
Fy— (1+ Hb)E, + —[1+ H,—| 30,
a 2 i=1
c, ) (13)
H H.Hb -+ H,
B, = E,+ H,C,. (14)

Die Koeffizienten 4, und B, werden auch unter Anwendung der Gleich-
heiten (8) und (9) aus dem Gleichungssystem

—HlAn -+ ’:Z_an = HlErfv

—" sh-"" b+ H,ch-" )‘4n+ z +
a a L a a
+ H,sh T b) B, — —H,Ez*
a
errechnet:
A, = [H Ex* H ch—b ! _—_—HlH'la sh E_b Egx, (15)
j\ a ni a
B [HHQG By — [ 20 o M7 g g o P Ey, (16)
‘ N, ni na a a
wo _ 4
a Lu ns a

Nach den Formeln (11c¢) und (11d) ist

0(Eg) = O(Ex) = —. )



82 A. HOFFMANN

Die Formeln (4), (5), (15) und {16) angewandt und die Lésungsfunktion
(3) in fiir die Berechnung geeigneter Form angeschrieben, erhilt man

1 k 1k
B(x, ¥) =C°“’i,"20"x+ B,y —}——:;2 Qi(#* — ¥%) —
i=1

=1 2
= 1 nw aH nw
— H,E%* |[ch — v - L sh y
,,g: Nn[ = a B nsw a J] +
+ HES[ch BT (b — y) + 2% s T —y))]cosﬂx +
a nw a a
. 1 ch nbn (a — x) .
2 = < ni nw
+ 2y ;608 — by ——————cos — yL 19
- g - ,-=21Q L b — s (19)
Sh —I;—a

Die Koeffizienten C, und B, werden aus den Formeln (13), (14) sowie (11a)
und (11b) ferner die Koeffizienten E* und E}* aus den Formeln (11¢) und
(11d) berechnet.

Betrachtet man die Formeln (17) und (18), ist leicht einzusehen, dal} die
Losungsfunktion (19) in allen Teilbereichen des Gebiets G gleichmiBig kon-
vergent ist und die Differentialgleichung (1) befriedigt.

4. Bei Quellen endlicher Anzahl

Dem vorigen ebenen Problem gegeniiber ist eine andere Aufgabe dadurch
gekennzeichnet, dall die Warmequellen endlicher Zahl k in einer senkrechten
Linie angeordnet sind (Abb. 3), und durch die beiden waagerechten Grenzlinien
kein Wirmeiibergang erfolgt.

Ein ndherungsweises physikalisches Modell stellen z. B. erdverlegte
Rohre als Wirmequellen dar, angenommen, daf} auf der Erdoberfliche wegen
der Wirmeddmmung der Luft bzw. in einer gewissen Tiefe wegen der Boden-
wirme praktisch kein Wirmeiibergang erfolgt. Es wird weiterhin angenom-
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men, daB die Quellen QF, 0%, ...,Qf in der senkrechten Mittellinie einer
rechteckigen Bodenschicht angeordnet sind, so wird sich die Wirme symmetri-
sche zu dieser Linie fortpflanzen. An den senkrechten Seiten des Rechtecks
gilt das Newtonsche Wirmeiibergangsgesetzt mit derselben Wirmeiibergangs-
zahl an beiden Seiten.

Die Randwertaufgabe lautet:

2 52
Ao =22 ‘“? — 0. wenn (v, y) €G, (20)
ox® oy?
8% 1T &
. —- __621,17:,...,[1); P i+
R Sty b[go
oo k -
+23 30 cosﬂb,- cosﬂy], (21a)
=1 j=1 b b
1 _ _mHe_,, (21b)
CX |x=a
ng |l !
8 _ o ul 0. (21¢)
9y |y=0 2y ly=b

Die Losung wird in der Form
Hx, y) = Co + Apx + Boy + Dy(2* — y%) +

—{—é‘[cnch»n—ljx—x—{—Dnsh—,—ll—)zx cos-’%zy (22)

n=1

gesucht. Die unbekannten Koeffizienten lassen sich mit Hilfe der Rand-
bedingungen leicht bestimmen.
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T = 1[ X
e = A —{—l nD,cos —y = —— -+
ox Yo 0 b né; n Y b [é Qz
= X na
+ 2 3 3 Q;cos b; c y}
n=1ji=1
daraus ist
1 & 2 kX nm
‘4 e e is Dn TT e —— ; COS bi? 23
0 i é‘Q — éQ' b (23)
o _p,, S _ _apg,
6y ly=o 8y ly=b

woraus sich nach der Raundbedingung (21¢)

By=Dy=0 (24)
ergibt.
Nun wird bei x == ¢ die Newtonsche Randbedingung angeschrieben:

59 1 1 kX L T2 n
I = P n{C, sh a —
8% \x=q b,=210 b,é b
2 & nw
— ;€08 ——b; ch—— a| cos —y =
nw éo b Y
a X | nrw
= —HCy— — ; C,eh a —
[ TR 2 b
- 2 é‘@ cos = b, sh 1% a] cos — ] (25)
nw = o b b b }“. -

Aus (25) konnen die Konstanten und estimmt werden und zwar
Aus (25) k lie Konstanten € und C, b t d 1

1 1 ke
Gy le ] S0 (26)
und
—z—ch el -+ 2H sh 27 a} j 0z cos L b;
c — nx b J =1 b @7)
—nsh a + Hch T a

Unter Anwendung der Formeln (23), (24), (26) und (27) und die Losungs-
funktion (22) in fiir die Berechnung geeigneter Form angeschrieben, erhilt man
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o) = S 0fo+ =+ +
'5y blzzl H H i
= 1 J1 nw H nw nw
- —ch a — x) sh a— x)]|cos— v, 28
n__len[b (@ =) + -2 sh 22 )J Zy. (2
WO
Ny="Zsh " g+ Heh “Zq (29)
b b
ist.

Angesichts der Formeln (28) und (29) ist leicht einzusehen, daB die
Lésungsfunktion (28) in allen geschlossenen Teilbereichen des Gebietes G
gleichm#Big konvergent ist und die Differentialgleichung (20) befriedigt.

Durch eine dhnliche Anwendung der (C, 1) summierbaren Reihen kann
auch das zweite Randwertproblem der Laplace-Gleichung gelost werden. Eine
physikalische Interpretation derselben ist z.B. die Ermittlung der Strémungs-
verhéltnisse in Speichern [7].

Zusammenfassung

In der Arbeit wird eine Methode zur Bestimmung des Temperaturfeldes um ein einge-
bettetes Rohrleitungssystem aufgrund der Newtonschen Wirmeiibergangsbedingung angege-
ben. Die aus dem Rohrleitungssystem herrithrenden Quellen werden als punktartig angenom-
men, und die Randwertaufgabe wird unter Anwendung der Symmetrieverhiltnisse in einem
rechteckigen Bereich gelgst, wo die Quellen am Rande angeordnet sind. So kénnen die Funkti-
onen in der Ranbedingung durch (C, 1) summierbare Reihen ausgedriickt werden. Die Losung
ist exakt, leicht zu handhaben und in allen geschlossenen Teilbereichen des Gebietes gleich-
miflig konvergent. i
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