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1. В данной работе исследуются траектории аВТОНОi\1НОЙ системы обык­
новенных дифференциальных уравнений в окрестности замкнутой траек­

тории, соответствующей периодичеСкОNlУ решению этой системы. 

Пусть р является периодичеСКИ1\1 решением автономной системы 

(1) 

с периодом то > О (то - необязательно наименьший период, но j(p(t» -;.L О, 

t Е [О, то], а область). ОбознаЧИiVl через L траекторию периодического 

решения: 

L={xix=p(t), tE[O,To]}· 

Обозначим через 1j(t, х) решение (1), удовлетворяющее начаЛЬНЫI\l данным: 
1j(0, х) = х. 

Периодичезкое решение аВТОНОi\1НОЙ систеыы наиболее естественно 

называть изолированным тогда, если в достаточно малой окрестности траек­

тории решения уже нет другой заi\tкНУТОЙ траектории. Точнее: 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ А 

Траеk.10РИЯ периодического решения р системы (1) называется неизоли­
рованной, если для каждого в > О существует р периодическое решение, 
L траекiОРИЯ которого принадлежит в-окрестности траектории L, и для 
Ii:аждого 7. Е Rl, p(t) -:-'- ри + IX). В ПРОТИВНОi\l случае, траеk.10РИЯ L решения 
р называется иЗОЛ1lрованноЙ. 

Неудобство данного определения заключается в том, что, зная правую 

часть уравнения и периодическое решение нельзя найти хорошие способы 

для определения того, является ли траектория периодического решения 

изолированной или нет. 

В работе [1] М. Фаркаш дал новое определение изолированности траек­
тории и доказал теорему, с помощью Ii:ОТОрОЙ эффективно можно решать 
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пробле.му изолированности. В работе [2] было обобщено определение М. Фар­
каша так, что эта теорема осталась в силе. Здесь приведём сначала более 

общее, а потом частное определение изолированности. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ В 

Траектория периодического решения р с периодом,-о системы (1) назы-
вается неизолированной, если для всех 8 > О существует х ~ L: 

1. е(х, L) < 8, 

2. ",(t, х) - периодическое решение с периодом .-(х) , 
3. ,.-(х) - '-01 < 8. 

В противном случае траектория решения р называется изолированной. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ С 

Траектория периодического решения р с периодом '-0 автономной 

системы (1) называется неизолированной, если 
1. Существует по крайней .мере ДВУ1\1ерное, вложенное в яn , с1 (диф­

ференцируемое) многообразие Р, состоящее из замкнутых траекторий, соот­

ветствующих периодическим решениям и L с: Р. 
II. Существует.-: Р -->- Яl, функция класса С1, которая при хЕР при­

нимает значение .-(х) , период решения, траектория которой проходит через 
точку х, и в точках траектории L функция принимает значение '-0' 

В противном случае траектория решения р называется изолированной. 

В дальнейшем мы будем изучать на прииерах связь между изолиро­

ванностями в разных смыслах. Из А. изолированности следует В. изолиро­

ванность, а из В. изолированности следует' С. изолированность. Если n=2, 
тогда изолированность в смысле А. и В. эквивалентны, если n = 2 и t ана­
литична, тогда все три определения эквивалентны, т. е. 

изолированность А => В => С; 

изолированность А ~ В => С, n = 2; 
изолированность А ~ В ~ С, n = 2, t аналитична. 

В работе докажеи правильность этих включений. 

Изолированность в смысле В. и С. зависит и от периода периодического 
решения, не только от траекторий (см. пример 3.3). 

В наших исследованиях играют важную роль характеристические 

мультипликаторы вариационной системы 

у =f~(p(t))y. (2) 

С помощью этих мультипликаторов можно делать выводы о поведении 

рещений системы (1) в окрестности цикла L. Справедлива следующая тео­
рема: ([1], [2]). 
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ТЕОРЕМА 1 

Если число 1 является однократным характеристическим мультипли­
катором решения р с периодом "Со системы (2), тогда решение р является 
изолированным в см.ысле В. и С. 

Характеристические мультипликаторы в большинстве случаев.мы буде",! 

вычислять не из определения с ПОJlЮШЬЮ фундаментальной матрицы (2), 
а следуюшим способом: один мультипликатор равняется 1, TaI\ как jJ является 
периодическим решением (2). В точке р(о) подстаВИJl.l гиперплоскость ОРТО­
гонально t(p(o». Полученную гиперплоскость обознаЧИ"'l через Н. Из-за 

периодичности р, ТJ(o, р(о» = ТJ("Co,p(o». Отсюда и из определения гипер­
плоскости Н следует, что в достаточно малой окрестности р(о) определено 

и принадлежит классу Cl следующее отображение (отображение Н в себя 
по траекториям систем.ы (1»: 

Т: ~1 = ТJ("C(~), ~), где ~1 ЕН, ~ ЕН 

<Ее!, «О) = <о, п«о,р(О» = р(О). 

Выделяя линейную часть Т, 

(3) 

Остальные характеристические .мУЛЬТИПЛИI\аторы совпадают с собственными 

числами А. ([3], [2]). 

2. Двумерные примеры 

в этом пункте даётся описание малой окрестности траеl\."ГОРИИ периоди­

ческого решения на плоскости. В рассмотренных примерах траектория 

периодического решения - всегда окружность х.2 + у2 = 1, и движение по ЭТОЙ 
окружности описывается формулами Х = cos t, У = sin t. Гиперплоскость 

Н: ось Х, координаты точки р(о): Х = 1, У = о. 

Неизодированное периодическое решение 

2.1. 
Х= -у, 

у=х, 

Х = cos t, 
р: у = sin t, 

<о = 2n. 

Переходя к полярным координатам (в дальнейшем системы сразу задаются 

в полярных координатах, но подразумевается, что система задана в (Х, у) 
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декартоьых координатах, функции, описывающие исследуемое решение, будут 

периодическИi\Ш в (х, у) координатах. Гиперплоскость Н суть ПРЯi\'шя ер = О, 
координаты р(О), r = 1, ер = О), 

ф= 1. 

Так как скорость по радиусу равняется нулю, траектории (в близости 

х2 + у2 = 1) - концентрические окружности. Угловая. скорость постоянная 

- равняется 1 - так все решения периодические с пеРИОДОi\'l 2л:. 

Выполняются условия определения С. В качестве многообразия ыожеы 

взять кольцо 1/2 < r < 3/2' функция -r(x) = 2л:, хЕР. Так р является неизо­
лированным в Сi\'lысле С. (Отсюда ясно, что и в смысле В. и А.) 

На плоскости траектория периодического решения С. неизолированная, 

если все траек-гории, проходящие черезточки, достаточно близкие к L,- зам­

кнутые. В случае rz = 2 (т.е. на плоскости), если 1. в определении С. выпол­
няется; оттуда уже следует 11. Каждое решение замыкается уже после 
«первого оборота», функцию -r из (3) можно распространить на всё ыного­
образие Р. 

Несмотря на это, периоды разных периодических решений вообще не 

совпадают: 

2.2. 
х = - у(х2 + у2), 
. ( .. , 9) 
У = Х х- у-, 

в полярных координатах 

х = cos t, 
р: 

у = sin t, 

r= о, 

ер =,-2. 

Фазовая картина этой системы полностью совпадает с фазовой картиной 

предыдущего npI!:'iepa 2.1. Но угловая скорость зависит от радиуса, так 
периоды все разные. (Период решения с начальныi\'Ш данныi\'Ш r = ro > О, 

2л: 
ЧJ = ЧJQ, -r = -" , р является очевидно неизолированньш.) 

То 

В ПРЮlерах 2.1. и 2.2. отображение Т является тождественным, T~ = ~, 

так оба характеристических мультипликатора единицы. Эти примеры с точки 

зрения изолированности полностью совпадают. Разница между НИi\'Ш, конечно, 

есть, например решение р в 2.1 устойчиво по Ляпунову, а в 2.2 неустойчиво 
по Ляпунову. 
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Изолированное периодическое реureние 

2.3. 
( v х2 + у2 - 1) х = СОБ t 

Х = -)' - х , р: 1:'0 = 2n ; 
у х2 + у2 у = sin t . 

у=х 

В полярных координатах 

r=-(r-l), 

ф= 1. 

Только траеk."ТОРИЯ L замкнута. Если r > 1, тогда r отрицательно, так траек­
тория приближается к окружности х2 у2 = 1 (Г'уменьшается), если r поло­
жительно (r возрастает), траектория тоже приближается к L. Отсюда следует 
уже А. изолированность траеk."ТОРИИ решения р. (Следовательно, р является 

и В. и С. изолированным.) 

Решая уравнение, получаем rg= г2"g (g = r - 1). Второй харак­
теристический мультипликатор'~ = г2" <·1, В. и' С. изолированности сле­
дует и из теоремы 1. 

Возможен случай, когда оба хараk."Теристических мультипликатора 

равны 1 и всё-таки траектория реше.l:lИЯ·Р изолированная. (То есть тео­
ре?1.а 1 необратима). 
2.4. 

r=(r~1)2, 

Ф = 1, 

,х= cos t,. 
р: 

)' = sint, 
"о . 2n. 

в данном случае тоже только 'L замкнута; r> О, если r .' 1, решения при 
r > 1 удаляются от L (в этом примере на конечном промежутке времени 

уходят в бесконечность), при r < 1 Пр'иБЛИЖaIОТСЯ к L (траектории Нa:I\аТЫ­
ваются на окружность L). Отсюда следует изолированность р. 

Характеристические мультипликаторыI получаются ПРЯJ'\bIМ вычисле­
нием: }'l = }'2 = 1. (То, что и )'2 = 1, можно показать красивее: в 2.4. цикл 
L полуустойчив, а по теореме Андронова-Витта, если ~ < 1, то L устойчив, 
если )'2> 1 неустойчив, значит, }'2 должен равняться единице.) 

В ПРИ?1ерах, рассмотренных до этого, не было важно, в каком смысле 

мы говорили об изолированности. 

2 Periodica Polytechnica ]И. 21(1. 
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С. - изолированное, но В. - неИЗОЛИР06анное периодическое решение 

2.5. 

i = g(r) 
,где 

ф=1 
g(r) = 

О, 

(г - 1)3 sin-1-', 
г-l 

1

0, 

gEC1 действительно g'(r) = 1 1 
3(r-l)2sin-- -(г-l) СОВ-­

г-l г-l 

что является непреРЫВНЫ\-l,В r = 1. 

r = 1, 

г# 1; 

r = 1, 

г# 1, 

Траектория решения р С. изолированная, потому что нет многообразия из 

замкнутых траекторий. (Окружности r - 1 = kn, k = 1,: 2, ... - зам­
кнутые траектории системы, но в кольцах между этими окружностями 

траектории незамкнутые, ведь r либо убывает, либо возрастает в зависимости 
от знака т.) В. неизолированность очевидна; сколь угодно близко к L сущест­
вуют замкнутые трае:к'Тории, а период каждого решения равняется 2n. 

Оба характеристических мультипликатора равны 1. (Доказывается ана­
логично с 2.4. с помошью теоремы Андронова-Витта.) 

Замечание: Если f - аналитическая функция, тогда траектория периоди­

ческого решения не может быть С. изолированной и В. неизолированноЙ. 

В этом случае и Т - аналитическая функция (n = 2), и в точках~, через кото­
рые замкнутая трае:к'ТОрия проходит, T~ = ~. Но в данном случае сущест­

вует точка накопления точек ~ в области определения Т - Е (Е - тождест­

венное отображение), в силу аналиТИчности тождественно о, то есть все 

трае:к'ТОрии замкнуты. 

з. Трёхмерные примеры 

Траектория L периодического решения р окружность в прост­

ранстве R3: х2 + Z2 = 1, У = О. Движение описывается фОРJl.\улами х = cos t, 
У = О, z = sin t. Наименьший период решения р - 2n, но в примерах р будем 
часто рассматривать с другими периодами. Уравнение гиперплоскости Н: z=O, 
координаты р(О): (1, О, О); ~ = (~1, ~) = (х - 1, у). 

Введём новые координаты: 

х = (1 + r сов е) сов ср, 

у = r sin е, 

z= (1 + rcos(j)sinq;, 
(4) 

о<г<го, срЕ[0,2n], еЕ[0,2n]. 
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Наглядный смысл этих координат заключается в следующем: 

r - расстояние от окружности L (х2 + Z2 = 1, У = О); 
q; - угол по окружности L (полярный угол в плоскости (х, z»; 
(J - угол в плоскости, поставленной в точках L перпендикулярно 

касательной L. 

ГиперплоскостьН - плоскость, её уравнение: ер = О. Решение р в новых коор­
динатах: r = О, q; = t. (На L координаты не однозначны, (J может принимать 
любое значение.) Будем рассматривать только специальные системы. Пер-

Бое уравнение всегда 

Это означает, что траектории находятся на торах, обхватывающих окруж­

ность L. 
Второе уравнение 

ф=l. 

Решения поворачиваются постоянной скоростью в направление окружности 

L. Отсюда следует, если существует периодическое решение, тогда его 

период может быть только кратным 2n. Разница будет только в третьем 
уравнении. 

эти предположения достаточно жёсткие, например из них следует уже 

устойчивость по Ляпунову решения р. 

З,J. 

Х= -z, 

у=О, 

• :в = х. 

Переходя к координатам (4): 

т= о, 

ф= 1, 

Все траектории, в близости L, окружности. Существует трёхмерное много­
образие из замкнутых траекторий, так р С. неизолированное решение. (11. в 
определении С. выполняется очевидно, все решения 2n периодичны.) 

Если взять любую гладкую кривую в Н, про ходящую через р(О), то 

ей соответствует двумерное многообразие Р' (траекторий, исходящих из точек 

хривой), удовлетворяющее условиям определения С. 

2'" 
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Отображение Т тождественно, все мультипликаторы единицы. 

В примерах 3.2-3.3. будем рассматривать систему 

у= 

для разных значений "'. 

3.2. 'V = 2, 

V.r+z2-1 
" 

;'=0, 

ф=l, 

1 
o-~ 

2 

(5) 

Уравнение решений, находящихся при t = О в Н: r = С1 , ер = t, () . t/2 + C~ 
При t = 2n решения снова находятся на плоскости Н, r =С1, ер= 2n, () = 
= n + С2, видно, что они не замыкаются. Qтображение Т2[[ - это отражеЩ-l:е 
Н на точку р(О), Т2,,'; = -.;. Хараk.'"Теристические мультипликаторы 

)'2 = Аз = - 1 и по теореме 1, р - изолированное периодическое решение 
с периодом 2n в смысле В. (С.). 

При t = 4n, r = С!, ер = 4n, () = 2:п; + С2 каждое решение за:'iыкается, 
Тм,'; = .;. Значит, существует трёхмерное многообразие из замкнутых траек­
торий С пеРИОДО1l14n, так Р с периодом4n ~ неизолированное решение в С.\lысле 

С. (Отсюда следует, что и в сl\tылеe А., что от периода неэависит.) Э1'О1' при~ 
мер показывает, что В. и С. изолированность зависит и от выбранного ншv1И 

периода. 

Если взять отрезок в Н, про ходящий через р(О), траекгории решений, 

исходяших из точек этого отрезка, образуют двумерное неориентируе.'lOе 

многообразие р' (Лента Мёбиуса). С. неизолированность р можно доказать 

и с помощью этого многообразия. 

3.3. 11 = 4 

ф= 1, 

. 1 
()=- . 

4 
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Повторяя рассуждения предыдущего примера, можно показать, что р с перио­

дом8n с; - неизолированное решение, а с периодами, меньшими (2n, 4n, 6n), 
В. - изолированное. И уэтой системы существует трёхмерное многообразие 

из замкнутых траек"Торий, но из этого уже нельзя выбирать двумерное. (Если 

аналогично с 3.2 взяли бы отрезок в Н через р(О), например О < , ~ '0' 
е = О, е = n, то траектории, выходящие из точек этого отрезка, составили бы 
поверхность О < r ::::;;: '0' О ::::;;: е::::;;: 2n, ер = 4е, что уже не является многообра­
зием. Эта поверхность похожа на согнутый траверс)}, и у точек L нет окрест­
ности, гомеоморфной R2.) Этот пример показывает, что вообще из многомер­
ного многообразия замкнутых траекторий нельзя выбирать двумерное. 

Из следующих примеров следует, что если n = 3, тогда из В. изолиро­
ванности уже не следует А. изолированность. 

3.4. 
х = сов t, 

р: у=О, 

z = sint. 

Траектории, как и в предыдущих примерах, находятся на торах 

Из третьего уравнения следует, что е = г2 постоянно на каждом торе, обхваты­
т 

вающем окружность L. Если у2 = - - рациональное число, то на торе S", 
q 

траектория каждого решения замкнутая (наименьший период решений 2nq), 
если у2 иррациональное, то все траек-Тории незамкнутые. Отсюда с. изолиро­

ванность р с любым периодом уже следует, так как нет многообразия из 

замкнутых траекторий. 

Но решение с любым периодом и В. изолированное. Для этого доста­

точно показать, что если у2 рациональное и стремится к нулю, то наимень­

ший период решений на S", стремится к бесконечности. (8 этом случае ясно, 
не существует последовательности периодических решений, период которых 

т 

стремится к конечному '"Со.) Но из у2 = =-= -+ О следует, что q -;- со, а наимень-
q 

ший период 2nq. 8 этом примере все три характеристических мультипли­

катора равняются единице. 

3.5. 
i = О, х = сов t, 

ф = 1, р: У= О, 

ё = т2 + V2, z = sin t. 
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Этот пример полностью аналогичен 3.4., но в данном случае только один 

из характеристических мультипликаторов равняется единице, В. изоли­

рованность р следует из теоремы 1 (Л1 = 1, ~ = cos V2' 210 + i sin V2' 210, 
}'З = cos У2 . 210 - i sin V2. 210). 

В следующих примерах покажем, что из непрерывной дифференцируе­

мости правой части t ещё не следует, что многообразие Р в определении 
С. является дифференцируеl\1Ыi\l и L с: Р. 
3.б. 

ф = 1, 

• • ? е 
е = rSln~- . 

2 

Существует двумерное многообразие траек"Торий, соответствующих пери­

одическим решеНИЯi\l. (Р: О < , 'о, О ::;: ер s:::: 2n, е = о.) Остальные траек-

тории незамкнутые. (е = ,sin2 ~ > о, если е " о, е монотонно возрастает с 

истечением вр еl\-lени.) Но L является границей Р, отсюда неизолированность 
р очевидна, а в узком смысле мы должны считать С.изолированным решение р. 

5.7. 

где 

Т= О, 

ф=l, 

() = g(e), 

g(O) = е2 (е - ~ )\е- 210)2, еЕ [О, 2n]. 

Существует двумерное J\1Ногообразие Р из замкнутых траекторий (о;:;;;;,;:;;;; 

:::::: 'о, е = о или е = n/2), но оно не является дифференцируемым. 
В заключение для полноты покажеi\\ один пример, когда траектория р 

является А. изолированной. 

5.8. 
Т= О, 

Ф = 1, 

е= 112· 
Так как число вращения У2 - иррациональное, решения на всех торах -

незамкнутые. (данное уравнение в (х, у, г) координатах получается, если 

в (5) постаВИil'l 'JI = ~) 



ИЗОЛИРОВАННОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 
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Представлено проф. М. Фаркаш 

2з 

в работе приводится три определения изолированности траектории пеРИОдИческого 
решения с данным: периодом "о автономной системы дифференциальных уравнений. 
Сформулированы достаточные условия изолированности. На 13 конкретных двух и трёх­
мерных ПРКl\iерах рассматривается связь между определениями. Показаны условия их 
эквивалентности и характерные ВОЗ.\южности поведения траекторий автономной системы 
в окрестностн замкнутой траектории. 
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