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Die vorliegende Note betrifft die Frage nach den Konstruktionen, welche
unabhingig vom Parallelenpostulat durch bloBles Ziehen von geraden Linien
ausgefiihrt werden konnen, wenn ein Kreis samt Mittelpunkt gezeichnet vor-
liegt.

Wir legen zu unseren Untersuchungen eine ebene Geometrie zu Grunde,
in welcher die Axiome 11-—3, II, IIT des von HILBERT in seiner Festschrift
sGrundlagen der Geometrie« fiir die Euklidische Geometrie aufgestellten
Systems erfiillt sind und iiberdies das Axiom iiber das Schneiden eines Kreises
mit einer Geraden gilt. (Der Satz, wonach zwei Kreise, wovon der eine einen
Punkt innerhalb und einen Punkt auflerhalb des anderen enthilt, zwei Punkte
gemein haben, ist eine Folge der genannten Axiome, so daf dieser Satz im fol-
genden nicht als Axiom hingestellt werden soll. Vgl. [9].)

Unsere Untersuchung wird zeigen, dafl die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dafl jede Aufgabe, welche in unserer Geometrie mit Hilfe
des Zirkels und Lineals 16sbar ist, bei Benutzung des festen Kreises durch bloBes
Ziehen von Geraden sich stets ausfithren 1d8t, die Erfilllung der Forderung ist,
daf die Winkelsumme im Dreieck zwei Rechten gleich sei. Kennt man aber
auller dem Hilfskreise in einer Geraden drei Punkte, von denen der eine in der
Mitte zwischen den zwei iibrigen liegt, welche letzteren von dem Mittelpunkte
des Kreises nicht gleich weit entfernt sind, oder zwei zueinander senkrechte
Gerade, die nicht durch den Mittelpunkt des Kreises hindurchgehen, so kann
man dieselben Aufgaben ohne irgend eine Annahme {iber die Winkelsumme im
Dreieck losen. Man braucht den Mittelpunkt des Kreises kennen, selbst wenn
eine Strecke, die in zwei gleiche Teile geteilt ist, oder ein rechter Winkel zur
Benutzung vorliegt.

Zum Schlufl haben wir den Konstruktionen, welche mit dem Lineal und
dem Einheitsdreher gelost werden konnen, eine kurze Notiz gewidmet.

Im iibrigen wollen wir zur Losung der behandelten Aufgaben nur ele-
mentargeometrisch entwickelte Sétze heranziehen und auch die Anwendung
der projektiven Methode vermeiden.
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1. — Wir wollen zunichst zeigen, da} nicht jede mit Zirkel und Lineal
losbare Aufgabe auch mittels Lineals und eines festen Kreises gelost werden
kann, wenn die Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist.

Zu dem Zwecke betrachten wir diejenige projektive MaBigeometrie, welche
auf den Kegelschnitt

Ry —er=10

gegrindet werden kann, wobei e die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen
ist, und stellen wir die folgende Aufgabe:
Es ist in der Ebene der Kreis

2

>y —1=0
mit seinem Mittelpunkte 0 = (0, 0) und der Punkt 4 = (1, 0) gegeben; es ist
mit Hilfe des Lineals allein der Punkt B = (x, 0) zu finden, fiir welchen bei der
vorgelegten MaBbestimmung 4B = 0A ist.

Es ist leicht zu zeigen, dafl diese Aufgabe mittels der vorgelegten Hilfs-
mittel nicht gelost werden kann.

Ist ndmlich eine Aufgabe mit unseren Hilfsmitteln 15s] o kar-
dieselbe auch dann lésen, wenn die Koordinaten der in der I ...+
tretenden willkiirlichen Punkte algebraische Zahlen sind.

Nach den ersten Elementen der analytischen Geomet .
Koordinaten der Schnittpunkte des gegebenen Hilfskreises m.. ;
die durch zwei ihrer Punkte gegeben ist, deren Koordinaten alg.:. . _ahlen
sind, oder zweier Geraden, die durch je zwei Punkte von derselben Art gegeben
sind, wieder algebraische Zahlen, und somit miiite auch x eine algebraische Zahl
sein; dagegen ist x eine transzendente Zahl. Fiir x gilt ndmlich

e -1 e — 1 e+ x
— . ’
e — 1 e+ 1 e — x
woraus sich ergibt
2e?
X =
>+ 1

Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen.

Um nun den entsprechenden Nachweis fiir den Fall zu erbringen, wo die
Winkelsumme im Dreieck grofler als zwei Rechte ist, betrachte man zunichst
den folgenden, von G. ForpeR ([3], S. 33—34) angegebenen Korper.

Es seit ein Parameter und o irgend ein Ausdruck mit einer endlichen oder
unendlichen Gliederzahl von der Gestalt

o = aQmt™ -+ am ™ + apt™ ...
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darin mogen a,(=0),a,,a,,... beliebige reelle Zahlen bedeuten und
my, m,, . .. sei eine Reihe von bestindig wachsenden rationalen Zahlen, die,
wenn man sie in die Form eines nicht kiirzbaren Bruches bringt, einen gemein-
samen Nenner haben. Wir betrachten die Ausdriicke von der Gestalt «, zu der
wir die Zahl 0 hinzurechnen, als GroBlen, indem wir folgende Festsetzungen
treffen:

Sind &', «” irgend zwei Ausdriicke von der Gestalt «, so kann man offen-
bar durch Zusammenfiigung bez. gliedweise Multiplication einen neuen Aus-
druck von der Gestalt o bilden, der eindeutig bestimmt ist; dieser Ausdruck
o' -+ o bez. o'e” heifit die Summe bez. das Produkt der durch o', «” dargestell-
ten Gréflen.

Nun fragt sich aber, ob bei dieser Festsetzung der Rechnungsregeln die
Division ausfiihrbar ist, d. h. ob «’ immer so bestimmt werden kann, daf}
oo’ = 1 ist. Wir bemerken dazu zuerst, daf} jede GroBe o sich in der Form

o= amt™ (1l 4+ 1)
darstellen 14Bt, wo 7 ein Ausdruck von der Gestalt
T = qtt? + a2 4 ...
ist, ferner dafl die unendliche Reihe
l—z4+ 22— ...

sich stets nach steigenden Potenzen von ¢ ordnen 1dft, und wird dann zu einem
eindeutig bestimmten Ausdruck von der Gestalt «. Ist nun

1
o = (1l — v+ — ),
am

1
80 1st
oo =1,

so daf die Division in der Tat eindeutig ausfiihrbar ist.

Um endlich die Anordnung unserer Gréflen zu erméglichen, nennen wir
eine Grofle o positiv oder negativ, je nachdem in dem sie darstellenden Aus-
drucke der erste Koeffizient a, positiv oder negativ ausfillt. Von zwei
Gréflen « und 8 heiBt o groBer oder kleiner als f, je nachdem die Differenz
o — f positiv oder negativ wird.

Es leuchtet ein, daB bei diesen Festsetzungen alle formalen Regeln und
Gesetze, wie bei den gewdhnlichen reellen Zahlen, giiltig sind. Ferner erkennen
wir leicht, daBl das Ziehen der Quadratwurzel aus einer positiven Grofle im
Bereiche unserer Grofen stets ausfiihrbar ist.
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Wenn nédmlich « > 0 also a, > 0 ist und fiir die Zahlen b, b,, . .. die
Gleichungen

a, = 2by,
as = 2b, + b3,
ay = 2by + 2byb,,

ap = 2bk ‘{—‘ bl bk—*l + b?.bk-’.l ‘—:‘ e + bk—-lb].’

bestehen, so ist
Y, ™2 (1 4 by the 4 byt¥9 4 L) = Y&.

Wir bauen nun aus unseren Gréflen eine kiinstliche Geometrie genau auf
dieselbe Art auf, wie es DeaN ([2], § 8) getan hat: wir denken uns ein Paar von
Gréflen (x,y) als einen Punkt; dabei werden als eigentliche Punkte nur die-
jenigen betrachtet, deren Koordinaten x, y folgenden Bedingungen geniigen:

—n-t<lx<n-t, —n-t<y<n-t,

wo n irgend eine positive ganze Zahl ist. Weiter verstehen wir unter einer
Geraden das System von irgend drei GréBen (u : v : w), wobei u, v nicht beide
Null sind; doch sollen die Systeme (u : v : w) und (au : av : aw), wo a irgend eine
von 0 verschiedene GroBe bedeutet, die nimliche Gerade darstellen. Das Beste-
Len der Gleichung

ux 4+ vy +w=20

moge ausdriicken, dafl der Punkt (x, y) auf der Geraden (u : v : w) liegt. Gera-
den, welche keinen eigentlichen Punkt enthalten, gelten nicht als eigentlich.

Sind (%, ¥y). (% ¥a)s (%3, ¥3), - - . irgend welche eigentlichen Punkte auf einer
Geraden, so moge dies ihre Reihenfolge auf der Geraden sein, wenn die Grofen
Xy, Xgy Xgo o -« OAET ¥y, V5. ¥y . . . in dieser Reihenfolge entweder bestdndig wach-

sen bez. abnehmen, Zwei beliebige Strecken sollen einander kongruent heiflen,
wenn sie im Sinne der projektiven MaBbestimmung, welche sich auf den imagi-
niren Kegelschnitt

4 e == 0

+y

bezieht, gleiche Lédngen haben. Nunmehr definieren wir die Gleichheit der
Winkel auf Grund der der Strecken in der iiblichen Weise. (Vgl. z. B. [8].)

Dann kann man nach dem Vorgange von DEHN zeigen, daB die
Axiome I1—3, II, ITT in unserer Geometrie erfiillt sind. Auch gilt, wieman sieht,
das Axiom iiber das Schneiden eines Kreises mit einer Geraden. Zugleich ist
klar, daB die Winkelsumme im Dreieck grofer als zwei Rechte ist.

Es sei nun der Kreis

x2 + y?. — 2= 0

mit seinem Mittelpunkt O = (0,0) und der Punkt 4 = (z, 0) gegeben. Bedenken
wir, daB alle GroB8en, welche aus solchen GréBen, bei deren Darstellung durch
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t simtliche Koeffizienten algebraische Zahlen sind, durch die vier Rechnungs-
operationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und der Opera-
tion des Ziehens der Quadratwurzel aus positiven GroBen hervorgehen, die
bereits vermoge jener vier Operationen gewonnen worden sind, offenbar von
der ndmlichen Beschaffenheit sind, so erkennen wir auf dieselbe Weise, wie vor-
hin, daB die Aufgabe: es ist ein Punkt B = (x, 0) allein mit dem Lineal zu
konstruieren, fiir welechen AB = 04 gilt, in der zu Grunde gelegten Geometrie
nicht 1gsbar ist. Denn nach Definition ist

e+t e —1 e x
= . Py
e —1i e+t e —x
und folglich ist
2¢% 2 2
¥=———=2— —1%4 5 — ..
e= 4t ez et
2. — Wenn in einer Geometrie die zu Anfang dieser Note genannten

Axiome sdmtlich erfiillt sind und iiberdies die Winkelsumme im Dreieck zwei
Rechte betrigt, so kann man jede mit Zirkel und Lineal 16sbare Aufgabe unter
Benutzung eines gezeichneten Kreises, dessen Mittelpunkt bekannt ist, durch
bloBes Ziehen von geraden Linien im wesentlichen auf dem StEINER’schen
Wege (s. [6]) losen, indem man als parallel zwei zu einer dritten senkrechte Gerade
betrachtet; die notigen Ab#nderungen sind leicht ersichtlich.

Es soll nun bewiesen werden, dall man imstande ist, alle diese Aufgaben
mit dem Lineal allein auch ohne irgend eine Annahme iiber die Winkelsumme
im Dreieck zu losen, wenn auBler der Kreislinie (samt Mittelpunkt) in einer
Geraden drei Punkte gegeben sind, wovon die eine in der Mitte der beiden
iibrigen liegt und diese letzteren von dem Mittelpunkte des Kreises nicht gleich
weit abstehen, oder zwei zueinander senkrechte Geraden, die nicht durch den
Mittelpunkt des Kreises hindurchgehen.

Um dies zu zeigen, wollen wir zunichst eine Aufgabe, die sich durch
bloBes Ziehen von geraden Linien l6sen 1Bt und die wir spéter brauchen
werden, dem angestrebten elementaren Charakter unserer Schrift entsprechend,
ohne projektive Betrachtungen behandeln.

Diese Aufgabe ist die folgende:

Aufgabe 1. Gegeben seien durch einen Punkt O die Geraden a, b,
¢, by, ¢; derart, daf b, auf b und ¢, auf ¢ senkrecht steht; es ist in O die Normale
auf ¢ zu konstruieren (Abb. 1).

Es sei 4 ein beliebiger Punkt auf a. Man nehme auf b einen Punkt B an,
so daf} eine der beiden Halbgeraden, in welche die Gerade ¢ von dem Punkte O
aus zerfillt, im Inneren des Winkels 40B verlduft. Ferner nehme man auf b,
einen Punkt B, an, der beziiglich a auf derselben Seite wie B liegt. Die Gerade
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Abb. 1

AB treffe cin C, die Gerade 4B, treffe ¢, in C, und es sei 4, der Treffpunkt von
BC, und B,C: dann ist 04, die gesuchte Senkrechte.

Beweis: Wir bezeichnen die Halbierungslinien der Winkel BOC;, BOC,
B,0C; der Reihe nach mit d, e, f. Dann sind die Geraden b und ¢;, b; und ¢, e
und f Spiegelbilder an d, ferner stehen die Geraden e, f aufeinander senkrecht.

Es sei 4’ der (eigentliche oder uneigentliche) Schuittpunkt der Geraden
BB, und CC, und die Gerade 04’ heifle a’. Dann sind b und ¢;, b; und ¢, e und f
Spiegelbilder an d. Wenn wir den Hilfssatz, mit dessen Hilfe Hygrmsrev ([5],
S. 460—462) den Pascalschen Satz fiir das Geradenpaar bewiesen hat, auf 0
und das von den vier Geraden AB, AC,, A'B, A'C; gebildete vollstdndige
Vierseit anwenden, so ergibt sich, dafl ¢ und o’ Spiegelbilder an d sind. Mit
Hilfe desselben Hilfssatzes folgt aus der Betrachtung des von den vier Gera-
den 4'B, 4'C, A,B, 4,C gebildeten vollstindigen Vierseits, dal ¢’ und a;
Spiegelbilder an f sind. Es gelten daher die folgenden Kongruenzen:

(a:9) = (fia) wd (fa') = (@.f).

und mithin gilt auch die Kongruenz:

(a, ) = (a.f) -

Da aber die Geraden e und fzueinander senkrecht sind, so folgt aus der letzten
Kongruenz, dafl auch a und @, zueinander senkrecht sind.

Es sei ein Kreis k samt Mittelpunkt O gegeben. Man kann dann folgende
Aufgabe losen (wie immer, nur durch bloBes Ziehen von geraden Linien).

Aufgabe 2. Gegeben sei eine Gerade I, welche durch O geht, und ein
Punkt P; durch P ist die Senkrechte auf [ zu konstruieren.

Die Gerade I (Abb. 2) schneidet den Kreis k in zwei Punkten 4 und B.
Man nehme auf k die Punkte C und D so an, dafl B und D auf entgegengesetzten
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Seiten der Geraden AC liegen. Es sei nun E der (eigentliche oder uneigentliche)
Treffpunkt von 4D und BC, ferner F der Treffpunkt von 4AC und BD; dann ist
EF senkrecht zu 4B.*

Wenn die Geraden AD und BC einander nicht schneiden sollten, so
nehme man auf der Verlangerung von BC iiber C hinaus einen Punkt E an,
und nehme statt D den Punkt, in welchem die Gerade AF den gegebenen Kreis
k zum zweitenmal schneidet.

Durch wiederholte Anwendung dieser Konstruktion erhilt man zwei
Geraden EF und GH, die auf I senkrecht stehen. Konstruiert man zu EF, EG,
EH den vierten, dem Strahl EF zugeordneten harmonischen Strahl,** welcher
voun GH in J geschnitten wird, und dann zu PG, PH, PJ den vierten, dem Strahl
PJ zugeordneten harmonischen Strahl PK, so steht PK auf I senkrecht.

Aufgabe 3. Gegeben ist eine Gerade I, welche nicht durch O geht;
durch O ist die Normale auf [ zu konstruieren (Abb. 3).

P

Abb. 3

* Bettrefs des Beweises dieser Tatsache mit Benutzung elementaren Hilfsmittel vgl.
[9]. Satz 1.

** Uber diesen Punkt ist zu bemerken, daB es méglich ist, auf die Axiome 113, II, III
auch eine metrische Theorie der harmonischen Elemente in vollkommener Strenge zu griinden,
indem man die folgende Definition aufstellt: Es seien 4, B, C, D vier Punkte auf einer Geraden,
wovon C und D nicht eigentlich zu sein brauchen: man ziehe durch 4 und C zwei beliebige,
zueinander senkrechte Gerade, die sich in M treffen mégen; wenn dann dieselben mit ME,
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Man nehme auf !/ die Punkte P und Q auBlerhalb des Kreises & an und
bestimme dann die Polaren p und ¢ von P und Q beziiglich k.* Die Geraden
p und ¢ mdgen sich in L schneiden: dann ist OL | PQ.

Aufgabe 4. Esist der symmetrische Punkt zu einem gegebenen Punkt
A in bezug auf O zu bestimmen (Abb. 4).

Abb. 4

e

Es treffe die von O aus durch 4 gehende Halbgerade den Kreis k in 4.
Man nehme auBlerhalb der Geraden 0OA einen Punkt B, auf % an. Die von O
auf A,B, gefillte Senkrechte treffe 4B, in C. Ferner sei B der Treffpunkt von
A,C und OB; und 4] dem Punkte 4, diametral gegeniiberliegender Punkt.
Man fille von A eine Senkrechte auf A;B,, die 4B in D schneiden moge.
Die Verbindungslinie B;D wird die Gerade 04 in einem Punkte A’ treffen,
der der gesuchte Punkt ist.

Es sei aufler dem Hilfskreise eine Strecke (deren Endpunkte als nicht von
O gleich weit entfernt vorausgesetzt werden) samt Mitte gegeben. Man kann
dann folgende Aufgaben losen:

Aufgabe 5. Es sind zueinander senkrechte Geraden zu ziehen, die
nicht durch O gehen.

Es sei AB die gegebene Strecke und M der Mittelpunkt von AB.

a) Die Gerade 4B geht durch O (Abb. 5). Man errichte in dem Punkt M
die Senkrechte MP auf AB. Dann nehme man auf AP den Punkt 4’ so an,
da P zwischen 4 und 4’ liegt. Es sei nun B’ der Treffpunkt von PB und
MA’. Bestimmt man zu den Punkten 4’, B’, M den vierten, dem Punkt M
zugeordneten harmonischen Punkt N, so stehen PM und PN aufeinander
senkrecht.

MD gleiche Winkel einschlieBen, so werden die vier Punkte 4, B, C. D vier harmonische Punkte
genannt, und zwar heiflen 4 und C, so wie B und D szugeordnete harmonische Punkte. Ebenso
werden vier Strahlen, welche von irgend einem beliebigen Punkte O aus durch vier harmoni-
schen Punkte 4, B, C, D gehen, vier harmonische Strahlen und sowohl 04 und OC, als 0B und OD
zugeordnete harmonische Strahlen genannt. Auf Grund dieser Erklirung folgen mit Hilfe des
oben bei der Losung der Aufgabe 1 erwihnten Hilfssatzes von HyELMsLEV leicht die bekannten
Eigenschaften der harmonischen Elemente. Vgl. {7] S. 20—26.

*Vgl. [9]. sowie [10] S.37—53, wo unter anderem die harmonischen und polaren
Eigenschaften des Kreises elementar abgeleitet werden.
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A,

Abb. 5

b) Die Gerade AB geht nicht durch O (Abb. 6). Man bestimme den sym-
metrischen Punkt 4’ zu 4 in bezug auf 0. Die Geraden 4’'M und BO mégen
sich in S, die Geraden A4S und 4'B in N schneiden. Dann ist die Strecke A’'B
durch N halbiert und somit steht das von M auf ON gefillie Lot auf AB

senkrecht.

Abb. 6

Aufgabe 6.Auf der heliebig gegebenen Geraden I, welche nicht durch
O geht, ist in einem gegebenen Punkt P die Senkrechte zu errichten.

Mann bestimme zunidchst zwei Paare zueinander senkrechter Geraden,
welche nicht durch O gehen und einander in den auBlerhalb der Geraden OP
gelegenen Punkten M und N schneiden. Errichtet man in M und NN die Nor-
male auf OM und ON, so erhdlt man schliefilich je zwei Paare senkrechter
Geraden durch M und N. Man kann dann in M und N auf PM und PN die
Senkrechte errichten. Zeichnet man von O aus die Lote auf PM und PN, so
kann man in P auf PM und PN die Normalen errichten und mit deren Hilfe
die Gerade konstruieren, welche in P auf [ senkrecht steht.

Aufgabe 7.Gegeben sei eine beliebige Gerade I, welche nicht durch
O geht, und ein Punkt P; von P aus ist das Lot auf [ zu fillen.

Man errichte in zwei beliebigen Punkten die Normale auf I und verfahre,

wie bei der Aufgabe 1.
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Abb. 7

Aufgabe 8. Es ist der symmetrische Punkt zu einem gegebenen
Punkt 4 in bezug auf eine gegebene Gerade I zu bestimmen (Abb. 7).

Man nehme einen Punkt M auf I an, zieche 4N senkrecht auf [ und er-
richte nach der entgegengesetzten Seite hin MB in M ebenfalls senkrecht zu I.
Dann wird die Verbindungslinie 4B die Gerade ! in einem Punkt C treffen.
Bestimmt man nun zu den Punkten 4, B, C den vierten, dem Punkt 4 zuge-
ordneten harmonischen Punkt D, so schneiden sich die Geraden AN und MD
in dem gesuchten Punkt A4’.

Abb. 8

Aufgabe 9. Es soll ein Winkel BAC so um A4 gedreht werden, dafl
AB mit einem von A ausgehenden Halbstrahl ! zusammenfillt (Abb. 8).

Man bestimme die symmetrischen Punkte D und E zu B in bezug auf
AC bez. I und ziehe hierauf 4 F senkrecht auf die Verbindungslinie DE: dann
ist nach Hessexserc ([4], S. 70—71) AF der gesuchte Schenkel.

Aufgabe 10. Gegeben sei ein Punkt 4 und eine Gerade I; es sind
die Schpittpunkte von I mit jenem Kreise zu bestimmen, welcher um O mit
dem Radius OA geschlagen werden kaun.
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Abb. 9

a) OA ist grofler als das Radius des Hilfskreises (Abb. 9). Man lege aus
dem Punkte 4 an k eine Tangente, ihr Beriihrungspunkt sei 4’. (Auf Grund der
Polarentheorie fiir den Kreis kann 4’ durch bloBes Ziehen von geraden Linien
konstruiert werden.) Dann fille man von O die Senkrechte OM auf ] und trage
den Winkel 404’ an den Halbstrahl OM an. Sodann fille man von M auf den
anderen Schenkel dieses Winkels das Lot MM’ = I’, welches den Kreis k in
X’ und Y’ schneiden mége. Zeichnet man durch O gerade Linien, welche mit
OM den Winkel X'OM’ einschlieBen, so schneiden dieselben die gegebene Ge-
rade in den gesuchten Punkten X und Y.

Abb.10

b) OA ist kleiner als der Radius des Hilfskreises (Abb. 10). Man errichte
in 4 auf 0A die Senkrechte, welche den Kreis k in A’ trifft. Dann fille man von
0 das Lot OM aufl und trage an OM den Winkel 404’ an. Der andere Schen-
kel dieses Winkels schneidet die Gerade ! in einem Punkte M’. Man errichte in
M’ auf OM' die Normale I, welche den Hilfskreis in X' und Y’ trifft, und ziehe
durch O gerade Linien, welche mit OM den Winkel X'OM’ einschlieBen. Dann
werden diese Geraden auf I die gesuchten Punkte X, Y ergeben.

3
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Aufgabe 11. Einen Winkel zu halbieren,

Es wird offenbar geniigen, hier den Fall zu betrachten, in welchem der
gegebene Winkel spitz ist.

a) Der zu hilftende Winkel hat O zum Scheitel. Die Schenkel des Win-
kels treffen den Kreis k in den Punkten 4 und B. Man fille von 4 und B die
Lote 44, und BB, auf OB und 0A. Der Treffpunkt dieser Lote sei C: dann ist
OC die Halbierende des Winkels 40B.

b) Der Scheitel des Winkels fallt nicht in O (Abb. 11). Es sei 0, der Schei-
tel des Winkels. Mit Riicksicht auf der Aufgabe 9 kann man annehmen, daf}
einer der beiden Schenkel des Winkels durch O hindurchgeht.

Man nehme auf der Verlingerung von 00, iiber 0, hinaus den beliebigen
Punkt S an und bestimme zu 0, 0,, S den vierten, dem Punkte S zugeordneten

Abb.11

harmonischen Punkt T. Die in T auf den Schenkel O,T errichtete Senkrechte
treffe den anderen Scheunkel in U. Sollte jene Senkrechte den Schenkel nicht
schneiden, so nehme man anstatt T und S den FuBlpunkt des von einem belie-
bigen Punkte U des Schenkels auf 00, gefillten Lotes bez. den Punkt, welcher
von derselben durch O, O, harmonisch getrennt ist. Es seien 4 und B die zu T
symmetrischen Punkte in bezug auf O, bez. 0. Man errichte in 4 auf 00, die
Normale, welche 0,U in ¥ schneidet. Dann errichte man in B auf 00, die
Normale; diese schueidet die Gerade SV in einem (eigentlichen oder uneigent-
lichen) Punkt W. Es seien P, Q die Schnittpunkte von UW mit jenem Kreise,
welcher O als Mittelpunkt und OT als Radius hat, und man nehme an, da P
zwischen U und Q Hegt. Die in P auf OP errichtete Senkrechte treffe TU in M:
dann ist O;M die Halbierungslinie des gegebenen Winkels.
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B e weis: Wenn wir eine Inversion mit S als Zentrum festlegen,* so daf}
die sich in T beriihrenden Kreise um O und 0, einander invers entsprechen,
und sind P; und @, die inversen Punkte von P und Q, so sind P und P, auf
einem Kreise, welcher die beiden Kreise um O und O, in T rechtwinklig schnei-
det. Hieraus folgt, dafl die in P und P, an den Kreis um O, bez. 0, gelegten
Tangenten sich in einem Punkte M der in T auf 00, errichteten Senkrechte
schneiden. Auf dieselbe Weise finden wir, daB3 die in Q und Q, an den Kreis um
O bez. 0, gelegten Tangenten sich in einem (eigentlichen oder uneigentlichen)
Punkte N von TM schneiden. Bedenken wir, dall PQ und P,Q, die Gerade TM
in einem Punkt schneiden, welcher von T durch M, N harmonisch getrennt ist,
so sehen wir, daBl PQ und P,Q, die Gerade TM je in einem Punkt schneidet,
welcher von T durch M, N harmonisch getrennt ist, so sehen wir, daBl PQ und
P,Q, die Gerade TM in einem und demselben Punkte U treffen. Aus gleichen
Griinden folgt, dal AP, und BP die Gerade TM in einem und demselben
Punkte treffen. Infolge dieses Umstandes liegen die beiden Dreiecke VAP, und
WBP beziiglich S perspektiv. Hieraus folgt, daBl eine der beiden Tangenten von
M an denjenigen Kreis, welcher O, als Mittelpunkt und O,T als Radius hat,
den Kreis in dem Endpunkte des von 0, aus nach U gezogenen Radius beriihrt;
daher ist

LTOM = MO, U.

Aufgabe 12. Man soll die Strecke 4B halbieren (Abb. 12).

Man errichte in 4 und B nach der némlichen Seite hin die Lote 4C und
BD auf AB. Sodann konstruiere man die Halbierungslinien AE und BF des

1/ A
A " B

Abb.12

Winkels CAB bez. ABD. Dann schneiden sich entweder 4E und BF oder
die von 4 und B auf BF bez. AE gefillten Lote, je nachdem E auf derselben
Seite des auf BF gefillten Lotes wie B oder auf der entgegengesetzten Seite
liegt. Man nehme an, daf3 4E und BF sich in einem Punkte G treffen und ziehe
GH senkrecht auf AB, so wird man in H den verlangten Mittelpunkt erhalten.

* Es ist angebracht zu bemerken, dafBl die Begriindung der Kreisverwandtschaft ledig-
lich auf Grund der zu Anfang dieser Note genannten Axiome elementargeometrisch moglich
ist. Vgl. [10].

3*
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Mit Hilfe dieser Aufgaben kénnen wir nun die Aufgabe »die Schnittpunkte
einer gegebenen Geraden mit einem Kreise von gegebenem Mittelpunkt und
gegebenem Radius« leicht losen.

Es sei ndmlich [, die gegebene Gerade, O; der Mittelpunkt und 0,4, der
Radius des gegebenen Kreises. Man errichte die Mittelsenkrechte auf 00,
und konstruiere die Spiegelbilder I und 4 von /, und 4, an derselben. Dann
bestimme man die Schnittpunkte der Geraden ! mit jenem Kreise, der O als
Mittelpunkt und 04 als Radius hat. Endlich konstruiere man die Spiegelbilder
der so erhaltenen Punkte in bezug auf die Mittelsenkrechte von 00, wodurch
man dann die gesuchten Schnittpunkte erhilt.

Auch kann man die andere fundamentale Aufgabe, »die Schnittpunkte
zweier gegebener Kreise zu bestimmen¢, mit unseren beschrinkten Hilfsmit-
teln auf die vorhergehende zuriickfiithren.

Es seien in der Tat 0,, 0, die Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreise
(Abb. 13), ry, r, ihre Radien, gegeben durch beliebig gelegene Strecken.

Abb. 13

Man ziehe 0,4 und 0,B senkrecht zu 0,0,, mache 0,4 gleich r, und 0,B
gleich ry; hierauf halbiere man 4B in M und ziehe durch M die Senkrechte zu
A B; schneidet diese die Zentrale 0,0, in dem Punkte IV, so steht die gemeinsame
Sehne der gegebenen Kreise in NV auf 0,0, senkrecht*, und daher wird der Auf-
gabe geniigt, wenn man die Schnittpunkte dieser Senkrechte mit einem der
beiden Kreise sucht.

Man kann demnach jede mit dem Lineal und dem Zirkel 16sbare Aufgabe
durch bloBes Ziehen von geraden Linien l6sen, wenn auBler dem Hilfskreise
(samt Mittelpunkt) in einer Geraden drei Punkte gegeben sind, wovon der eine
in der Mitte zwischen den zwei iibrigen liegt, falls diese letzteren vom Mittel-
punkt des Hilfskreises nicht gleich weit abstehen.

Man erkennt ferner aus den Aufgaben 5 und 6, daBl die Angabe von zwei
gleichen Strecken, die in einer Geraden nebeneinander liegen, der Angabe von
zwei zueinander senkrechten Geraden, die nicht durch den Mittelpunkt des

* Hinsichtlich des Beweises vgl. [11].
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Hilfskreises hindurchgehen, dquivalent ist, d. h. hat man in einer Geraden
zwei nebeneinander liegende gleiche Strecken gegeben, so kann man leicht zu-
einander senkrechte Geraden zeichnen, hat man zueinander senkrechte Gera-
den gezeichnet, so kann man sofort in einer Geraden zwei nebeneinander lie-
gende gleiche Strecken konstruieren.

3. — Es entsteht nun die Frage, ob man den Mittelpunkt des Hilfskrei-
ses nicht entbehren kann. Wir werden zeigen, dafl die Angabe des Mittelpunk-
tes notig ist, indem wir den folgenden Satz beweisen:

Wenn in der gewdhnlichen ebenen Geometrie eine Kreislinie gezeichnet
vorliegt (von dem man aber den Mittelpunkt nicht kennt), und auBlerdem in
einer Geraden, welche nicht durch den Mittelpunkt des Kreises geht, zwei neben-
einander liegende gleiche Strecken gegeben sind, oder zwei zueinander senk-
rechte Geraden, die sich nicht in dem Mittelpunkt des Kreises schneiden, so
ist man noch nicht imstande, den unbekannten Mittelpunkt des Kreises durch
bloBes Ziehen von geraden Linjen zu finden.

Wir betrachten zunichst den Fall, wo in einer Geraden ! zwei nebeneinan-
der liegende gleiche Strecken 4B, BC gegeben sind.

‘Wir nehmen nun an, dafl I den gegebenen Kreis k nicht beriihrt.* Wir
wihlen die von dem Mittelpunkte M des Kreises k auf I gefillte Senkrechte,
welche I in X trifft, als x-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, den
Mittelpunkt O desjenigen Kreises, welcher  in X beriihrt und den Kreis k
rechtwinklig schneidet, als Ursprung, die Linge der Tangenten von O an k
als Einheit und die Richtung von O nach X als positive Richtung der x-Achse.
Bezeichnen wir dann die Abszisse von M mit a, so ist die Gleichung des Kreises k

(x—aPl+y?+1—a*=0,
und die der Geraden I
x — 1=0.
Die Kollineation
.

1

1
x:_—_——,—’y:
X x

fiithrt k in sich iiber, 1468t aber den Mittelpunkt (a, 0) nicht fest, sondern fiihrt
ihn in den Punkt (1/a, 0) iiber. Ferner entspricht [ sich selbst, und zwar Punkt
fiir Punkt.

Nehmen wir also an, daBl man aus den Punkten 4, B, C und aus einer
Anzahl von willkiirlichen Punkten bei Benutzung des festen Kreises k durch
bloBles Ziehen von geraden Linien den Mittelpunkt von % konstruieren kann,
so miiite die lineale Konstruktion, die aus der so ausgefiihrten Konstruktion
durch die Anwendung der eben erwihnten Kollineation erhalten werden kann,

* Der nachfolgende Beweis ist eine fiir den gegenwirtigen Zweck in geeigneter Weise
abgeiinderte Schlufiweise von HILBERT; vgl. [1].
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auch zum Mittelpunkt fithren. Die so erhaltene Konstruktion fiihrt aber nach
obigem auf den Punkt (1/a, 0) anstatt an (a, 0). Die gestellte Aufgabeist mithin
nicht lgsbar.

Nunmehr mége I den Kreis k berithren. Um den entsprechenden Nach-
weis fiir diesen Fall zu erbringen, bedarf man folgender Bemerkung: Wenn in
einer Geraden drei Punkie 4, B, C gegeben sind, wovon B in der Mitte von AC
liegt, so kann man, wie wir wissen, durch blofles Ziehen von geraden Linien
durch irgend einen Punkt zu jener Geraden die Parallele ziehen und auf der so
erhaltenen Geraden irgend eine gegebene Strecke halbieren oder verdoppeln.

Zieht man nun durch zwei beliebige Punkte P und R von k die Parallelen
zu [, die den Kreis k noch im Punkte Q bez. S treffen, und bestimmt die Mittel-
punkte N und O von PQ bez. RS, deren Verbindungslinie den Kreis in den dia-
metral gegeniiberliegenden Punkten T, U schneiden, dann ist die durch T
zu I gezogene Parallele Tangente des Kreises.

Auf dieser Tangenten kann man dann nach obigem drei Punkte hestim-
men, wovon der eine gleich weit von den iibrigen entfernt ist. Wenn es also eine
Konstruktion gibe, welche aus diesen Punkten mit Benutzung des festen
Kreises & durch blofies Ziehen von geraden Linien zum Mittelpunkt von &
fillrt, so gébe es auch eine Konstruktion, die aus den gegebenen Punkten
A, B, C von l auch im Falle, daf3 dieselbe den Kreis k nicht trifft, zum Mittel-
punkte von k fithrt. Diese Folgerung steht im Widerspruch mit dem vorhin
Bewiesenen.

Wir haben gesehen, daf}, wenn auf einer Geraden [ zwei nebeneinander
Liegende gleiche Strecken gegeben sind, dann derjenige Durchmesser des Kreises
k, der zu [ senkrecht ist, sowie die Tangente in einem Endpunkte dieses Durch-
messers durch blofes Ziehen von geraden Linien erhalten werden kann, Ver-
bindet man die Endpunkte des so erhaltenen Durchmessers mit einem beliebi-
gen Punkte von k, so erhélt man zwel zueinander senkrechte Geraden.

Aus dieser Tatsache entnehmen wir genau wie vorhin, daBl man nicht
imstande ist, den Mittelpunkt der gegebenen Kreislinie durch blofes Ziehen von
geraden Linien zu finden, auch wenn auBler dieser Kreislinie noch zwei zuein-
ander senkrechte Geraden gegeben sind, die sich in einem Punkte der Kreis-
linie treffen.

Es bleibt also nur zu zeigen, dafl es unméglich ist, den unbekannten Mit-
telpunkt eines gezeichnet vorliegenden Kreises durch blofles Ziehen von gera-
den Linien zu finden, auch wenn man aufler dem Kreise zwei zueinander senk-
rechte Geraden kennt, die nicht durch den Mittelpunkt des Kreises hindurch-
gehen und deren Schunitipunkt nicht auf der Kreislinie liegt.

Die harmonische Perspektivitit, welche den Treffpunkt der gegebenen
Geraden zum Zentrum und die Polare von ihm in bezug auf den Kreis zur
Achse hat, fithrt den Kreis und die gegebenen Geraden in sich iiber, 16t den
Mittelpunkt des Kreises jedoch nicht fest.
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Aus der Annahme, daf} es eine lineale Konstruktion gibt, welche auf den
Mittelpunkt des Kreises fiihrt, gelangen wir durch die Anwendung der obigen
Perspektivitit auf diese Konstruktion zu einem Widerspruch. Somit ist durch
Wiederlegung unserer Annahme der zu Anfang dieser Nr. 3 aufgestellte Satz
vollstdndig bewiesen.

Endlich ist es fir unsere Untersuchung notwendig, einzusehen, dafl der
unbekannte Mittelpunkt des gezeichneten Kreises auch im Falle, wo in einer
Geraden [, welche durch den Mittelpunkt des Kreises geht, drei Punkte 4, B, C
gegeben sind, von denen B in der Mitte zwischen 4 und C liegt, mittels des
Lineals allein im allgemeinen nicht konstruiert werden kann.

Um dies einzusehen, legen wir die von G. FomrpEer ([3], S. 337—338)
konstruierte Semi-Euklidische ebene Geometrie zu Grunde,* in welcher die
Axiome I1—3, II, III erfiillt sind und iiberdies das Axiom iiber das Schneiden
eines Kreises mit einer Geraden gilt. In dieser Geometrie gibt es durch einem
auflerhalb einer gegebenen Geraden beliebig angenommenen Punkt unendlich
viele Geraden, die die gegebene Gerade nicht treffen und dennoch gelten die
Sitze der Euklidischen Geometrie.

Wenn wir nun wissen, dafl [ durch den Mittelpunkt von & hindurchgeht,
so konnen wir nach obigem den Mittelpunkt von k leicht finden, indem wir
zwei Gerade, die auf ein und derselben dritten Geraden senkrecht stehen, als
zueinander parallel betrachten. Man kann aber mittels des Lineals allein nicht
priifen, ob die Gerade I durch den Mittelpunkt von k hindurchgeht. Denn eine
harmonische Perspektivitdt, welche eine zu [ parallele Sekante von & zur Achse
und den Pol derselben beziiglich & zum Zentrum hat, fithrt den Kreis % in sich
und die gegebenen Punkte 4, B, Cin drei Punkte 4', B’, C’ iiber, die auf einer
Geraden I’ liegen und von denen B’ gleich weit von 4’ und C’ entfernt ist.
Unterwirft man irgend eine lineale Konstruktion dieser Perspektivitit, so
erhilt man eine Konstruktion von der nimlichen Beschaffenheit., Nun ist
unsere Behauptung aus dem Umstande ersichtlich, dafi die betrachtete Per-
spektivitit den Mittelpunkt des Kreises nicht festldfit. Aus diesem Umstande
erkennen wir zugleich auf dieselbe Weise wie vorhin, daf man nicht imstande
ist, den unbekannten Mittelpunkt des festen Kreises durch bloBes Ziehen von
geraden Linien zu finden.

4. — Um in der gewGhulichen Geometrie die Konstruktionsaufgaben,
die mit Lineal und Eichmal 16sbar sind, auszufithren, geniigt es, wie bekannt,
neben dem Lineal den Einheitsdreher anzuwenden, ein Instrument, welches

* Wenn das Lineal nicht allein dazu dient, gerade Linien zu zeichnen, sondern auch dazu,
festzustellen, ob zwei Gerade (welche je durch zwei ihrer Punkte angegeben sind) sich schnei-
den oder nicht schneiden, so kann manin der gewthnlichen Geometrie mittels des Lineals priifen,
ob eine Gerade durch den unbekannten Mittelpunkt des festen Kreises hindurchgeht oder
nicht durch ihn geht, indem man die Tangenten des Kreises in den Schnittpunkten derselben
mit der gegebenen Geraden auf Grund des Pascalschen Satzes mit dem Lineal allein kon-
struiert und priift, ob dieselbe sich schneiden oder nicht schneiden.
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das Abtragen einer einzigen Strecke, etwa der Einheitsstrecke von einem einzi-
gen bestimmten Punkte aus erméglicht.

Nun stehen die mit Lineal und Zirkel ausfithrbaren Konstruktionen in
derselben Beziehung zu den Konstruktionen, die man durch bloBes Ziehen von
geraden Linien 16sen kann, wenn in der Ebene ein fester Kreis samt Mittel-
punkt gezeichnet vorliegt, wie die mit Lineal und EichmaB8 ausfiihrbaren Kon-
struktionen zu den Konstruktionen, die man mit dem Lineal und dem Einheits-
dreher ausfiibren kann.

Der Umstand, daBl man in einer Geometrie, in welcher die Axiome 11—3,
I1, 111 erfiillt sind und tiberdies das Axiom iiber das Schneiden eines Kreises
mit einer Geraden gilt, alle Aufgaben, die mit Zirkel und Lineal 16sbar sind,
mit dem Lineal allein ausfithren kann, wenn auBler einer Kreislinie samt Mittel-
punkt in einer Geraden zwei nebeneinander liegende gleiche Strecken oder zwei
zueinander senkrechte Geraden gegeben sind, konnte zur Vermutung fiihren,
daB man alle Konstruktionsaufgaben, die mit dem Lineal und EichmaB} Iésbar
sind, nach Vorgabe einer gezeichneten Strecken mit gegebenern Mittelpunkt
oder zwei senkrechter Geraden mit Lineal und Einheitsdreher ausfiihren
kénne, wenn die Einheit mittels des Einheitsdrehers von einem Punkte aus
abgetragen werden kann, welche von den Endpunkten der gegebenen Strecken
nicht gleich weit absteht bez. nicht auf der gegebenen Geraden liegt.

Um diese Frage zu beantworten, werden wir zeigen, dafl der Punkt, wel-
cher in der gewohnlichen Cartesischen Geometrie die mit den Punkten

0,0, (Vy2—1,0)

begrenzte Strecke bei derjenigen projektiven MaBbestimmung hilftet, welche
auf den Fundamentalkegelschnitt

24yt —2=0

gegriindet werden kann, mit dem Lineal und dem Eichmall allein nicht kon-
strulerbar ist.

Wenn ndmlich ein Punkt durch bloBes Ziehen von geraden Linien und
Abtragen von Strecken konstruiert werden kann, so 148t sich aus dem engsten
Zahlkérper Q, welcher die Koordinaten der gegebenen Punkte enthilt, durch
sukzessive Adjunktion der Zahlen /1 &~ 2, wobei @ dem urspriinglichen oder
einem bereits aus diesem entstandenen Korper angehoren muf, ein Korper
bilden, in welchem die Koordinaten jenes Punktes enthalten sind.

Nun ist die Abszisse x des gesuchten Mittelpunkes diejenige Wurzel der
Gleichung

V2 + = — V2 —=« . (21/’2—_~1)’
V—i — X V—2‘ 4+ x
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fiir welche die Ungleichung

0<x<2}2—-1
erfiillt ist. Daraus ergibt sich

2 —Vav2 —2

V2 —1

Wenn nun x in einem Koérper Q enthalten wiirde, zu dem man von Q aus
in der angegebenen Weise gelangt, so wiirde auch

2 —(V2—Dx=Vav2 —2

eine Zahl in & und da ein Zahlkérper, in welchem die Zahl & vorkommt, auch
jede zu @ konjugierte Zahl enthilt, so miiite auch |/ —4 5 — 9 dem Kérper
2 angehbren, was unmdéglich ist, da Q nur reelle Zahlen enthilt, diese Zahl
aber imagindr ist. Damit ist die obige Behauptung bewiesen.

Die angestellten Uberlegungen lassen erkennen, daB der gesuchte Punkt
durch Ziehen von Geraden und Abtragen von Strecken auch dann nicht kon-
struiert werden kann, wenn auf einer Geraden zwei nebeneinander liegende
(fiir die getroffene MaBbestimmung) gleiche Strecken oder zwei (im Sinne der
MafBbestimmung) zueinander senkrechte Geraden zur Benutzung vorliegen.

Ist ndmlich eine Aufgabe mit den jetzt vorliegenden Hilfsmitteln lgsbar,
so kann man dieselbe Aufgabe auch dann lésen, wenn die beiden Endpunkte
einer der gegebenen Strecken bez. der gemeinsame Punkt der beiden gegebe-
nen Geraden, sowie ein beliebiger Punkt einer von denselben rationale Koor-
dinate haben. Man kann dann den unbekannten Endpunkt der anderen Strecke
bez. beliebig viele Punkte der anderen Geraden, wie leicht zu sehen, mit Hilfe
des Lineals und des EichmaBes konstruieren. Daher sind die Koordinaten der-
jenigen Punkte, welche mit Hilfe der gegebenen Strecken bez. Geraden durch
Ziehen von geraden Linien und Abtragen von Strecken konstruiert werden
koénnen, in einem K&rper enthalten, welcher aus Q in der angegebenen Weise
entsteht. Die gestellte Aufgabe ist mithin auch dann nicht lésbar, wenn auf
dem Zeichenblatte die genannten Figuren zur Benutzung vorliegen.

Indem wir bedenken, daB irgendeine Konstruktion, die in unserer MaB-
geometrie mit dem Lineal und dem Einheitsdreher ausgefiihrt wird, indem wir
die Einheit von O aus abtragen, zugleich eine in der gew6hnlichen Ebene mit
denselben Hilfsmitteln ausgefithrte Konstruktions ist, erkennen wir auf Grund
der oben Bewiesenen, dafl man nicht imstande ist, in einer Geometrie, in welche
die Axiome I1—3, II, I1I erfiillt sind und iiberdies das Axiom iiber das Schnei-
den eines Kreises mit einer Geraden gilt, alle diejenigen Konstruktionsaufga-
ben, die sich mit Lineal und EichmaB ausfithren lassen, mit Lineal und Ein-




102 GY. STROMMER

heitsdreher auszufiibren, selbst wenn eine Strecke, die in zwei gleiche Teile
geteilt ist, oder ein rechter Winkel gegeben ist, da ja in dieser Geometrie eine
Strecke mit den erstgenannten Hilfsmitteln gehilftet werden kann.

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist die Frage nach der Konstruktionen behandelt, die sich
in der elementaren absoluten Geometrie durch bloBes Ziehen von geraden Linien ausfithren
lassen., wenn ein Kreis samt Mitte gezeichnet vorliegt. Am Ende der Arbeit ist eine kurze
Notiz den Konstruktionen gewidmet, die in der vorgelegten Geometrie mit dem Lineal und
dem Einheitsdreher gelost werden konnen.
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