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1. T. Kgvari, V. T. S6s und P. TurRAN haben den folgenden Satz bewie-
gen [1].

Es sei A, eine Matrix mit n Zeilen und n Spalten, deren Elemente nur
0-en und l-er sind. Es sei k(n) die kleinste Zahl der 1-er, bei welcher 4, schon
gewill wenigstens einen aus lauter l-er bestehenden Minor zweiter Ordnung

M, enthidlt. In diesem Falle besteht

lim O g (1)

n3i2

N+

Dieser Satz ist gleichwertig mit dem folgenden graphentheoretischen
Satz:

Es sei G, , ein paarer Graph, dessen Knotenpunkte so in zwei disjunkte
Klassen H, und H, zerlegbar sind, daB} der eine Endpunkt einer beliebigen
Kante des Graphen in H,, der andere Endpunkt in H, ist; H; und H, haben n
Knotenpunkte. Es sei k(n) die kleinste Zahl der Kanten, bei welcher G, ,
schon gewill wenigstens ein Viereck (d.h. einen Kreis mit vier Kanten) besitzt.
Zu diesem Falle gilt (1).

Die Gleichwertigkeit der zwei Sdtze kann man auf folgender Weise ein-
sehen:

Wir orduen die Knotenpunkte von H, zu den Zeilen einer Matrix 4, zu
und die Knotenpunkte von H, zu den Spalten der Matrix 4,. Ein Element der
Matrix ist genau dann gleich 1, wenn der seiner Zeile entsprechende Knoten-
punkt von H; und der seiner Spalte entsprechende Knotenpunkt von H,
in dem Graph G, ,, mit Kante zusammengebunden ist; die anderen Elemente
der Matrix sind gleich 0.

Es ist offenbar, daf§ die Matrix 4, einen Minor M, nur und dann nur
enthilt, wenn der entsprechende Graph G, , ein Viereck besitzt (Abb. 1.).

Zum Beweise ihres Satzes haben die Verfasser mit Hilfe zahlentheoreti-
scher und kombinatorischer Uberlegungen eine Matrix konstruiert. In den Fol-
genden werden wir beweisen, dafl die so konstruierte Matrix eine Teilmatrix
der Inzidenzmatrix einer bestimmten endlichen projektiven Ebene ist.



130 I. REIMAN

P, P,
O 1 1 <+~
Qm 1 1

Abb. 1

Wir méchten noch erwihnen, dal unsere Bemerkung eine Moglichkeit
gibt, den genauen Wert von k(n) in einigen Fillen zu bestimmen.

2. Die angegebene Matrixkonstruktion ist im Wesentlichen die Fol-
gende: Es sei p eine beliebige Primzahl und es wird die Zahl mit (n) bezeichnet,
fiir welche

n=(n) (mod p) (0 < (n) < p) (2)

gilt, und es sei
Yar = <b + axy, (3)
0<Lae<p, 0Kb<p,2=0,1,2,...,p —1).

Wir ordnen zu den Zeilen der Matrix 4. die geordneten Zahlenpaare
(@, b) zu und den Spalten die Zahlenpaare (x, y,). In der Kreuzung der dem
(@, b) entsprechenden Zeilen und dem (x, y,,) entsprechenden Spalten steht
l-er, wenn es fiir die entsprechenden Werte (3) gilt, sonst steht 0. (Unsere
Tabelle 1 zeigt diese Kounstruktion im Falle p = 3, die 0-en sind nicht ausge-
schrieben.)

In [1] wurde bewiesen, daB die so konstruierte Matrix keinen Minor M,
enthilt, und die Anzahl der 1-er in der Matrix gleich p3 ist.

3. Jetzt werden wir beweisen, dafl die im obigen konstruierte Matrix
immer zu einer Inzidenzmatrix einer endlichen projektiven Ebene ergdnzbar
ist. (Die Zeilen der Matrix entsprechen den Geraden der Ebene und die Spalten
den Punkten. Ein Element der Matrix ist genau dann gleich 1, wenn die seiner
Zeile entsprechende Gerade den seiner Spalte entsprechenden Punkt enthilt.)

Wir nennen die oben definierten geordneten Zahlenpaare (x,y.) =
= (x,y) Punkte und die Zahlenpaare (a, b) Geraden. Die Anzahl der Punkte
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Tabelle 1
x=0 x =1 x == 2
©.0 @] 02| G| L] @] @] (22)|E=y)

(0,0) 1 1 1 ‘
a=0 (0,1) 1 1 1

(0,2) 1 1 1

1,0 1 1 1
a=1 (L1 1 1 1

1,2) 1 1 1

2,0) 1 1 1
a=2 (21 1 1 1

(2.2) 1 1 1

(a:b)

bzw. der Geraden ist p?. Nach der Konstruktion der Matrix A4, sind der Punkt
(x, ¥) und die Gerade (a, b) inzident, wenn

y == <b -+ ax).

Da die Restklassen mod p einen Korper bilden, werden im Folgenden die
benutzten Zahlen als Elemente des Restklassenkorpers mod p betrachtet, wes-
halb wir die Inzidenzbedingung in der Form

y=0b+ ax 4)
schreiben.
Zu einer Gerade sind p Punkte inzident, da die Punkte der Gerade (a, b)
in der Form (x,b - ax) gegeben werden kénnen (x=10,1,2,..., p —1).
Die Geraden (ay, b;) und (a,, b,) haben dann und nur dann einen Schnitt-
punkt gemeinsam, wenn die Gleichung

% + by = ayx -+ by (5)

eine Losung hat. Aus (5)folgt (a, — a,)x = b, — b,, daraus ergibt sich, daB (5)
dann und nur dann eine Losung hat, wenn @, == a,. Die Geraden (a;, b;) und
(a9, by) haben also genau einen Schnittpunkt, wenn a; % a,.

Es seien jetzt (%, y;) und (%, ¥,) zwei verschiedene Punkte. Diese Punkte
haben dann und nur dann eine Verbindungsgerade, wenn die Gleichungssy-
steme

ax; + b=y
azy + b = ¥, (©)
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fiir a, b eine gemeinsame Losung haben. Aus (6) folgt

a(% — %) = ¥1 — ¥

d.h. (6) hat dann und nur dann eine Losung, wenn x, 5= x,.
Dies bedeutet iibrigens, dal die Punkte

(% 0), (z1)s..0(=p—1) E=0,1,...,p~—1) (D

zwischeneinander keine Verbindungsgeraden haben.

Wir fithren jetzt neue Geraden: ey, ;, . . ., e,_; ein. Es sei ¢; die Menge der
Punkte (7). Jetzt hat schon jedes Punktpaar genau eine Verbindungsgerade,
so bilden die bisher definierten Punkte und Geraden eine affine Ebene. (Von
den Punkten (0, 0), (0,1), (1,1), (1, 0) sind keine drei kollinear.)

Jetzt fithren wir die neuen Punkte Py, P, ..., Pp__l, P ein so, dafl P;
der gemeinsame Punkt der Geraden

(25 0), (@, L)ooy (app— 1) sei, 1=0,1,...,p—1)

es sei weiterhin P ein gemeinsamer Punkt der Geraden e, e;, . . ., €,_;.
Endlich definieren wir die Gerade e als die Menge der Punkte Py, P,
co Py, P

Die so erhaltene Struktur besteht also aus Punkten und Geraden, zwei
Punkte haben genau eine Verbindungsgerade und zwei Geraden haben genau
einen Punkt gemeinsam. Es gibt auch vier Punkte, von denen keine drei kol-
linear sind; diese Struktur ist also eine endliche projektive Ebene. Die erwei-
terte Tabelle 2 stellt die Inzidenzmatrix der endlichen projektiven Ebene
im Falle p = 3 dar. (Endliche projektive Ebene der Ordnung 3.)

Aus unserem Gedankengang folgt auch, daBl wenn wir aus einer endlichen
projektiven Ebene der Ordnung p eine beliebige Gerade e mit ihren sdmtli-
chen Punkten P, Py, ..., Pp_17 P und die simtlichen Geraden durch den
Punkt P weglassen, so erhalten wir die in [1] gegebene Struktur. Daraus folgt,
daB die Anzahl der Zeilen und der Spalten der so erhaltenen Matrix nicht nur
p? sein kann, sondern auch p* (p ist eine beliebige Primzahl, « eine positive
ganze Zabl), da auch endliche projektive Ebenen der Ordnung p® existieren.

4. Die im obigen beschriebene Matrix, d.h. die Inzidenzmatrix der end-
lichen projektiven Ebene hat eine interessante Eigenschaft: fiir bestimmte n
liefert sie den genauen Wert von k(n). Wie wir in Nr 2 gesehen haben, in einer
Inzidenzmatrix der endlichen projektiven Ebene der Ordnung p® entsprechen
die n = p* -+ p® -+ 1 Zeilen den Geraden und die n Spalten den Punkten. Da
jede Gerade genau p* -+ 1 Punkte hat, gilt fiir die Anzahl S der l-erin der
Matrix:

S=(p*+ p* +p*+ 1)
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Tabelle 2!
p|p|p|P,
e 1 1 1 1
w | 1 11 |1
e 1 1 1 1
€ 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
Wegen pt= -—;——(—1 + Van —3) folgt, daB
S=-:—;—(n+nlqn_j§)). (8)

Man kann leicht beweisen, dafl die Zahl der l-er in einer n X n-Matrix
nicht mehr als die unter (8) definierte Zahl S sein kann, ohne einen aus lauter
l-er bestehenden 2x2-Minor M, zu enthalten [2].

Nehmen wir nimlich an, daB es keinen Minor M, in der Matrix gibt.
Unter dieser Voraussetzung beweisen wir, dal die Anzahl der 1-er nicht mehr
als S sein kann.

Es seien die Zeilenvektoren der Matrix a;, a,, . . ., @,. Nach der Bedingung
gilt aa, <1(@=2k;i,k=1,2,..., n).Es sei ferner die Anzahl der 1-en der
i-ten Zeilen gleich ;, d.h. a} = «; und die Anzahl der 1-er in der i-ten Spalten
ist gleich f;. Offensichtlich gilt

:2‘11'=‘ pi= M, 9

und

n 2 n -
(Z'a,-) =Za;-‘r—2 aiak=M+22aiak. (10)
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n
Die Komponenten des Vektors Ya; sind (8;, fs. - . -, 8,) und aus der Un-
i=1

gleichung zwischen dem arithmetischen und quadratischen Mittel folgt die
Ungleichung

é(aobéﬁ%zlzﬁi] = ay

i=1
n n

Aus (10), (11) und (8) ergibt sich:

2

Mgﬂf+2(”),

n 2

M2 —nM — n?(n — 1) < 0,
n+nv4n——3 _

M < 3 = S§.

Dies bedeutet aber das Folgende: wenn es eine n X n-Matrix gibt, in welcher
die Zahl der 1-er genau gleich S ist und die Matrix keinen Minor M, enthilt,
so ist

3
k(n)=S+1=—;—(n—}—nﬁ%~i 1.

Einige Werte fiir k(n), die aus unseren Ergebnissen folgen, sind:

P 2 3 4 5 71 8
n 7 | 13| 21 | 81| 57 | 13

k(n) 22 | 53 | 106 | 187 | 457 | 658
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Endlich sei als Beispiel der Graph G, ,; gegeben, der eine maximale Anzahl
der Kanten besitzt, ohne Viereck zu enthalten (Abb. 2.).

Zusammenfassung

T. K6vArit, V. T. S6s und P. TURAN haben in ihrer Arbeit [1] zum Beweis eines kombi-
natorischen bzw. graphentheoretischen Satzes mit zahlentheoretischen Methoden eine aus den
Elementen 0 und 1 gebildeten p® X p-Matrix konstruiert, in der die Anzahl der 1-er genau p? ist,
und welche keinen 2 X 2-Minor enth#lt, dessen Elemente lauter 1l-er sind. Wir beweisen, daB
die so konstruierte Matrix eine Teilmatrix der Inzidenzmatrix einer endlichen projektiven
Ebene ist, wir geben eine Verallgemeinerung fiir diese Konstruktion und wir beweisen, dafl die
erginzte Matrix eine spezielle Losung fiir das von den Verfassern in [1] gestellte Problem gibt.
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