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1. Einleitung

Die Ermittlung und Messung von Formabweichungen haben im Ma-
schinenbau schon ziemlich lange entwickelte und demzufolge in bestimmtem
Mafle versteiftc Methoden. Die Anschauung ist beinahe allgemein geworden,
dal das Istprofil mit einem fiir die Messung angenommenen angrenzenden
Profil verglichen werden soll. Das angrenzende Profil ist bekanntlich ein
geometrisch ideales Profil, das das Istprofil von der werkstoffreien Seite her
beriihrt und so angeordnet ist, dal der groBite Abstand zwischen dem Istprofil
und dem angrenzenden Profil ein Minimum ist. Diese meBtechnische Anschau-
ung hat sich in zahlreichen Lindern so durchgesetzt, dafl die entsprechenden
Verfahren auch in Empfehlungen und Standards festgesetzt wurden [1] [2]
[3] [4] [5]-

Die traditionellen Verfahren haben unter anderem folgende Miangel:

a) Das als Bezugsbasis dienende angrenzende Profil (oder die angren-
zende Oberfliche) ist nur durch zufillige Punkte geringer Anzahl bestimmt;

b) die relative Lage des angrenzenden Profils (oder der angrenzenden
Oberfliche) dndert sich je nachdem, an welcher Seite des gegebenen Profils
(oder der Oberfliche) der Werkstoff zu finden ist;

c¢) die relative Lage des angrenzenden Profils (oder der angrenzenden
Oberfliche) kann in bestimmten Fiéllen instabil sein.

Im Sinne des Vorgefiihrten kann also ein angrenzendes Profil (oder eine
angrenzende Oberfliche) ein Profil (oder eine Oberflidche) kaum zuverlissig
reprisentieren, da sie aus zwei, drei oder vier Punkten extremer Lage und nicht
aus einem unendlichen Punkthaufen bestimmt sind. Uberlegen wir jedoch,
dal auch zahlreiche zufallige Einfliisse bei der Entwicklung des Istprofils
(oder der Oberfliche) mitwirken, so kann die den Ort der Punkte kennzeich-
nende Gréfe als eine Zufallsgrofle aufgefat werden. demzufolge ist es nahe-
lHegend, zum Kennzeichnen des Profils (oder der Oberfliche) mathematisch-sta-
tistische Methoden anzuwenden. Dabei sind die Abweichungen bei einem be-
stimmten Profil (oder einer Oberfliche) bei der traditionellen Methode von der
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Lage des Werkstoffes abhéingig. Die eventuelle Instabilitdt des angrenzenden
Profils (oder der Oberfliche) stellt eine weitere Stérung dar.

Es ist anzunehmen, dafl die Anwendung von traditionellen Verfahren
passungstechnische Griinde hat. Vom Gesichtspunkt der Art der Passung aus
ist ndmlich — scheinbar — die Abmessung des angrenzenden Profils (oder der
Oberfliche) maBgebend. Die Verhiltnisse sind aber in Hinsicht auf die Funk-
tion ganz anderer Art. Der Zapfen der Preflpassung einer Welle verhilt sich
z.B. bei der Passung iiberhaupt nicht so. wie der angrenzende Zylinder. Es
scheinen daher die Bestrebungen logisch zu sein, die das Problem von der Seite
der mathematischen Statistik her anndhern [6] [7] [8] [9] [10] [11] [12].

Es ist also begriindet, anstatt des angrenzenden Profils (oder der Ober-
fliche) ein Ausgleichsprofil (oder eine Ausgleichsoberfliche) einzufithren und
die Abweichungen von diesem anzugeben. Da die neue Bezugsbasis aus iber-
zéhligen Punkten mit der Hilfe der Regressionsrechnung bestimmt wird, kann
sie auch als Regressionsprofil (oder Regressionsoberfliche) bezeichnet werden.

An Hand von zwei Beispielen werden im folgenden einige mégliche

Methoden vorgefiithrt.

2. Ermittlung von Formabweichungen von der Geraden

Es sei vorausgesetzt, da ein durch Messungen erhaltener Datenhaufen
mit einer linearen Funktion auszugleichen ist. Der in Bild 1 angegebene
Punkthaufen kann z.B. das Ergebnis der Geradheitsmessung eines Lineals
sein, kann aber beispielweise auch aus dem Registratum eines Evolventen-
priifgeridtes stammen.

Wihlen wir als Bezugsbasis anstatt der angrenzenden Geraden die aus-
gleichende Gerade. Wie bekannt, ist es im allgemeinen iiblich, die Gleichung
der Geraden nach der Methode der kleinsten Quadrate zu ermitteln.

ui

Xi x

Bild. 1
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Gegeben ist die Reihe der zusammengehérenden Wertpaare

xl, x2., PR Xis e Xn

Yo Yoo oo Yo oo Yno

(1)
Angenihert wird durch eine theoretische lineare Funktion

ym=m- x+b (2)

so, daf} die Quadratsumme der Ordinatenabweichungen ein Minimum ergibt
(einfache Regression):

0=0= (yi—yn)= Z(yi—m %, — b= Min! (3)
=1 i-1 i=1

Es sind Werte von m und b zu suchen, wo die Bedingung (3) erfiillt ist,
d.h., man muB das Gleichungssystem

0 _,

om (4)
20 _

ab

auflosen. Die Auflésung ist bekanntlich

n n n
nzxi_)’i - in 2.‘}’1’
_ i=1 i=1 i=1

m= ' ' und (5)

n 2
n21'x$ — (2 x,-J
i=

i=1

s (©

Die Methode der kleinsten Quadrate hat einen grundsitzlichen Fehler,
welcher im allgemeinen iibersehen wird: durch abseits gelegene Punkte kann
die Regressionsgerade betridchtlich verzerrt werden. Rein mathemathisch ist
diese Methode richtig, weil sie eine erwartungstreue (unverzerrte) Schitzung
liefert. Die lineare Ausgleichung entspricht aber viel mehr dem physikalischen
Gehalt. Es kann daher begriindet sein, die Ausgleichung nicht nach der Methode
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der kleinsten Quadrate, sondern durch Minimalisierung der linearen Potenz
der Abweichungen durchzufiihren.
Die neue Bedingung lautet also:

(yi*yzhi):i(}’i* m - x; —b) =
n - (7)
:—.23* —m )“x —nb = Min ! = 0.

i= fe= 1

Q’zjéz

i=1 i

'M .

I
o

Weil keine weitere Gleichung zur Verfiigung steht, lassen sich die Grofen
m und b auf diesem Wege nicht bestimmen.
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Bild. 2

Um die Aufgabe zu losen, fithren wir eine Koordinatentransformation
durch und minimalisieren anstatt der Ordinatendifferenzen die senkrechten
Abstinde der Punkte von der Regressionsgeraden (orthogonale Regression).
Wird das neue Koordinatensystem im Schwerpunkt des Punkthaufens aufge-
nommen, so geht die Regressionsgerade durch den Ursprung und es muf nun
nur ein einziger Parameter (p) bestimmt werden (Abb. 2).

Die Koordinaten des Schwerpunktes sind:

n 1 n
xs=— Sx und 3 8) (9)
n Gl n j=1
die neuen Koordinaten des i-ten Punktes sind
§i=x—xs und =y —ys, (10) (11)

der Abstand des Punktes P; von der Geraden ist

v; = 7; cosp — &;sin . (12)
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Die Summe der Abstinde sei minimal:

n n
Sv= S(micosg — & sing)=Min! =0, (13)
izt i=1

so erhilt man

VE

) [7:]

1

ot

@ = arc tan

(14)

a0

147

]
—

i

n
(Hiermufl mit dem Absolutwert gerechnet werden, weil > 5, und ﬁ' &
definitionsgemil gleich Null sind.) i=1 i=1
Wird die Summe der linearen Ordinatendifferenzen minimalisiert, so
erhilt man dasselbe Ergebnis. Die vorige Koordinatentransformation ange-
wendet, 14Bt sich ndmlich schreiben:

n

Q= 2" 0i= _S:(J'i =¥ = 2 — i) =
i=1 ;

f=] i=1

(15)
n n n
=3 (n— &tang)= Sy — tang 3 & =Min! =0,
i=1 =1 =1
daraus folgt. daf
n .
2 [,
== arctan —?« 3 (16)
I

i=1

eine Formel. die mit (14) iibereinstimmt. Ob mit der einfachen. ob mit der
orthogonalen Regression gerechnet wird, fithrt alse die Minimalisierung der
Summe der linearen Abweichungen zu demselben Ergebnis.

Zur Kontrolle der Richtigkeit der Gleichungen (14) und (16) seien fol-
gende Proben durchgefiihrt:
a) Liegen sdmtliche Punkte auf der Achse &, so ist

WE

{7;] = 0 und ¢ = arc tan 0 = 0°;

i
-

i
b) liegen simtliche Punkte auf der Achse 7, so ist
n

D& = 0 und ¢ = arc tan oo = 90°;

i=1
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¢) und liegen schlieBlich simtliche Punkte auf einer Geraden von 45°, so ist
n n
Sinl= 3'1&1 und ¢ = arctanl = 45°,
i=1 I=1

d.h., die Ergebnisse (14) bzw. (16) sind richtig.
Der Vollstéindigkeit halber seien die Ergebnisse der Methode der klein-
sten Quadrate angegeben. Bei der einfachen Regression ist

Q= 2 Z(yx‘ythz) ——2(771 N i) =
i=1
= () — &tang) = (IH
=1
n
_‘2:773 ‘)tanq;2n,§ +tan~q)2£~——’\hn'
i= =1
8Q 1 n 1
= 2 S ;& -+ 2 tan =0, 18
Gl cos?g ‘,‘i'ln v ¢ cos~(p?;21 ‘ (18)

daraus folgt, dafl

@ = aretan ———— . (19)

Bei der orthogomalen Regression ist das Ergebnis (die langwierige

Ableitung weggelassen)

no no [ no no 2
> 2k (_27)7—_257]
i=1 i=1 N i=1 _ i=1 . +1], (20)

n —_—
2360 | 4 zemf]
i Li=1

j=1

@ = arctan

welche hingegen von Gleichung (19) bedeutend abweicht.

3. Ermittlung von Formabweichungen von dem Kreis

Bei der Ermittlung der Formabweichungen des in Bild 3 angegebenen
Kreises steht man vor zwei wesentlicher Fragen:



FORMABWEICHUNGEN IN DER FERTIGUNGSTECHNIK 123

— Wo befindet sich der Mittelpunkt des Kreises?
— Wie grof} ist der Radius der Kreises?

Die Ermittlung der Formabweichungen des Kreises ist nur méoglich,
nachdem der Ort des Mittelpunktes sowie der Radius des Regressionskreises
bereits richtig bestimmt wurden.

Zur Ermittlung des Ortes des Ausgleichskreises sei aus einem geschiitzten
Mittelpunkt 0 in gleichméBigen Teilungen eine Reihe

Tio Tas «on Tiy o on Tp (21)

gemessen. Bilden wir daraus die einzelnen Projektionen

—
[N\
o

~—

xX; ==r1; COS @

—~
[N]
W

~—

Yi=1T; sin @i

Sollte der geschitzte Mittelpunkt Oin den tatsdchlichen Mittelpunkt K fallen,
so ist die Summe der Projektionen gleich Null:

Z:I'xi = S'ricosp;= 0 und (24)

i=1

n n
Syi= Jrsing; =0 (25)
i=1 i=1
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oder die Summe der Quadrate der Projektionen minimal:

2 x} = N (r;cosp;)? = Min und (26)
i=1 =

yi = S’ (r; sin ¢;)* = Min. (27)

n
i=1

Gelang es nicht — wie es im allgemeinen der Fall ist — den geschitzten
Mittelpunkt O im tatsdchlichen Mittelpunkt K aufzunehmen, so filhrt man
nach einer Reihenmessung eine Koordinatentransformation von der Gréfle
Xy, ¥ durch und zwar so, dafy die Summe der Projektionen in dem neuen Ko-
ordinatensystem Null oder ihre Quadratsumme ein Minimum ergibt.

Die Projektion eines beliebigen Radius r; ist im neuen Koordinaten-
system

xf = x; — X (28)

Fiir den ersten Fall lautet die Bedingung wie folgt:

Q' = Faf= X(x;—xg)= Min! =0 (29)
=1 f=1
daraus ist
n
Dx=ncxg, (30)
i=1
das heifit
1 n
Xy == —— > A, = ——T; COS 31

und in analoger Weise

1 n 1 n
Y =— Xy =— Nr;sing;. (32)
n =1 n =1

Q= > xi*= ¥ (x; — x¢)* = Min! (33)
i=1 =1

0@ 8 &2
o = . Z;(xf - 2x 3+ ak) =0, (34)
K K =

daraus ist

é i+ 2nxe =0, (35)
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folglich ist
1 n n
xg = — > % =-— D'I; COS @; UsW., (36}
n =1 n =1

ein Ergebnis, das mit der Gleichung (31) tibereinstimmt.

Die Gleichungen (14) und (20). (16) und (19) sowie (31) und (36) miteinan-
der verglichen beweisen, dal die Minimalisierung der Summe der linearen
Abweichungen und die Methode der kleinsten Quadrate in eindimensionalen
{oder auf einen eindimensionalen Fall zuriickzufithrenden) Fillen zu demselben,
im Falle eines zweidimensionalen Punkthaufens hingegen zu wesentlich ab-
weichenden Ergebnissen fithren.

Zur Ermittlung des Radius des Regressionskreises mifit man vom neuen
Mittelpunkt aus eine neue Reihe

Fye Tow von T vun Tpt

daraus ist der Radius des Ausgleichskreises:

F=l S (37)

=1

4. Konfidenz der geschiitzten Parameter

Die Groflen m. b, xg, v und ¢ sind abgleitete Parameter und auch selbst
ZufallsgroBen. die ihre eigene Konfidenz haben.

Wird der in Bild 1 dargestellte Punkthaufen durch Projektion zu einem
eindimensionalen Punkthaufen abgehildet, so kann der Ort der Regressions-
geraden als die Mitte des eindimensionzlen Punkthaufens, d.h. als Mittelwert
einer Meflreihe aufgefallt werden {Abb. 4). Auch der Mittelwert streut, seine
Standardabweichung ist bekanntiich

G Opunkt
Sz = Sgerade = ;= T = (38)
Vn | n
und sein Streubereich:
o OPunkt ¢
Re= RGerade =2 u—=2-u —— =2 " u, * Opynyts (39)

I'n |'n

worin u, = f (p.n). Ist das Konfidenzintervall der Ausgleichsgeraden vorge-
geben, so 1dBt sich der Umfang der Mefreihe bestimmen. Sollte die Standard-
abweichung opynyt der Grundgesamtheit hingegen unbekannt sein, so ist die
Aufgabe nur mit Iteration zu lésen. Diese Vorfithrungen sind sinngemif}
auch fiir den Regressionskreis giiltig.
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.
" Rel Hdufigkeit wy

0 A
> \Abweichung v;

Rpynkt

Bild. 4

Nach dem Obigen ist das Konfidenzintervall von b

R,— 5 (40)

cos @

und die Konfidenzintervalle von m = tan ¢ bzw. von ¢ sind so grof}, wie es
das Toleranzfeld der Breite R auf der gegebenen Linge ermioglicht.

Fir die Konfidenz der geschitzten Parameter der Regressionsgeraden
existiert nach [13] auch eine andere Interpretation, und zwar

1z Sx
Xg=— ¥x;+ t,——nr 41
s n% = ST (41)
1z Sy
= o Pt ST 42
Ys né}’x P Vn—z ( )
Sy 1

m=tang + 1, Vn =
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da die geschitzten Parameter einer Studentschen Verteilung mit n—2 Frei-
heitsgraden gehorchen.

Fir die Charakterisierung des Istprofils (oder der Istoberfliche) kann
man beliebige sweitere Verteilungskenngroffen {Streuparameter) angeben, wie
z.B. die Standardabweichung. die Streuung, die durchschnittliche Abweichung,
den Modalwert, die Mediane, die Grenzabweichung. die grobe Abweichung,
den Variationskoeffizienten usw. Esist zweckmiBig. die Toleranz des Profils
{oder der Oberfliache) mit den angefiihrten KenngroBen auszudriicken.

sinx sinx
1 C i

|

Rel Haufigkeit
Wi =
/ N
Ko D02 pr -
= [[-Ef e (48)

i : -

Bild. 5

il

|

Im Laufe der bisherigen Ausfithrungen wurde vorausgesetzt, dall der
Datenhaufen normalverteilt ist. Laut des zentralen Grenzverteilungsgesetzes
ist diese Voraussetzung dann gerechtfertigt, wenn zahlreiche unabhingige
Einflisse zufilliger Art vorhanden sind. Wenn im gegebenen Falle auch syste-
matische Einfliisse zur Geltung kommen, wird das Problem ziemlich kompli-
ziert.

Als Beispiel nehmen wir den Fall, daB die systematische Einwirkung
periodisch, d.h. von sinusférmigem Charakter ist. In diesem Falle sind die in
gleichmédBigen Teilungen zu messenden Werte bereits iiberhaupt nicht nor-
malverteilt.

Zur in Bild 5 dargestellten Sinuskurve wurde das Diagramm der rela-
tiven Héufigkeiten der in gleichméfligen Teilungen mefbaren MeBwerte in
Abhiingigkeit von dem Winkelbereich aufgezeichnet. Die relative Haufigkeit
wurde folgendermafBlen definiert:

o Ziv1 — %
wy = ———900 . (44)
weil die Anzahl der im Bereich y, — y;_; zu erwartenden MeBwerte — im

Falle gleichm#Biger Teilungen — dem Verhéltnis des Winkelbereiches x;,—x;_;
und des Bereiches von 90° proportional ist.
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Tabelle 1

Zahlenwerte der relativen Haufigkeiten

sin x; : i W

sin x; Xfay—Xj wi = 50°
0,05 0,025 2,866 0,03184
0,10 0,075 2,873 0,03192
0,15 0,125 2,888 0,03209
0,20 0.175 2,910 0,03233
0,25 0,225 2,910 0,03267
0.30 0275 | 2980 0,03311
035 0.325 | 3,030 0.03366
0,40 0,375 3,001 0,03434
0,45 0,425 3,166 0,03517
0,50 0.475 3,256 0,03618
0,55 0,525 3,367 | 0,03741
0,60 0,575 3,503 0,03892
0,65 0,625 {  3.672 |  0,04080
0,70 0,675 | 3,883 0.04317
0,75 0,725 | 4,163 0,01626
0.80 0775 | 4540 | 0,05044
0.85 0,825 | 5,082 |  0,05646
0,90 0,375 ‘ 5946 | 0,06608
0.95 0925 | 7647 | 0,08498
1,00 0,975 l 18195 | 0,20217

1

n
s = VZ (%; — ®)?w; = 0.70431(89618) ;
i=1
s = 2.11295(6886);
s* = 0.72261(60078);
s* = 2.16784(8023).

I

In der Tabelle 1 wurde der Werthereich von sin x; auf 20 gleiche Teile
aufgeteilt und es wurden die relativen Haufigkeiten aus den zu den einzelnen
Teilbereichen gehorenden Winkelbereichen nach (44) ausgerechnet.

Auf Grund des Histogramms ldBt sich die Verteilungsdichte f (z) des
Haufens mit deren Hilfe die Streuung auszurechnen ist, prinzipiell ermitteln:

2= | [~ B@Ef (). (45)
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Zu einem vorgegebenen Konfidenzniveau ist es noch notwendig, den
Koeffizienten des Bruches 511; zu kennen. um das Konfidenzintervall des
Mittelwertes bestimmen zu konnen. Die Verteilung des Mittelwertes der vor-
liegenden Zufallsgrofe ist aber unbekannt. man kann daher den notwendigen
Umfang der Mefireihe zu einem vorgegebenen Konfidenzintervall nicht be-
stimmen. Die Klirung dieser Frage benotigt noch weitere Untersuchungen.
nicht nur von der Seite der MeBtechniker sondern auch der Mathematiker.

3. Zusammenfassung

Mit Hilfe der vorigen Ausfithrungen und von zwei Beispielen wurde versucht. die
3ldngel der traditionellen Formpriifungsverfahren vorzufithren und denselben andere JMetho-
den entgegenzusetzen. Da die die Punkte des Profils (oder der Oberfliche) bestimmenden
GréBlen ZufallsgroBen sind, wurde nachgewiesen, dafl diese auch nach mathematisch-statisti-
schen Methoden behandelt werden konnen. Diese Methoden bieten zur Beschreibung des
Profils (oder der Oberfliche) zahlreiche Kenngrofen, deren Genauigkeit beliebig zu verfeinern
ist. Der notwendige Mehraufwand an Rechenarbeit 146t sich durch Anwendung des Rechners
wirksam vermindern.
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