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Einleitung

Schalen aus verstirkten Kunststoffen sind Konstruktionen aus inhomo-
genem Material, deren Elastizitdtskennwerte je nach Art der Verstirkung bzw.
Mengenanteil und Orientierung der verstirkenden Fasern variieren, somit
anisotrop sind. Die durch duflere Beanspruchungen erweckten inneren Krifte
lassen sich durch Makro- und Mikrospannungen kennzeichnen, deren genaue
Ermittlung recht komplizierte Aufgaben stellt.

Diese Arbeit soll ein allgemeines Berechnungsverfahren liefern, das sich
auf die in bezug auf homogene isotrope Schalen anerkannten grundlegenden
Erkenntnisse sowie die Ergebnisse der Forschungen an verstirkten Kunst-
stoffschalen stiitzt, und in iiblicher Weise behandelbare, in der Ingenieurpraxis
brauehbare Abh#ngigkeiten bietet. Grundlage der Methode ist ein Berechnungs-
modell, welches die Werkstoffgesetze der untersuchten Konstruktionen mit
erforderlicher Genauigkeit befolgt, deren Inhomogenitdt und Anisotropie in
Betracht zieht und sich auch zur Untersuchung des allgemeinen Makrospan-
nungszustandes eignet. Richtigkeit und Anwendbarkeit des empfohlenen,
auf theoretischem Wege abgeleiteten Berechnungsverfahrens werden durch
numerische Untersuchungen und experimentelle Messungen nachgewiesen, de-
ren Ergebnisse Teil II der Arbeit enthilt.

1. Gestaltung des Berechnungsmodells

Zylindrische Mintel von Druckgefifien werden, wie bekannt, zweck-
miBig in der Weise verstirkt, daf sie in der Umfangsrichtung eine zweimal
so grofle Zugspannung als in Richtung der Erzeugenden vertragen. Die zweck-
entsprechende Ausfiihrung erfolgt am einfachsten durch Schraubenwickelung
oder Verstirkung mit Geweben. Die Modelle der den zylindrischen Mantel
bildenden gewickelten Lagenpaare (ausgewogene Lagen) bzw. gewebever-
stirkten Lagen sind in Abb. 1 dargestellt. Die Steifigkeitshauptrichtungen der
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gemifl Abbildung gedeuteten, in zwei Richtungen verstidrkten zusammenge-
setzten Lagen fallen mit den Richtungen der Erzeugenden (x,) und des Um-
fanges (x,) der zylindrischen Schale zusammen. Die fiir diese Richtungen gel-
tenden Elastizititskonstanten sind ebenfalls aufgrund der Abbildung zu deuten.
Die Verteilung der mit vollen Linien angedeuteten Verstirkungsfasern im
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Abb. 1. Deutung der in den Lagen erweckten Spannungen und Forminderungen sowie der
Elastizitdtskonstanten. a: gewickeltes Lagenpaar; b: gewebeverstirkte Lage

Kunststoff darf als nahezu gleichm#Big betrachtet werden. Wegen der als
gleichmiBig betrachteten Verteilung der in unendlicher Zahl im Kunststoff
eingebetteten elementaren Fasern diirfen die Lagen als gleichmiBig anisotrope,
ebene Platten behandelt werden, deren Forménderungen kontinuierlich sind
und gemiB Abb. 1 verlaufen. Es darf angenommen werden, daf die Formiinde-
rungen der in zwei Richtungen verstirkten Lagen im Bereich der den betrieb-
lichen Beanspruchungen entsprechenden bzw. aus Sicherheitsgriinden noch
zuldssigen Spannungen nach dem Hooke’schen Gesetz verlaufen, somit sich
die Zusammenhinge der in den Steifigkeitshauptrichtungen erweckten Makro-
spannungen (im weiteren: Spannungen) und der aufiretenden Formversnde-

rungen in der Form

01 = Ef(e1; + v128)

Cip = Oy = Gepp = Gy (la—c)
ansetzen lassen, worin
E.
« .
Ef=—2 (=12
11—y

Weiters wird angenommen, daf} jede der die Schalenwand bildenden, zusam-
mengesetzten Lagen nach dem gleichen Verfahren gefertigt ist, so dafl die
Elastizitdtskonstanten der Lagen fiir die Richtungen x; und x, entlang der




SPANNUNGSZUSTAND VON ORTHOTROPEN ZYLINDRISCHEN SCHALEN 239

gesamten Schalendicke konstant sind. Im Laufe der Fertigung verschmelzen

die einzelnen Lagen miteinander, so daf} die diinne Schale — aus den Steifig-

keitshauptrichtungen betrachtet — als eine gleichmiflig anisotrope, ja sogar
orthotrope Konstruktion bebhandelt werden darf. Da hinsichtlich der geometri-
schen Kennwerte die Wanddicke der Konstruktion im Vergleich zu den iibrigen

Abmessungen und dem Kriimmungshalbmesser gering ist, sind bei der Unter-

suchung felgende, fiir diinne Schalen anerkannte Annahmen und Vernach-

lassigungen gestattet [1, 2]:

1. Die zur Schalenmittelfliche senkrechten Geraden bleiben auch nach Form-
dnderung gerade und sepkrecht zur Mittelfliche der formverdnderten
Schale.

2. Die senkrecht zur Mittelfliche erweckten Spannungen diirfen neben den in
der Ebene der Mittelfliche und den zu ihr parallelen Lagen erweckten
Spannungen vernachlissigt werden,

3. Die zur Mittelfliche senkrechten spezifischen Formveriinderungen diirfen
unbeachtet bleiben.

Im Sinne des Gesagten darf der Spannungszustand der zu einem Punkt

P(x,, x,, x3) der Schale gehiérenden Querschnitte mit guter Anniherung mit

den symmetrischen Spannungs- und Form#nderungstensoren

©=(0y) und C=() (.j=12)

gekennzeichnet werden.
Die Ableitung einer Berechnungsmethode fiir diese Tensoren folgt in
den nichsten Abschrnitten.

2. Die Differentialgleichungen des Spannungszustandes

Zur Ableitung der Differentialgleichungen fiir den allgemeinen Span-
nungszustand ist es zweckmiflig, sich weiterer Vernachlissigungen bzw.
Annidherungen zu bedienen.

Driickt man die spezifischen Forméinderungen der die Schalenwand
bildenden Lagen als Verschiebungen der Mittelfliche aus [1] und wendet in
den Ausdriicken die Annidherung 1 -+ x;/R a2 1 an, so ergibt sich:

u! w'

g = __~—%x
11 3
R R2
v w w
Eyp = — - — — X3 — (2a—c)
R R R2
. w0 0 w
12 = T T ek
R R R2
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Die in den Gleichungen stehenden Ausdriicke fiir Derivation bedeuten;

80 _80) _(y gna 2020

5 O, g F2 O,

R R

Durch Anwendung obiger Anndherung auch in den Ausdriicken der Schnitt-
krafte und Schnittmomente in Richtung der Erzeugenden erhilt man die
iiblichen Reduktionsformeln in folgender Schreibweise:

s[2 s/2

g2 G de; und M, == o %3 dxg, (1,7 =1,2)

(3a—Db)

Nij=

—§/2
Aus den Abhingigkeiten (3a—b) erhilt man nach Einsetzen der Ausdriicke
(la—c) und (2a-—c¢) und Durchfiihrung der Integration:

Dll

Ny = R (@' 4+ 0 + v w)

. D .
Npp = 12{2 (voru' + 0"+ w)

D

le = N21 == ;{‘2 (u’ + v')
M= Bu (wh + vy ) (4a—f1)
11 R 12 :
My, = 1;222 (" + vy w'')
B
My, =M, =2 R122 wh

Von den in den Abhiingigkeiten (4a—f) stehenden GréBen sind

150
D, = Efs By, = 12
Ef s
Dy == E¥s B.., = 2"
22 22 12
Gs?
DI):GS B:;:
1 T

die Dehn-, Scher-, Biege- und Drillsteifigkeiten in den Richtungen der Erzeu-
genden und des Umfanges der orthotropen Schale.
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Verstiarkte Kunststoffschalen haben zumeist geringere Biege- und Drill-
steifigkeiten als die entsprechenden berechneten Werte. Die tatsichlichen
Biege- und Drillsteifigkeiten lassen sich allgemein in der Form

B, = #gB;;, B3 = #5B,, und BY; = %3B,, (5a—c)

schreiben. Damit erhalten die Ausdriicke der Schnittmomente folgende Ge-
stalt:

* L P
M§ = R (!l 4 v w”)
M= D2 (0 4y, ) (6a—c)
29 = R2 Vo W
B*
12
M =M§ =2 R w!
*
‘343 *
G’ Nyt Mz
g Ny N2 / » /’.
= R
Sem= o MmO
Ny g \.> 21 7z X1 >
. - 1 o "»,/* v
/'/;l 3 Ny e Njyd% /‘/ ? P
H - X2 . Ly
- < & P A / MzVsz d%,
: 6 — \ . S
| '/ Nig * N!zd’il 2" My My dxx
=* »
\ﬁ s+ Ny d%, Qyq + QF3dXp M2 <MY oy
ah ok oy

Abb. 2. Deutung der auf das Schalenelement einwirkenden Spannungen, Schnittkréfte und
Schnittmomente sowie der #uBeren Belastungen

Aus der Gleichgewichtshedingung des in Abb. 2 dargestellten Schalenelementes
lassen sich folgende Abhingigkeiten ableiten [1]:

01, = —11; (M3 + M5

0t = — (M5 + M) (Ta—b)
Weiters
Nl + Ny =X, R
Noo“*‘N%g— 93—X R (83"‘0)
M# + M3 + M3+ M + NyR = X, R?

Durch Einsetzen der Ausdriicke (4a—c) und (6a—c) fiir Schuoittkrifte und
Schnittmomente in die Abhingigkeiten (8a—c), weiters durch Vernachlissigen
der sehr geringen tangentialen Komponente der in Formel (8b) stehenden,
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an sich schon kleinen Scherkraft Q3; [3] ergeben sich die gesuchten Differen-
tialgleichungen. Diese lassen sich am einfachsten in die Form

dy(u) + dio(v) + dyy(w) = X¥
doy(u) 4 dys(v) + dyg(w) = X5 (%9a—e)
dy(u) + dyo(v) + dyy(w) = X3

fassen, worin

xp =2

= X, (i=12,3)

Die Deutung der als Koeffizienten der Verschiebungen auftretenden Differen-
tialoperatoren d;; () ist unter der Annahme #xzfx; o~ 1 die folgende:

dal ) = () + o O
dul ) = du ) = ()

G .
dz'z()zE;( ”"r()
dog( ) =dgo( )= () (10a—*)
! ~*-—-E—1 4 ¢ Ay i u
do( )=1+k [Eg()w,z(z o 21)() +<)}
worin:
* B;k' s _1_ s?
TR 11),. P12 R (11)

3. Lésung der Differentialgleichungen durch Einfiihrung
der Verschiebungsfunktionen

Zu den Lésungen des Systems von Differentialgleichungen (9a—c¢)
fiir den allgemeinen Spannungszustand der orthotropen zylindrischen Schale
gelangt man verhilinismiBig einfach durch Einfithrung der Potentialfunktion

[4. 5]
) 3
%:@0_:_%1_%_%2_:%3:2%[ (12)-,
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die mit Hinsicht auf ihre MaBeinheit (¢m) Verschiebungsfunktion genannt sei.

Von den in Abhingigkeit (12) erscheinenden Funktionen enthilt:

I, die die Losungen fiir das homogene System bedeutenden Verschiebungen
Ugs Vo und 20,3

3, die erste Verschiebungsfunktion, die aus der Belastung X, herriihrenden
Verschiebungen u,, v; und w,;

J,, die zweite Verschiebungsfunktion, die aus der Belastung X, herrithrenden
Verschiebungen u,, v, und w,;

3, die dritte Verschiebungsfunktion, die aus der Belastung X herriihrenden
Verschiebungen u,, v; und w;.

Die Methode zur Ermittlung des Zusammenhanges zwischen Verschiebungen

und Verschiebungsfunktionen ist in einer fritherer Arbeit [5] des Verfassers

zu finden. Demnach sind die die Losungen des Systems von Differentialglei-

chungen (9a—c) enthaltenden Verschiebungsfunktionen die Lésungen der gleich-

wertigen Differentialgleichungen

*
% DF) = XF =0,1, 2, 3 und X,=0) (13)
Der Zusammenhang zwischen den Verschiebungen der Mittelfliche und den
Verschiebungsfunktionen kann aber in der Form

E‘f [ d I [ored ord [
U= —= [@11(151) T D1a(Fa) + D1a(Fo + 153)]
E% ~
U= G~ [D21(F1) + Do) + Doz (To + Ta)]
E% L (e fod o
w= c [201(F1) + DpaFo) + Dus(Fo + T)] (14a—c)

geschrieben werden. In den Gleichungen bedeuten () die Determinante aus
den Koeffizienten, d;;() und D;,() die zugehérigen Subdeterminanten.

4. Ermittlung des Spannungszustandes

Im Besitz der angefiihrten Abhingigkeiten kénnen nunmehr die fir
den Spannungszustand von zylindrischen Schalen aus verstirktem Kunst-
stoff kennzeichnenden Verschiebungen, Schnittkrifte und Schnittmomente
einfach abgeleitet werden. ZweckmiBig wird hierzu die Differentialgleichung
[13] zur Ermittlung der Verschiebungsfunktionen in die Form

AR B3
VIII Vi: culv:: culla oy 4 cplv 1
M 4 an T+ @ iV A agy T+ @ Ty +H AT = E

1s

(i=0,1,2,3 und X,=0) (15)

X;
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gebracht, deren Koeffizienten sich aus den Abhéngigkeiten

Ay = + 4 n
E 1 E 4 G 4
Qo = 6 =211 L = 2y — ¥ Yy Wy
o El[ 3 ¢ % 3 Er?* 3 ®*®
By = By [Es =+ 4*-—G] (16a—e)
E |G Er
E.\2
am:(__z_)
i\ 1

berechnen lassen.
Der Zusammenhang zwischen den Verschiebungen der Mittelflichen und den
Verschiebungsfunktionen kann nunmehr in der Form

b

v=3[d.@)]. o=

3
i=0 i

ENGH NS 1NC)
- (17a—c)

I
i~

geschrieben werden, worin die Differentialoperatoren folgende Bedeutungen
haben:

duol ) = da ) = dun( ) = — 2y )+ ()

i % E EY I G :
da( )= () — & [—Ef(ww[ | T4E§+zvn]<)W+
E¥ ) E*
+ |2y =2 5] () 2
[vl 2 J() g ()]
dm():d,,.l()——-—()*—k*[[E:—:—vn Gl]uw
., E¥ " E#*
-:‘{4' E3 -+ 2vyy é “‘;‘6”01]( YU A gy é + ()

@
£
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T 20 i’g)( Vit {4 E‘f + Gl +2v21}( Y ( )]
Ayl ) = dul ) = 1<)W' (%

SchlieBlich erhalten die Ausdriicke fiir Schnittkrifte und Schnittmomente
die Formen

T D 3 ~ o o~
Ny = 1;1 2 [dui(iﬂ') + V0 dy (Fi) + 712 dwi(?b‘i)] =
=0
E ~ ~r "
= 2 @+ Y - B+
R
Noo = 22 [y (3) + o) + s (5] ~ 2 (G + B
~Yo2 R iél 21 %ui VO vi wi\Ui R 0 3
- - -D o 8 ~- i E o 1
Ny =Ny = R1~ Z[dui(a‘i) - dy (1))~ R B+ F— T
=0
% Bikl 3 ooy =~
M= R® > [dm‘ (&' + v B )] (19a—h)
i=0

X 3
M3 = R2 2[ wil &+ Vo %2‘)]

. B 3
-‘Il"’ = -"/I.‘?l =2 R? r:yo[ ul((s'z )]

£ 3
0, — Bn S{dw,- [%i-‘

incl
R =0

£ 03 fal cvl—
U= g g{d[ﬁ [ZE—" ”"1] J}

In Kenntnis der in den Steifigkeitshauptrichtungen der zylindryschen Schale
auftretenden Verschiebungen, spezifischen inneren Krifte und Momente
konnen die fiir die Hauptrichtungen geltenden Makrospannungen einfach
berechnet werden, woraus sich nunmehr auch die fiir Belastbarkeit bzw.
den Bruchzustand kennzeichnenden Normal- und Scherspannungen lings und

quer zur Faser ermitteln und grundsétzlich auch die Mikrospannungen errech-
nen lassen.
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5. Folgerungen

Die abgeleiteten Zusammenhinge eignen sich zur Ermittlung des all-
gemeinen Makrospannungszustandes, sie konnen in iiblicher Weise behandelt
werden und sind auch in der Ingenieurpraxis brauchbar. Das dem Verfahren
zugrundeliegende Berechnungsmodell befolgt die Werkstoffgesetze der unter-
suchten Konstruktion und zieht auch deren Inhomogenitit und Anisotropie
in Betracht.

Durch Deutung und Einfiihrung der Verschiebungsfunktionen werden
die Berechnungen bedeutend vereinfacht und mechanisiert, was vor allem
dem Umstand zu verdanken ist, daB die gesuchten Grofen (Verschiebungen,
Schnittkrifte und Schnittmomente) aus nur einer Variablen, nimlich der
Verschiebungsfunktion abgeleitet und mit dieser auch die Rand- oder Passungs-
bedingungen unmittelbar ausgedriickt werden konnen. Diese Vorteile machen
sich auch in den einfacheren Belastungsfillen (axialsymmetrische Biegung, Mem-
branspannungszustand) sowie auch bei der Untersuchung der isotropen Scha-
len geltend, besonders bei Aufgaben, wo neben den inneren Kriften auch
die Formverénderungen von Interesse sind.

Zusammenfassung

Diese Arbeit soll ein allgemeines Berechnungsverfahren liefern, das sich auf die in
bezug aunf homogene isotrope Schalen anerkannten grundlegenden Erkenntnisse sowie die
Ergebnisse der Forschungen an verstirkten Kunststoffschalen stiitzt und in iiblicher Weise
behandelbare, in der Ingenieurpraxis brauchbare Abh#ngigkeiten bietet. Richtigkeit und
Anwendbarkeit des empfohlenen, auf theoretischem Wege abgeleiteten Berechnungsverfahrens
werden durch numerische Untersuchungen und experimentelle Messungen nachgewiesen,
deren Ergebnisse Teil IT der Arbeit enthilt.
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