
ÄH~LICHKEITSKRITERIEN BEI DER PNEUMATISCHEN 
FÖRDERUNG 

Von 

L. KoyJ.cs 
Lehrstuhl für \'\' asserkraftmaschincn. Technische Universität Budapcst 

(Eingegangen am 23. ::\Iärz 1974) 
Vorgelegt yon Prof. Dr. L. P"\.PAI 

1. Einleitung 

In den Grundgleichungen der pneumatischen Förderung treten für das 
Fördergut bzw. die Einrichtung kennzeichnende Faktoren auf, die nur im Ver­
such bestimmhaI' sind. Zur Kontrolle der weiteren Forschungsergehnisse wer­
den cben Versuchc angestellt. In yielen Fällen wird der Versuch an Modellen 
durchgeführt, was dcsscn Durchführung crleichtert. 

Im Versuch 'werden dic Einflußfaktoren nacheinander yerändert und 
die Wirkungen auf den Prozeßyerlauf gemessen. Im Falle yieler Veränderlichen 
müssen zahlreiche Messungen YOrgenollllllcn ·werden. Die Anzahl der Veränder­
lichen kann yermindert "werden, wenn es gelingt, diese mittels Multiplizierungs­
hzw. DiYidierungsoperationen zu Gruppen zusammenzufassen. Diese Gruppen 

im Gegensatz zu den einzelnen physikalischen Meligen - sind dimensionslos, 
auch ist ihre Anzahl geringer als die der Veränderlichen. Dies bedeutet, daß 
die in yerschiedenen physikalischen Vorgängen yorkommenden Faktoren nicht 
yereinzelt, sondern gemeinsam durch die sogenannten dimensionslosen Grup­
pen auf die yeränderliche Menge ,,,-irken. 

Zur Bildung der dimensionslosen Gruppen kann u. a. die Almlichkeits­
theorie verwendet werden. Die Ahnlichkeitstheorie gibt auch darüber Auf­
schluß, welche Gesetzmäßigkeit hei der Verfertigung des Modells befolgt wer­
den muß, um die Almlichkeit der stattfindenden physikalischen Vorgänge im 
Modell sO'wie in der Großausführung zu erreichen. 

Die Almlichkeitstheorie besagt: Zwei Erscheinungen können als ähnlich 
betrachtet werden, wenn die aus den für die Erscheinungen kennzeichnenden 
- meistens Ableitungen und aus den Eindeutigkeitshedingungen (aus den 
Anfangs- und Randbedingungen) gehildeten Inyarianten zahlenmäßig über­
einstimmen. 

In den die Erscheinungen kennzeichnenden Gleichungen werden die­
jenigen dimensionslosen Veränderlichen, welche die in den Eindeutigkeits­
bedingungen vorkommenden Größen enthalten, Ahnli chkeitskriterien, die 

übrigen aber abhängige Veränderlichen genannt. 
Die Bedingung der Ahnlichkeit zweier Erscheinungen ist das Überein­

stimmen der Almlichkeitskriterien. 
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2. Bezeichnungen 

der Beschleunigungsvektor 
Beschleunigungskomponenten 
die :Materialgesch,~indigkeit 
Geschwindigkeitskomponenten des Materials 
die Gasgeschwindigkeit 
Komponenten der Gasgesch,~indigkeit 
Widerstandsfaktor 
Durchmesser der Partikel 
Einheitsvektoren 
Rohrdurchmesser 
Komponenten der Widerstandskraft 
die Auftriebskraft 
Komponenten der Auftriebskraft 

Froude-Zahl 

Froude-Zahl 

Froude-Zahl 

Froude-Zahl 

Froude-Zahl 

Froude-Zahl 

Froude-Zahl 

Erdbeschleunigung 
das Ge"icht der Partikel 
Masse des Ma terialteil chens 
dimensionslose Zahlen 
Radiusvektoren 
Zeiten 
relative Geschwindigkeit 
Komponenten der relativen Geschwindigkeit 
kinematischer Viskositätsfaktor 
Dichte des Materialteilchens 
Gasdichte 
relativer Zeitmaßstab 
Winkel 
Winkelgeschwindigkeit 
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3. Bewegungsgleichung der Partikel auf gerader Bahn 

3.1. Bei Aufstellung der Gleichungen 
angewandte Vereinfachungsbedingungen 

a) Die beförderteu Partikeln werden als kugelförmig betrachtet. 
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b) Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen werden die Partikeln 
so betrachtet, als bewegten sie sich in einer vertikalen Ebene. Diese wird so 
gewählt, daß die vertikale Entfernung zwischen dem Anfangs- und Endpunkt 
der Bewegungsbahn mit dem Rohrdurchmesser D genau übereinstimmt. 

c) Die durch die Rotierung der Partikel um ihre eigene Achse entste­
henden und die vom Gasstrom herrührenden Kräftewirkungen werden ver­
nachlässigt. 

d) Die Wirkungen des gegenseitigen Anpralls der Partikeln werden nicht 
berücksichtigt. 

e) Die Gasdichte wird als konstant betrachtet. 
f) Die Veränderung im Geschwindigkeitsprofil des befördernden Gas­

stroms infolge der Anwesenheit der Partikel wird außer acht gelassen. 
3.2. In Abb. 1 sind die sich in der horizontalen Rohrleitung bewegenden 

Partikeln und die auf diese wirkenden Kräfte zu sehen. Es sind in _4.bb. 1/b 
das Geschwindigkeitsdreieck der sich auf der mit I bezeichneten Laufbahn 
bewegenden Partikel, in Abb. 1/c das der sich auf dem mit 2 bezeichneten 
Laufbahnabschnitt bewegenden Partikel sowie die auf die Partikel wirkenden 
Kräfte dargestellt. 
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Die für die sich auf der Bahn 1 bewegende Partikel gültige Bewegungs­
gleichung mit Bezug auf die Richtung »x« wird wie folgt geschrieben: 

für die Richtung }»)'(i aber 

dCm \' 
1ll --"-

m df 

(1) 

(2) 

Die auf die Partikel wirkenden Kräfte dcn gewählten Richtungen x und 
y entsprechend sind: 

dt:r , --C IV (cg - Cn,y) 2 4 .. , .. 

F 00 d$:r C \' == ~ -- Izr lt',""" == 
- 2 4 

d
') 
P C: ': -4 ;lt; cm ,)' 2 . 

(3) 

(4) 

Die mit den Gleichungen (3) und (4) angegebenen Kräfte benutzt, 'werden 
die für die sich auf der Bahn 2 bewegende Partikel aufgeschriebenen Be'we­
gungsgleichungen mit den unten (1) und (2) angeführten übereinstimmen. 

Der Wert des \,iliderstandskoeffizienten C ist nach GOLDSTEIl'O [1] 
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Der Absolutwert der relativen Geschwindigkeic ist 
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Die die Bewegung der Partikd kennzeichnenden Gleichungen (9) und 
(10) können durch die Einführung des Zeitsimplexes 

r= (11) 

SOWIe der Froude-Zahl 

(12) 

umgeformt werden. 
In der Gleichung (11) bedeutet ,)to« jenes Zeitinteryall, in welchem das 

im luftleeren Raum mit der Anfangsgeschwindigkeit »0« frei fallende Material· 
D 

teilchen die Entfernung 
2 

zurücklegt, das heißt 

und 

Mit den Bezeichungen 
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g YgD 

und - - j 
dr 1 1(-
dt - -;:; - I D 

(14) 

kann die für Richtung ,)X« gültige Bewegungsgleichung auf folgende ''\leise 
aufgeschriehen werden: 

dFrm,x 

dr 

3 

4 

D 
- C[(Fr o d 0 

p 

.Mit der Bezeichnung P = 
Cm 

dimensionslose Form an: 

F 2 ]1!2(F F') (I'") Tm,y Tg - I m .x ;) 

nimmt Gleichung (15) folgpnde 

d Frm,x = 3 PC [( Fr a _ Fr m.x)2 --;- Fr;',y]112 • (Frg dr 4 0 

(16) 

Alle Systeme, in denen die Zahlenwerte von »p« und »Fr a« iiberl'instim-
• b 

men und die Gleichung (16) befriedigen, sind einander ähnlich, In der Glt>i-
chung werden P und Fra als Ahnlichkeitskriterien betrachtet, weil allt> in der 

v b 

Gleichung vorkommenden Veränderlichen einen bestimmten Randwcrt besit-
zen, frei wählbar und von den inneren Gesetzmäßigkeiten des physikalischen 
Vorgangs unabhängig sind. Die Gleichung "wird mit Hilfe der Funktion mit 
drei V t>ränderlichen 

(17) 
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und zwei Parametern, 

p=-!!g ~ 
Qm dp 

d L'. _ Cg un .rIo --=-
o 19D 

gelöst. 
Infolge eines ähnlichen Gedankenganges kann auch die Gleichung (10) 

in eine dimensionslose Gleichung umgeformt werden: 

dFrm .y 

d-r 
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Gleichung (18) folgende Form erhält: 
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Die Ähnlichkeitskriterit'll sind 

p= Qg ~: 
d ' Qm p 
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C 
und Fra = .. g , 
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(18) 

Die Lösung der Gleichung wird durch die Funktion mit drei Veränderlichen 
und drei Parametern gewonnen: 

(20) 

Um zu erreichen, daß die Laufbahnen des Teilchens in dem horizontalen 
Förderrohr sowohl im Modell wie auch in der Großausführung ähnlich seien, 
müssen nehen den Eindeutigkeitshedingungen - den Rand- und Anfangs­
hedingungen - auch die Ahnlichketell der Zahlen 

Fr =~ 
g VgD 

gewährleistet werden. 

4. Bewegungsgleichung der Partikel auf gekrümmter Bahn im 
gekrümmten Strömungsfeld 

In Abb. 2 sind das Geschwindigkeitsdreieck des Materialteilchens und 
die auf das Materialteilchen wirkenden Kräfte dargestellt. Im Polarkoordina-
tensystem r q' ist die Beschleunigung laut [2] 

(21) 
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Abb.2 

Die Beiwerte der Einheitsvektoren er und e<p sind die radiale und die senkrechte 
Komponente der Beschleunigung, das heißt 

(22) 

.. 2 . . d2cp ') d1' dq; _ dcm,<p a =1'q;..L·1'q;=1'--..L~--- __ _ 
'I' I dt2 I dt dt dt 

d1' dfr 

dt dt 
(23) 

Mit den Beschleunigungskomponenten m Richtung von rund q sowie 
mit Hinsicht darauf, daß 

dq; 
C = 1'--m,<p dt 

sind, erhält die Bewegungsgleichung folgende Form: 

m (dCm,r _ C';,<p)' = F - (G Fr) 
m dt l' f,r p,r 

( 
dc 

mm~ 
dt 

Cm,<p) _ F I F G Cm,r -1'-, - f.<p T '!' - p,,!, 

( 25) 

(26) 

In den Gleichungen (25) und (26) können Fr und F<p auch folgenderweise 
aufgeschrieben werden: 

o d2
J7 " Fr =..:::.JL _P-c Iw' W 2 4 I r 

d 2 
Qgp J7 c[( )2 ' -4- Cg,r - Cm,r -
2 

(27) 
(Cg.<p cm,<p)2]1/2 . (cg,r cm,r) 

d~J7 CI 'I _ (2g d~J7 C[( )" , -- 10 10'1' - - -- Cg r - Cm,r - -;-
4 2 4 ' 

+ (cg,'/' - Cm,<p)2]112 , (cg.rp - cm,rp) 
(28) 
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Durch diese Transformationen und nach Umformung bekommen die 
Gleichungen folgende Formen: 

Da 

dCm,r _ C~,rp = g . sin Cf ( Qg - 1)' + ~ Qg C [(cg,r - cm.r)2 + 
dt r Qm 4 Qm d p 
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sowie 
I I I 

Cf == J w ' dt ' = J C7.,q; dt ' = J 
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o 

darum können die Gleichungen (29) und (30) auch in folgender Form ange­
schrieben werden: 
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Die Gleichungen (33) und (34) können laut dem im Abschnitt 
3.2. beschriebenen Verfahren umgeformt werden. 

(34) 

t 
»(0« soll im relaü"en Zeit simplex T = - jenes Zeitinteryall bedeuten, 

t o 
welches notwendig ist, damit das mit »0« Anfangsgeschwindigkeit in Gang 
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gesetzte und im luftleeren Raum frei fallende Teilchen die dem Wert l~o 

entsprechende Entfernung zurücklegt, das heißt 

Die Froude-Zahl soll hier auf folgende Weise ausgelegt 'werden: 

Fr = --:::=== 

N ach der Umformung, mit Anwendung der Bezeichnungen 

erhält man: 

dF rm,r 

dr 

dFrm,q: 

dT 

P' = 

Fr;',r 
r 

1 + \' Frm.r dT' 
o 

Frmr Frm.'t 
r 

1 + \' Frm.rdT ' 
o 

r 

Frm,q> 
T' 

1 + r Frm,r dT" 
Co 

dr/l (PI - 1) + 
.J 

[ J
' Fr ] cos T' m.'P dT' (P1 , 1) 

o 1 + J Frm.rdT" 
o 

+ 3 P' C [(F' F·)2 I (F -, )2]1!2(F' F) 4 1 g.r - 1 m,r -:-. r g,r - J1 r m,q; 1 g,er - r m.er • 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

Die Lösung der Gleichung (37) wird durch die Funktion mit fünf Ver­
änderlichen und zwei Parametern 

(39) 
gewonnen. 

Die Lösung der Gleichung (38) aber ergibt sich durch die Funktion mit 
ehenfalls fünf Veränderlichen und zwei Parametern 

(40) 

Um die Laufbahn-Ahnlichkeit des Teilchens zu gewährleisten, muß 
neben den Eindeutigkeitsbedingungen auch die Ahnlichkeit der Zahlen 

P' = Qg 

Qm dp 

gesichert werden. 
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Zusammenfassung 

Auf die in der Abhandlung dargelegte Weise, unter Anwendung des vereinfachten 
mathematischenlVIodells des physikalischen Vorgangs sowie bei Berücksicht;g:~ng der Anfangs­
und Randbedingungen werden für die pneumatische Förderung folgende Ahnlichkeitskrite­
rien gewonnen: 

Frg 

bzw. 

P' P '!g 
1=--

Qm 

Durch diese Kriterien wird sichergestellt, daß die Laufbahnen des Teilchen-; sowohl im .Jlodell 
wie auch in der Groß ausführung einander ähnlich sein werden. 
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