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1. Einleitung, Zielsetzung

Bei der Priffung von komplizierteren dynamischen (mechanischen)
Systemen — z.B. eines Maschinensatzes — stellt sich natiirlicherweise die
Forderung, aus den dynamischen Eigenschaften der einfacheren Systembe-
standteile auf die dynamischen Eigenschaften des Systems schlieBen zu kénnen.

Als Beispiel soll der Turbostromerzeuger, bestehend aus Maschinenfunda-
ment, Turbine, Achsenkupplung und Stromerzeuger. genannt werden. Hier
kann zum Beispiel die Frage gestellt werden, wie sich in Kenntnis der kriti-
schen Umdrehungszahlen des gesondert gepriiften Turboldufers und Stromer-
zeugerldufers auf die kritische Umdrehungszahl des Gesamtaggregats schlieBen
1a6t. Bei experimentellen Untersuchungen gestaltet sich dieses Problem da-
durch noch -verwickelter, wenn beim gesonderten Priifstandlauf der beiden
Léaufer nicht dasselbe Maschinenfundament und nicht dieselben Lager wie fiir
den gekoppelten Maschinensatz im Betrieb benutzt werden.

Im weiteren sollen einige Fragen der vorigen Ausfithrungen, u.zw.
einige mégliche Arten der Schlufifolgerung aus der Dynamik der Teile auf die
Dynamik des Ganzen, gepriift werden. Zuerst sollen Probleme betrachtet
werden, die sich mit einer zufriedenstellenden Ndherung durch lineare Be-
ziehungen und konstante Koeffizienten beschreiben lassen. Die Frage, wie
sich die Ausgangsmodelle aus der wirklichen Maschine, aus dem Maschinenteil
usw. ableiten lassen, wird hier nicht behandelt.

Das vorige Beispiel bezog sich auf eine Maschine mit rotierenden Teilen
ohne betriebsmiBig eingeschrinkte Winkelverdrehung. die hier darzulegende
Theorie gilt jedoch in der vorliegenden Form lediglich fiir Maschinen, die keine
Bauteile enthalten, die betriebsmiBig uneingeschrinkte Winkelverdrehungen
ausfithren.

Mit dem Problemenkreis befallt sich eine ausgedehnte Literatur. Hier
sollen nur die Arbeiten von bahnbrechender Bedeutung G. Kroxs genannt
werden, die in konzentrierter Form in [1] vorliegen. sowie der Aufsatz E.
HtsnNERs [2]. dem die Auffassung des vorliegenden Beitrags ziemlich nahe-
steht.
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Das aufgeworfene Problem tritt nicht nur bei rein mechanischen Syste-
men auf: es ist z. B. auch bei der Priifung von elektrischen Leitungsnetzen,
bei optischen und thermischen Aufgaben, bei mathematischer Erforschung
von dkonomischen und sozialen Fragen zu beriicksichtigen.

Auch die Erfahrung ist vor Augen zu halten, dafl ein zusammengesetztes
System im allgemeinen qualitativ auch andere Erscheinungen zeigen kann als
die gesondert betrachteten Teile.

2. Ein elementares Beispiel
Am Modell in Abb. la lassen sich bereits — trotz seiner Einfachheit —
einige Grundgedanken studieren. Von der Beschreibung der Eigenschaften

des Modells soll hier abgesehen werden, da es allgemein bekannt ist.
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Abb. 1. Einfaches Schwingungssystem-Modell und seine Zerlegung in Teile

Das Modell sei aus den in Abb. la angegebenen Teilen zusammengesetzt
vorgestellt. Die einstweilen aus einer duBeren Quelle stammenden Krifte mit
den Amplituden F,; und F, verdndern sich in der Zeit sinusférmig, mit der-
selben Kreisfrequenz . Zufolge der Annahme der Linearitit des Modells,
dndern sich in stationidrem Zustand auch die Koordinaten sinusférmig, mit
derselben Kreisfrequenz w: die Amplituden werden durch x, bzw. x, bezeichnet.
Unter diesen Annahmen werden die Amplituden die Werte

x, = r F und x, = 1,F, 1

haben: r; und r, sind Funktionen von w; sie kénnen als Resonansfunktionen,
dynamische Faktoren bezeichnet werden. Auch andere Bezeichnungen sind
iiblich.

Durch die Verbindung der beiden Teile in Abb. 1b erhdlt man das ur-
spriingliche System in Abb. la. In diesem Falle stammen F; und F, nicht
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aus einer #dufleren Quelle, sondern stellen die Amplituden der von den beiden
Teilen einander iibermittelten Krifte dar. Die Kopplung bedeutet, daf}

X = X, und F,+-F,=0 (2)

dauernd gelten miissen. (Die zweite Gleichung ergibt sich aus der Uberlegung,
dafi die entsprechenden zwei Punkte als durch ein Teilchen mit der Masse
Null — dieses wird Knotenpunkt genannt — verbunden vorgestellt werden
und die Gleichgewichtsgleichung dieses Teils angeschrieben wird.)

Aus (1) und (2) ergeben sich

Xy

' =0, dh — -+ —=0 (3)

(1 1] 1 1

Ty Ty

Aus der zweiten Gleichung (3) lassen sich in Kenntnis vor r () und ry(w) die
Kreisfrequenzen o errechnen, mit denen das urspriingliche System (nach Auf-
ladung mit Energie, ohne duflere Erregung) zu schwingen fahig ist, d. h. die
Eigenkreisfrequenzen.

In diesem Beispiel besteht also die Maglichkeit, in Kenntnis je eines
dynamischen Kennwertes der Teile — r; und r, — auf das Ganze zu schlieflen.

In Verbindung mit diesem Beispiel stellt sich die Frage. ob die Eigen-
kreisfrequenzen der Teile die Eigenkreisfrequenz des Gesamtsystems sein
konnen.

»Teile« bedeuten hier im Verbindungspunkt voneinander getrennte und
dort frei (kraftwirkungslos) gelassene Teile. Die Frage also in diesem Beispiel
ist: ist es mit F| = 0 méglich bei derselben Kreisfrequenz o x; = 0, und mit
F,=0, x,==0.

Im vorliegenden Falle gelten

1y = —————  und Ty = e |

Aus (1) lassen sich die Eigenkreisfrequenzen der einzelnen Teile leicht
ermitteln, mit denen die einzelnen Teile mit einer von Null unterschiedlichen
Amplitude, ohne eine in bezug auf den betreffenden Teil duflere Kraftwirkung,
schwingen kénnen. Zum Beispiel kann bei F, = 0 nur dann x, == 0 gelten,

wenn — = 0. Daher lautet die Gleichung, die die Eigenkreisfrequenz des einen
r
1

Teils bestimmt:

— =m0 =0, (4a)
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wihrend die Eigenkreisfrequenz des anderen Teils durch die Gleichung

L _met (4b)

Ty Mycs0? — 1

geliefert wird. Im weiteren sollen die Gleichungen, die die Eigenkreisfrequenzen
angeben, Frequenzgleichungen genannt werden.
G1. (4a) ist sogleich verstandlich. da sie zur wohlbekannten Beziehung

2

- ==

fithrt. Um (4b) physikalisch zu deuten, ist zu iiberlegen, da8 sich
my 6

die Resonanzfunktion r, auf die Amplitude x, bezieht (siehe Abb. 1!) und
nicht auf x;. Aus (4b) ergibt sich @ = 0. d. h. im vorliegenden Falle ist die
Deutung der Eigenkreisfrequenz im iiblichen Sinne unméglich.

In unserem Fall ist es ndimlich bei F,= 0 unmaglich. daBl der linke End-
punkt der Feder sich sinusférmig als Funktion der Zeit bewege.
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Abb. 2. Eine anderartige Zerlegung in Teile

Aus (4a) und (4b) ist sofort zu erkennen, daBl die linke Seite der Gleichung
(3) nicht in der Weise gleich Null sein kann, dafl beide Glieder einzeln gleich
Null werden. Das ist selbst bei einer besonderen — doch von Null unterschied-
lichen — Annahme der Parameter m,, m,, ¢, ¢, unmoglich. Das bedeutet, daf}
im vorliegenden Falle keine der Eigenkreisfrequenzen der Teile in Abb. 1b
die Eigenfrequenz des Gesamtsvstems darstellt.

Durch die Kenntnis der Funktionen ri{®) und r,(w) wird die Auflésung
der Frequenzgleichung (3) dennoch erleichtert.

Es besteht die Moglichkeit, sich das Schwingungssystem in Abb. la
auch dann anders und sogar auf unendlich vielerlei Art in Teile zerlegt vorzu-
stellen, wenn die Zahl der Teile endlich, z. B. mit zwei vorgegeben ist. In Abb.
2 sind zwei weitere, mogliche Zerlegungen in zwei Teile dargestellt.




DYNAMIK ZUSAMMENGESETZTER SYSTEME i1

Bei der Zerlegung nach Abb. 2a lassen sich zum Beispiel

1 R mym*
e a0 - 2
Ty 1 — myc,?

bei der Zerlegung nach Abb. 2b

5
1 m0?

1 A
€y 7 Gy~ M0 €0, O

die nicht angeschriebenen Beziehungen analog zu (4a) und (4b) mechanisch
bilden.

Die Frequenzgleichungen der Teile in Abb. 2a lauten

2
., , NOR
——m;»*=0 und = —mpe* — —F—e = 0.
¢ 1 — myc,0”
Aus der Frequenzgleichung der Form
ol . m,m? _
— = mp @ £ mppe? - e =0 (5)
cy } l 1 — mac 07

des Gesamtsystems ist zu erkennen, dafB sich diese Gleichung so befriedigen
l1a8t, daBl die beiden Glieder in den Klammern auf der linken Seite gleichzeitig
gleich Null werden. Diese Forderung bedeutet eigentlich drei Gleichungen, da
auch die Gleichung

my;, = my, = my
gelten muB.

Diese drei Gleichungen ergeben eine Beziehung zwischen ¢, m. my,,
¢, my und dem . bei dem diese Erscheinung bestehen kann. Bei festgelegten
¢,, m, und ¢, erhilt man stets als Ergebnis positive Werte fiir m;, m,, und ?.

SchlieBlich 14Bt sich feststellen, daB die am Verbindungspunkt ge-
trennten, und dort kraftlos gelassenen Teile eine solche gemeinsame Eigen-
frequenz haben konnen, die auch Eigenfrequenz des ganzen Systems ist.

Man kann in Zusammenhang mit der Zerlegung nach Abb. 2b eine andere,
oben noch nicht behandelte Erscheinung untersuchen. Wir fragen: kann ir-
gendwelcher Verbindungspunkt des Svstems ohne duflere Einwirkung wihrend

der Schwingung in Ruhe bleiben? In Formeln ausgedriickt: F, =0, F, =0
(natiirlich inzwischen F, + F, = 0), und x, = x, = 0. Diese Mbglichkeit be-
steht dann und nur dann. wenn bei derselben  r; = 0 und r, = 0. In diesem
speziellen Fall kann man nicht aus der Frequenzgleichung:
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diese Eigenkreisfrequenz des Systems gewinnen. (Das ist natiirlich, da wir
diese letztere Gleichung aus der Forderung x; = x, == 0 bekamen.)

Diese Erscheinung kann bei der Zerlegung nach Abb. 2b — mit ent-
sprechendem ¢,, — zu Tage kommen. Also: bei dieser Zerlegung (bei diesem

¢,,) enthalten die aus —1- -+ 1— =0 berechenbaren Eigenkreisfrequenzen nicht
r Ty
alle Eigenkreisfrequenz;n des Systems.

Betrachtet man die hisherige Behandlung dieses elementaren Beispiels,
so ist zu erkennen, da} zwar die Kenntnis der Eigenkreisfrequenzen der Teile
nicht immer die Eigenkreisfrequenz des Gesamtsvstems direkt ergibt, die
Kenntnis der Funktionen r(w) die Auflésung der Frequenzgleichung des
Systems dennoch’ erleichtert.

Zur Vorbereitung der weiteren Ausfithrungen soll in Verbindung mit
dem Modell in Abb. 1 zusetzlich noch die folgende Frage aufgeworfen werden.
Gesetzt, es wirkt auf den Zerlegungspunkt nach Abb. 1b aus duBerer Quelle
eine in der Zeit sinusférmige Kraft mit der Amplitude F, und es soll die
Amplitude x, der Verschiebung dieses Punktes des Schwingungssystems in

stationirem Zustand bestimmt werden. Dieses Problem wird anstatt der
Gleichungen (2), durch die Gleichungen

X, = X, = X, und —F —F,+ F,=0

—
(3]
jov)

~—

beschrieben.
Mit (1) erhdlt man

= F, d.h. xj=—"2-F,. (3a)

X,

1 1 } I\

Ty Ty

Es besteht also die Maglichkeit, in Kenntnis der dvnamischen Faktoren
der Teilsysteme den dynamischen Faktor R des Gesamtsvstems zu errechnen:

FiTs

Ty T

3. Verallgemeinerungsméglichkeiten

Im vorigen Abschnitt wurden dynamische Faktoren eingefiihrt, die
zwischen der Amplitude der in einem Punkte des (Teil)-systems angreifenden,
sinusformigen Einzelkraft und der Verschiebungsamplitude dieses Punktes in
stationdrem Zustand eine Beziehung angeben. Bei zusammengesetzteren Syste-
men kénnen auch dynamische Faktoren bestimmt werden, wo anstatt einer
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Einzelkraft ein konzentriertes Moment. statt der Verschiebung eine Winkelver-
drehung stehen. Damit erhdlt man vier Arten von dynamischen Faktoren mit
den Dimensionen:

Linge Linge Winkel Winkel

Kraft  Moment Kraft = Moment

Betrachten wir nun das in Abb. 3 abstrakt dargestellte, dynamische
System: es wird in die Teile a, b, ¢, ... zerlegt: es wird angenommen, daf
jeder Teil in einer endlichen Zahl von Punkten mit dem anderen verbunden ist.

5 7

T 'K
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Abb. 3. Aus Teilsystemen zusammengesetzt vorgestelltes Schwingungssystem mit dem K-ten
Knotenpunkt

Durch die Annahme einer endlichen Zahl von Verbindungspunkten wird
die Entscheidung nicht bestimmi, ob die einzelnen Teile als diskret oder als
Kontinuum modelliert werden sollen: die folgenden Ausfiihrungen sind von
dieser Wahl unabhéngig in beiden Iillen giiltig. Eine Beziehung kann nicht
nur einen, sondern auch mehrere Punkte in der oben gekennzeichneten Weise
verbinden. Solche Verbindungspunkte sollen Knotenpunkte genannt werden.
Das Gesamtsystem soll derart in Teilsysteme zerlegt werden, daf} kein einziges
Teilsystem vorhanden sei, das sich mit mehr als einem Verbindungspunkt an
denselben Knotenpunkt anschliefit.

Es sei einstweilen angenommen, daBl sdmtliche Verbindungen derartig
sind, dal} die Verschiebungen der verbundenen Punkte und die Winkelver-
drebungen in diesen Punkten — jede fiir sich — gleich werden. Auch »lockerere«




14 A. BOSZNAY

Beziechungen kdnnen beriicksichtigt werden. Daftir wird in Abschnitt 8 ein
Beispiel angefiihrt.

Samtliche mechanischen Eigenschaften der Verbindungskonstruktionen
werden als zu den einzelnen Teilsystemen gehérig betrachtet. Daher sind die
Linien in der Zeichnung, die die Verbindung darstellen, als massenlose und
starre Stdbe zu betrachten.

Im weiteren soll auf zwei wichtigere Fragen eingegangen werden. Zuerst
wird gepriift, wie die Frequenzgleichung eines an sich betrachteten Teils
gebildet werden kann. Als zweite 4ufgabe wird darauf eine Antwort gesucht,
wie in Kenntnis der Eigenschaften der Teile die Frequenzgleichung des Ge-
samtsystems oder bei Fremderregung der stationidre Zustand abgeleitet werden
kénnen.

4. Die Frequenzgleichung eines Teilsystems

Fiir die Analyse der ersten Frage geniigt es, das Verfahren an einem Teil-
system zu zeigen. Es wird dazu der Teil b gewdhlt.

Wir nehmen an, es nehmen n, Punkte des Teils b an der Verbindung teil.
Es seien die Koordinaten der Verschiebung des i-ten Punktes — im an Teil b
angeschlossenen Koordinatensystem £, 5, { — &, 1. &y die der Winkelverdre-
hung, die wegen ihrer geringen GréB8e als Vektor behandelt werden darf,
Tis Vis Ziv

Der Teil b sei in allen n, Punkten durch je eine sinusférmige Kraft und
ein Moment mit derselben Kreisfrequenz o angegriffen. Es seien die Koordi-
naten des Amplitudenvektors der im i-ten Punkt angreifenden Kraft im Koordi-
natensystem £, 7, [ F;, G:, H;, die Koordinaten des Amplitudenvektors des
in demselben Punkt angreifenden Moments M;, NV, K;. Fiir ein lineares System
gelten:
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Die GroBlen ri{i,j = 1,....n;) in (6) sind Funktionen von w; das sind
das System in den angegebenen Verbindungspunkten kennzeichnende dyna-
mische Faktoren:; unter diesen kommen Faktoren mit allen vier moglichen
Dimensionen vor. Sie werden als bekannte Funktionen betrachtet.

Nach Einfithrung der Spaltenmatrizen

ay, = El s fb = Fl
A G,
L H
=1 1
1 M,
¥y N
71 K, (7)
&n, ‘W_I”b
'n, —’\'nb
_an Knb

und der quadratischen Matrix,

R, = [ry] (8)
1Bt sich (6) in der Form
a, = Ryfy (6a)
schreiben.
R, kann als »dynamischer Matrixfaktor des Teils b« bezeichnet werden.
Angenommen, daff R, nichtsingular ist, kann f, aus (6a) ausgedriickt
werden:

f, = Ry ! a,. (6b)

Die Schwingung des Teils b ohne dulere Kraftwirkungen, d. h. im Falle f, = 0
mit einem von Null unterschiedlichen a,, stellt den Fall der Eigenschwingung
dar. Diese ist nur maglich, wenn

det R;' = 0 )

gilt. Das ist die Frequenzgleichung des Teils b; die den Gl. (4a) bzw. (4b) ent-
sprechende Beziehung.

Existiert eine solche Eigenfrequenz dieses Teiles, zu der eine Schwingungs-
form mit

(15:0
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gehort, kann diese nicht aus (9) berechnet werden. Zugegeben, daf} bei dieser
Schwingung zufillig f, == 0 sein kann, folgt aus (6a), dal dann

det R, =0 (9a)

sein mufl. Die aus den Lésungen von (9) fehlenden Eigenfrequenzen kénnen
aus (9a) gewonnen werden.

In dhnlicher Weise lassen sich fiir simtliche Teile den Matrizen (7) und
(8) entsprechende Matrizen hestimmen: die Elemente der einzelnen Matrizen
sind immer im zum betreffenden Teil gehorenden (eigenen) Koordinatensystem
gedeutet.

5. Zusammenstellung des vollen Systems aus Teilsystemen

Um das volle System zu analysieren, sollen erst die Knotenpunkte be-
trachtet werden.

Die Knotenpunkte werden zweckmiBigerweise, dhnlich wie es in Ab-
schnitt 2 gesagt wurde, als Kérperchen mit der Masse gleich Null und mit
einem Trigheitsmoment gleich Null aufgefaflit. Der Summenvektor der in
einem Knotenpunkt angreifenden Einzelkrifte und der Summenvektor der
Momente miissen also — durch den dulleren Kraft- bzw. Momentenvektor in
diesem Knotenpunkt erginzt — gleich Null sein. Die Gleichungen, die diese
Tatsache beschreiben, werden zweckmifBig — anstatt der eigenen Koordinaten-
systeme der einzelnen Teile — unter Anwendung eines gemeinsamen Koordi-
natensystems angeschrieben. Die Erkenntnis dieser Notwendigkeit erfordert
die Transformation der in den eigenen Koordinatensystemen der einzelnen
Teile dargestellten Kraft- und Momentenvektoren in das gemeinsame Koordi-
natensystem.

Auch der Umstand, dafl die Verschiebungs- und Winkelverdrehungs-
vektoren der in einem Knotenpunkt zusammenlaufenden Verbindungspunkte
mit dem Verschiebungs- und Winkelverdrehungsvektor des Knotenpunktes
dibereinstimmen, 1468t sich am bequemsten in einem gemeinsamen Koordinaten-
system a, v,z ausdriicken. Es ist also zweckmiflig und notwendig, auch die
Kenngroflen der Verschichungen und Verdrehungen in diesem Koordinaten-
system auszudriicken.

Um das Verfahren zu erliutern, bedienen wir uns wieder des Teils b.
Aus der Spaltenmatrix der Kraftwirkungsamplitude f; erhdlt man das ent-
sprechende f, mit den im gemeinsamen Koordinatensystem ausgedriickten
Elementen. indem man f, mit der diagonalen Hypermatrix T, ={t;... 1),

cos (x, &) cos (x, 1) cos (x, £)
t, = [ cos (v, & cos (v, 1) cos (v, &) |
cos (z, §) cos (z, 1) cos (3, )
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multipliziert, die aus den Matrizen. bestehend aus den auf das Koordinaten-
system £, 9, £ bezogenen Richtungskosinus des Koordinatensystems x. v, z auf-
gebaut ist:

£, = ' f, = T,f,. (10)

Hier und im weiteren sind die nicht angeschriebenen Matrizenblscke bzw.
Skalarelemente gleich Null.

Eine dhnliche Beziehung besteht zwischen a, und dem entsprechenden
a, mit im gemeinsamen Koordinatensystem ausgedriickten Elementen:

gb == Tbab. (11)

Fiir samtliche Teile gelten Beziehungen wie (10) und (11); in jede Be-
ziehung kommen die entsprechenden Richtungskosinusmatrizen.

Aus (10) ergibt sich — da T, eine Orthogonalmatrix und somit ihre In-
verse gleich ihrer mit einem Stern bezeichneten Transponierten ist — durch
Multiplikation von links mit T

Tif, =1,. (12)

In dhnlicher Weise erhilt man aus (11)

P

= a. (13)

(12) und (13) in (6b) eingesetzt, und beide Seiten von links mit T, multi-
pliziert, erhilt man

f, = T,R; 'T:3,. (14)

Um die Beziehungen fiir die Knotenpunkte aufschreiben zu konnen,
wird je eine Spalten-Hypermatrix eingefithrt:

ga gz _!

a; f,

" =3, S (15)
| 3. | 1.

2 Periodica Polytechnica M. XVII/1.
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Die Knotenpunkte der Zahl N werden durch GroBbuchstaben bezeichnet.
(N, n, D, ..., D, sind voneinander unabhingige Zahlen.)

Aus den im gemeinsamen Koordinatensystem ausgedriickten Koordina-
ten der Amplitudenvektoren der #ufleren, sinusférmigen Kraftwirkungen im
Knotenpunkt K wird in analoger Weise wie (7) die Spaltenmatrix

fx

gebildet. Aus den Matrizen f} aller Knotenpunkte bildet man dann die Spal-
ten-Hypermatrix '

| £, |
fs
= £, (16)

.

f."\’

Aus den im gemeinsamen Koordinatensystem ausgedriickten Koordina-
ten der Amplitudenvektoren der sinusférmigen Verschiebung und Winkelver-
drehung des Knotenpunktes K wird in #hnlicher Weise wie (7) die Spalten-
matrix

2K

gebildet. Aus den Matrizen ax sidmtlicher Knotenpunkte gewinnt man die
Spalten-Hypermatrix

a4
ag

I
Y
S

17

an

Unter Beriicksichtigung der Definitionen in (15) und unter Anwendung
von (14), erhdlt man die in Hypermatrixform angeschriebene Beziehung

zwischen f und a:

f=R13, (18)
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mit
T.R;'T ’
TR, 'T;
-1 . —
i T.R'T: |
T. TR 07T N (19)
T, R’ T
T.l | R | T
Die Ordnungszahl von R~ ist das 6fache der Zahl sdmtlicher Verbin-
dungspunkte der Teilsysteme, d. h. von (n, + n, + ... 4+ ng).

Nach dieser Vorbereitung lassen sich die Gleichgewichtsgleichungen der
Knotenpunkte im gemeinsamen Koordinatensystem anschreiben. Mit einer
geeigneten, rechteckigen Matrix D, die nur Einer und Nullen enthilt, und
die dafiir kennzeichnend ist, aus welchen Verbindungspunkten welches Teils
in je einen Knotenpunkt Anschliisse einlaufen, lautet die zusammengefafite
Gleichgewichtsgleichung sdmtlicher Knotenpunkte:

f, —Df=0. (20)

Die Matrix D 148t sich aus der Prinzipskizze des Gesamtsystems mit der Dar-
stellung der Knotenpunkte und Anschliisse ableiten. Auch die Ableitung von
D aus dem dem System zugeordneten Graphen ist méglich. Bei der Anwendung
dieses Verfahrens wird durch die Zuordnung des Graphen zum System die
Uberlegung gefordert, die bei der direkten Bestimmung von D anzuwenden
ist; dann 148t sich D aus dem Graphen bereits mechanisch ermitteln.

Die Zahl der Spalten von D betrigt 6(n, + n, + ... -+ n,); die Zahl
der Zeilen ist das 6fache der Knotenpunktenzahl, d. h. 6N. Da N < (n, +
4+ ny +...-+n,), hat D die Form eines »liegenden« Rechtecks.

Der Umstand, daB sich die Anschliisse in den Knotenpunkten auch hin-
sichtlich der Verschiebung und Winkelverdrehung liickenlos an den Knoten-
punkt anschlieBen, 14Bt sich am giinstigsten mit der Gleichung

a=Ca, (21)

ausdriicken. Die Rechteckmatrix € wird nach denselben beiden Verfahren
abgeleitet wie D.

Mit der nun folgenden Uberlegung wird nachgewiesen, da D und C
nicht voneinander unabhingig, sondern die Transponierten voneinander sind.

L
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Die ﬂberlegung geht davon aus. daB die fiir starr und massenlos betrachteten
Elemente (bzw. Stabsystem), die die Verbindungen zustande bringen, als von
den durch sie verbundenen Teilen abgetrennt aufgefaBit werden.

Im weiteren wird die Bilanzgleichung der mechanischen Energie fiir das
Stabsystem aufgeschrieben. Nach dieser ist die Derivierte nach der Zeit der
kinetischen Energie des Stabsvstems (wegen der Massenlosigkeit gleich Null)
gleich der Leistung der das System angreifenden inneren und dulleren Kraft-
wirkungen. Zufolge der Starrheit des Stabsystems kann die Gesamtleistung
der inneren Kraftwirkungen nur Null sein. Die #dufleren Kraftwirkungen sind
einerseits auf die Knotenpunkte von auflen wirkende Krifte und Momente;
ihre Amplituden sind in der Spalten-Hypermatrix —fT) enthalten: andererseits
die Krifte und Momente, die von den Teilsystemen auf das starre Stabsystem
ausgeiibt werden, diese werden mit der Spalten-Hypermatrix —f ausgedriickt.
Zur Leistungsberechnung bedarf man auch der Geschwindigkeits- bzw. Winkel-
geschwindigkeitsamplituden der entsprechenden Stabwerkpunkte: diese wer-
den durch wa, und wa geordnet zusammengefaB8t. Die Berechnung erfordert
die skalare Multiplikation der zusammengehérenden Gréflen, die mit dem
Matrizenkalkiil leicht durchzufiihren ist.

Die gesuchte Energiebilanzgleichung lautet schlieBlich:

—of*a sin of cos ot + ofja, sin of cos ot = 0. 22
- wipa,
(22) gilt nur dann in einem beliebigen Augenblick. wenn
S T iy
f¥a = fja,. {(22a)

(20) und (21) in (22a) eingesetzt. unter Anwendung der Berechnungsregel der
Transponierten des Matrizenproduktes, erhilt man

f*ca, = £* D3, . (23)

Aus (23) ist direkt zu erkennen, daf

C=D* (24)

gilt, was nachgewiesen werden sollte. In Kenntnis von (24) lassen sich die
Eigenschaften von C in dhnlicher Weise kennzeichnen wie im Falle von D. es
wird lediglich anstelle der dort angegebenen »Zeile« »Spalte« gesetzt, und
umgekehrt.

Durch die bisherige Beweisfithrung werden zwel hauptséchliche Ergeb-
nisse geliefert. Das eine ist die Frequenzgleichung des Systems, das zweite
die Berechnung der »Antwort« des Systems in stationdrem Zustand. Diese
Fragen werden in den Abschnitten 6 und 7 behandelt.
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6. Die Frequenzgleichung des Systems

Um diese abzuleiten, ist zwischen der die Bewegungsamplituden der
Knotenpunkte kennzeichnenden Spaltenmatrix a, und der Amplitudenmatrix
fU
suchen. Fiir die Frequenzen der freien Schwingungen ist ndmlich kennzeich-

der auf die Knotenpunkte wirkenden dufleren Krifte eine Beziehung zu

nend, dafl auch bei T‘U = ?10 == 0 moglich ist.

Man erhilt die gesuchte Beziehung aus (18). indem man diese von links
mit D = C* multipliziert und anstelle von a mit Hilfe von (21) a, einfiihrt.
Damit ergibt sich die Formel:

C*R-1C3, = f . 25)
i [}

Es ist sogleich zu erkennen, dafl bei f, = 6 a, lediglich dann einen von
Null unterschiedlichen Wert haben kann, wenn die Determinante der Koeffi-
zientenmatrix des zufolge von f = 0 homogen gewordenen Gleichungssystems

Null ist, d. h.
det C*R™IC = 0. (26)

Das ist die gesuchte — in der Regel transzendente —Frequenzgleichung.

Die Matrix C*R™! C ist quadratisch, mit der Ordnungszahl 6N.

Es besteht die Méglichkeit, dafl sich aus (26) nicht alle Eigenkreisfre-
quenzen ergeben. Das ist der Fall, wenn das Svstem mindestens eine solche
Eigenschwingungsform hat, bei der alle Knotenpunktverschiebungen und
-Winkelverdrehungen Null bleiben, also wenn

a, = 0.
Mit (21) folgt daraus, dafl dann

und mit (15), daB
a, =0, a,=0,..., a,=0 ist.

Da gleichzeitig f4 ..... frn == 0. muf} (6a) entsprechend det R, = 0,
det Ry =0, ....det R, =0, ... (26a) bei derselben ® sein.

Bestehen also Gleichungen (26a) fiir einen « Wert, dann ist diese Kreis-
frequenz eine Eigenkreisfrequenz des Systems, die aus (26) nicht berechenbar
1st.

7. Die Antwort der Knotenpunkte des Systems in stationdrem Zustand
Mit den bisher benutzten Bezeichnungen lautet die Aufgabe wie folgt:

bei vorgegebenen  und f wird a, gesucht. Diese Berechnung lidft sich mit
Hilfe der Gleichung (25) durchfiihren, und besteht grundsitzlich in der Inversion
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der quadratischen Matrix C*R™!C. Die Inversion ist méglich, wenn
det C*RC == 0, d. h. wenn das vorgegebene » keine Eigenkreisfrequenz des

Systems ist.

Dazu ist zu bemerken, dafl der Auflésung des Gleichungssystems (25)
vorangehend die durch den Ausdruck C*R~IC vorgeschriebene Multiplikation
vorgenommen werden mufl. Will man z. B. (23) durch die Inversion von
C*R1C lbsen, liBt sich die Inversion am Dreiermatrixprodukt in der Form
C*R~IC nicht durchfiihren, da € und C* im allgemeinen nichtquadratisch

sind.
8. UmriB eines Anwendungsbeispieles

Als stark idealisierte Anwendung soll eine Variante des Beispielsin Abb. 1
erdrtert werden. die dadurch gekennzeichnet ist. dafl sich die betriebsm&Big
rotierenden Maschinenteile nicht drehen. Im ersten Schritt wird die Aufgabe
in folgender, schematischer Form angesetzt: aus Schwingungsversuchen
sind die dynamischen Eigenschaften des auf einem Versuchsmaschinenfunda-
ment ruhenden Generatorrotors sowie der auf einem anderen Versuchsmaschi-
nenfundament ruhenden Turbine. des Betriebsmaschinenfundaments und
der Achsenkupplung bekannt; es werden die dynamischen Eigenschaften in
gewissen Knotenpunkten des auf Betriebsmaschinenfundament gelagerten
und mit der Kupplung gekoppelten Maschinensatzes in Ruhestand gesucht.
Bei der Untersuchung bleiben die thermischen Einfliisse unberiicksichtigt bzw.
wird vorausgesetzt. dafl in sdmtlichen obengenannten Fillen der thermische
Zustand der einzelnen Lidufer derselbe ist.

Die Aufgabe weicht in gewisser Beziehung von der in Abschnitt 3 be-
handelten Aufgabestellung ab: es handelt sich ndmlich nicht einfach darum.
aus den Eigenschaften gewisser Teile auf das Ganze zu schlieffen. Das »volle
System« wird jetzt ndmlich durch das auf betriehsmiBige Maschinenfunda-
menten gelagert und mit der Achsenkupplung verbundene System darge-
stellt. Die beiden Versuchsmaschinenfundamente sind keine Teile des »vollen«
Systems, ferner sind die dynamischen Eigenschaften der Liufer allein unbe-
kannt, man kennt diese lediglich zusammen mit ihren eigenen Versuchsfunda-
menten. Trotz dieser Abweichungen 148t sich die Losung mit einer gering-
fugigen Ergidnzung als eine Anwendung der Theorie in Abschnitt 3 auffassen.

Abb. 4 zeigt schematisch die Maschinenteile, um die es sich in der Aufgabe
handelt. Dabei bedeuten: a das betriebsmiBige Maschinenfundament, b den
Generatorrotor, ¢ den Turboldufer, d das gesonderte Versuchsmaschinenfunda-
ment fiir den Generator, e das gesonderte Versuchsmaschinenfundament fir
den Turboldufer, f die Achsenkupplung.

Von der bei der Losung der allgemeinen Aufgabe angewandten Methode
abweichend, ist es fiir die konkrete Aufgabe zweckmiBig, die Verbindungs-
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Abb. 4. Schematische Darstellung der Teile eines aus Teilen zusammengesetzt vorgestellten
Turbogenerator-Maschinensatzes
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Abb. 5. a) Schematische Darstellung des ersten Schwingungsversuchs. b) Schematische Dar-
stellung des zweiten Schwingungsversuchs. ¢) Schematische Darstellung der betriebsmiBigen
Anordnung

punkte der einzelnen Teile kontinuierlich zu berechnen. Wie der Abbildung
zu entnehmen ist, wird mit insgesamt 13 Verbindungspunkten gerechnet.

In Abb. 5 ist das schematische Bild dreier verschiedener Verbindungen
gezeigt: die Knotenpunkte sind durch GroBbuchstaben bezeichnet.

Der Einfachheit halber wird angenommen. dafl derselbe Punkt 7 des
Generatorrotors in Abb. 5a mit Punkt 11 und in Abb. 5¢ mit Punkt 4 verbun-
den ist. Auch von Punkt 8 des Generatorrotors wird angenommen. dall er
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sowohl in der Verbindung mit Punkt 12 in Abb. 5b wie auch in Verbindung mit
Punkt 5 in Abb. 5¢ vorkommt.

Im vorliegenden Falle sind die Achsen der eigenen Koordinatensysteme
der einzelnen Teile paarweise zueinander und zur mit den Achsen des gemein-
samen Koordinatensystems iibereinstimmenden, positiven Richtung parallel,
damit sind sdmtliche Richtungskosinusmatrizen Einheitsmatrizen und kénnen
bei den Berechnungen vernachldssigt werden.

' Es sind im vorliegenden Falle Knotenpunkte vorhanden, die es nicht
zwingend erfordern, dafl simtliche Verschiebungskennwerte der dort zusam-
mentreffenden Kopplungspunkte gleich seien. Das ist der in Abschnitt 3
genannte Fall der lockereren Verbindung. Z. B. wird durch die Kopplungen
bei keiner der Lagerungen ein gleicher Winkel ¢ vorgeschrieben; ferner wird
bei der Anwendung von zwei oder mehreren Lagern lediglich einer als axial
betrachtet; die y-Verschiebungen werden also durch die anderen nicht als
identisch gezwungen. Der Einfachheit halber wird bei der Kopplung der Teile
¢ und e keines der Lager als axial angenommen.

Im Sinne der vorigen Ausfithrungen sind die Verschiebungsamplituden-
matrizen der einzelnen Teile im gemeinsamen Koordinatensystem wie folgt:

B=Tx . E=lw . A=TaxT
M Yg Zg
3 % Ts
1 Tg 78
71 75 Vg
X, x- Zg
% 25 ¥y
T G | Zs |
12 L 7z
X,
%3
¥
| T3
Ed = xm 7 . Zg == ‘ Xyo . Ef = i Yl .
Yin F10 ¥y
%10 12 5
F1o 712 Fy
710 X3 Za
X1 %13 s
S11 %13 Ys
F11 L 713 _| 3
IRVATEN ¥s
75
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Werden nach Abb. 5a die Teile b und d verbunden, so lauten die Spalten-
matrix a,; der Knotenpunktverschiebungskennwerte:

Qppg = as; ] = X, P

Yap
:Al
Far
ZA1
X4s
Z A0
T As
A2

und die aus den Verschiebungsmatrizen der Teile b und d gebildete Spalten-
matrix a,4:
Apg = | &
ag

Die fiir die Verbindung der Teile b und d kennzeichnende Matrix C,; in der

Beziehung
ang = Cygaupg

nimmt z. B. die Form an:
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Bei der Verbindung der Teile ¢c und e nach Abb. 5b lauten die analogen Matrizen:

Asc.s Qcps C.:

und bei der Verbindung nach Abb. 5¢ der Teile a, b, f und c:

ac, a,
a,=| ac |- a= | a , ferner C.
giC?) Ef
acy o a,
acs

Ferner seien die Amplitudenmatrix der versuchsmifBigen, sinusférmigen
Erregung der Knotenpunkte A, und A, mit

~

fobd':

die gleichartige Grofe fiir die Knotenpunkte B, und B, mit

~

fOCE

bezeichnet.
Nach den Ausfilhrungen in Abschnitt 7 und der Gleichung (25) gelten
beim Schwingungsversuch gem#f Abb. 5a

« [Ry’ 5 _F -
Cia [ R; 1] Coaopg = fova » (27)

und beim Schwingungsversuch gem#dB3 Abb. 5b

s Rc-l ~ rs
ce [ R-—l] Ceeage = fice (28)

e

Bei der Verbhindung gemifl Abb. 5S¢ entspricht dem Schwingungsversuch
mit den Knotenpunkten C;, ..., C; dei Gleichung
R;' .
* -1 o~ :
C R; Ca, =f{,. (29)

Nach den Ausgangsannahmen des Beispiels sind die Matrizen Gy,
-1 — — — . .
C..C.R;LR;LRL R; ! von vornherein bekannt, ferner sind aus den durch-
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gefithrten Versuchen auch die Matrizen

-1

Cha | pot| S AL (30)
und
« [R*
ce [ R—l cce = Ag (31)

bekannt; gesucht werden die Matrizen R; ' und R, um fiir die Priifung ge-
wisser dynamischer Eigenschaften des Maschinensystems die Gleichung (29)
verwenden zu konnen.

Im vorliegenden Falle sind A, 9ter, A, 8ter, R; ' 9ter. R' 8ter Ordnung.
Das bedeutet, daB} im vorliegenden Falle nach mefBtechnischer Ermittlung
der Elemente von A; und A, die Gleichungen gerade in der fiir die Bestimmung
von R;! und RJ! erforderlichen Anzahl zur Verfiigung stehen.

Die Messungen und Berechnungen sind fiir die geniigende Anzahl von
w-s im fiir die vorliegende Priifung wichtigen Intervall o durchzufiithren und
die vorstehenden Gleichungen miissen fiir jedes » gelsst werden.

Zusammenfassung

Ein Maschinensatz bzw. ein zusammengesetztes dynamisches System im allgemeinen
kann immer fiir aus einfacheren Teilen zusammengesetzt angesehen werden. Im Beitrag
werden zwei Methoden dargelegt: nach der einen wird aus den dynamischen Matrix- (oder
skalaren) Faktoren der einzelnen Teile auf den Faktor des Gesamtsystems geschlossen: nach
der zweiten wird die Frequenzgleichung des Gesamtsystems aus den Frequenzgleichungen
der Teile abgeleitet.

Es wird gezeigt., wie man die aus (9) oder (26) fehlenden Eigenkreisfrequenzen — wenn
diese existieren — bestimmen kann.

An einem Anwendungsbeispiel wird gezeigt. wie aus den dynamischen Eigenschaften
eines auf gesondertem Versuchsfundament gepriiften Generatorrotors und eines auf einem
anderen Versuchsfundament gepriiften Turboldufers auf die dynamischen Eigenschaften eines
Maschinensatzes, bestehend aus Turboldufer. Generatorrotor und einem dritten, dem Betriebs-
fundament. unter gemeinsamer Anwendung von Berechnungen und Messungen geschlossen
werden kann.
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