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1. Einleitung, Zielsetzung 

Bei der Prüfung yon komplizierteren dynamischen (mechanischen) 
Systemen - z. B. eines ilIaschinensatzes - stellt sich natürlicherweise die 
Forderung, aus den dynamischen Eigenschaften der einfacheren Systembe
standteile auf die dynamischen Eigenschaften des Systems schließen zu können. 

Als Beispiel soll der Turbostromerzeuger, be8tehend aus Maschinellfunda
ment, Turbine, Achsenkupplung und Stromerzeuger, genannt werden. Hier 
kann zum Beispiel die Frage gestellt werden, wie sich in Kenntnis der kriti-
8chen Umdrehungszahlen des gesondert geprilften Turboläufers und Stromer
zeugerläufers auf die kritische Umdrehungszahl des Gesamtaggregats schließen 
läßt. Bei experimentellen Untersuchungen gestaltet sich dieses Problem da
durch nochyerwickelter, wenn beim gesondf:'rten Prüfstandlauf der beiden 
Läufer nicht dasselbe 1Taschinenfundament und nicht dieselben Lager ,,-ie für 
den gekoppelten Maschinensatz im Betrieb benutzt werden. 

Im weiteren sollen einige Fragen der yorigen Ausführungen, u. zw. 
einige mögliche Arten der Schlußfolgerung aus der Dynamik der Teile auf die 
Dynamik des Ganzen, geprüft werden. Zuerst sollen Probleme betrachtet 
werden, die sieh mit einer zufriedenstelleiHlen :\"äherung durch lineare Be
ziehungen und konstante Koeffizienten beschreiben lassen. Die Frage, wie 
sich die Ausgang81110delle aus der wirklichen :Maschine, aus dem :;\laschinenteil 
usw. ableiten lassen, wird hier nicht behandelt. 

Das ,'orige Beispiel bezog sieh auf eine :;\Iaschine mit rotierenden Teilen 
ohne betriebsmäßig eingeschränkte 'Vinkeh-erdrehung, die hier darzulegende 
Theorie gilt jedoch in der yorliegenden Form lt'diglich für Maschinen, die keine 
Bauteile enthalten, die betriebsmäßig uneingeschränkte 'Vinkelyerdrehungen 
ausführen. 

Mit dem Problemenkreis befaßt sich eine ausgedehnte Literatur. Hier 
sollen nur die Arbeiten yon bahnbrechender Bedeutung G. KROXS genannt 
werden, die in konzentrierter Form in [1] yorliegen. sowie der Aufsatz E. 
HÜBKERs [2]. dem die Auffassung des yorlicgenden Beitrags ziemlich nahe
steht. 
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Das aufge'worfene Problem tritt nicht nur bei rein mechanischen Syste
men auf; es ist z. B. auch bei der Prüfung yon elektrischen Leitungsnetzen, 
bei optischen und thermischen Aufgaben, bei mathematischer Erforschung 
yon ökonomischen und sozialen Fragen zu berücksichtigen. 

Auch die Erfahrung ist yor Augen zu halten, daß ein zusammengesetztes 
System im allgemeinen qualitatiy auch andere Erscheinungen zeigen kann als 
die gesondert betrachteten Teile. 

2. Ein elementares Beispiel 

Am :\Iodell in Ahh. la lassen sich bereits trotz seiner Einfachheit 

einiue Grundaeclallken studieren. Yon der Beschreih{lll2: der Eigensch aften e e ...... ...... 

des ylodells soll hier abgesehen werden, da es allgemein bekannt ist. 

Xz o --_.-

Abb. 1. Einfaches Schwingungssystem-:Jfodell und seine Zerlegung in Teile 

Das :\Iodell sei ami den in Abb. la angegebenen Teilen zusammengesetzt 
yorgestellt. Die einstweilen aus einer äußeren Quelle stammenden Kräfte mit 
den Amplituden F 1 und F2 yerändern sich in der Zeit sinusförmig, mit der
selhen Kreisfrequenz (1). Zl.1folge der Annahme der Linearität des Modells, 
ändern sich in stationiirem Zustand auch die Koordinaten sinusförmig, mit 
derselben Kreisfrequenz co: die Amplituden werden durch Xl bzw. x~ hezeichnet. 
Unter diesen Annahmen werden die Amplituden die \Verte 

und (1) 

haben: 1'1 und r~ sind Funktionen yon (1); sie können als Resonanzflmktionen, 
dynamische Faktoren bezeichnet werden. Auch andere Bezeichnungen sind 
üblich. 

Durch die Yerbindung der beiden Teile in Abb. Ib erhält man das ur
sprüngliche SYStem in Abb. la. In diesem Falle stammen F 1 und F 2 nicht 
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aus einer äußeren Quelle, sondern stellen die Amplituden der ,"on den beiden 
Teilen einandel" übermittelten Kräfte dar. Die Kopplung bedeutet, daß 

und (2) 

dauernd gelten müssen. (Die zweite Gleichung ergibt sich aus der Cberlegung, 
daß die entsprechenden zwei Punkte als durch ein Teilchen mit der Masse 
::\ull - dieses wird Knotenpzwkt genannt yerbunden yorgestellt werden 
und die Gleichge,,-ichtsgleichung dieses Teils angeschrieben wird.) 
Aus (1) und (2) ergehen sich 

0, cl. h. 
1 1 = 0. (3) 

Aus der zweiten Gleichung (3) lassen sich in Kenntnis yor 1"1((') und 1"2((1) die 
Kreisfrequenzen «) errechnen, mit denen das ursprüngliche System (nach Auf
ladung mit Energie, ohne äußere Erregung) zu sch-wingen fähig i:3t, cl. h. die 
Eigenkreisfrequenzen. 

In diesem Beispiel besteht also die :\Iöglichkeit, in Kenntnis je eines 
dynamischen Kennwertes der Teile - 1"1 und 1"2 - auf das Ganze zu schlicßen. 

In Verbindung mit diesem Beispiel stellt sich die Frage, ob die Eigen
kreisfrequenzen der Teile die Eigenkreisfrequenz des Gesamt:3ystems sein 
können. 

»Teile« bedeuten hier im Yerbindung:3punkt yoneinander getrennte und 
dort frei (kraftwirkungslos ) gelassene Teile. Die Frage also in diesem Beispiel 
ist: ist es mit F 1 0 möglich bei derselben Kreisfrequenz «) x" - 0. und mit 
F:! = 0, X z -----'-- 0. 

Im vorliegenden Falle gelten 

1 
und 

In~C2(1)2 1 
r., == --~----. 

- ln'}.(!j2 
'I 

1 

Aus (1) la:3sen :3ich die Eigenkreisfrequenzen der einzelnen Teile leicht 
ermitteln, mit denen die einzelnen Teile mit einer yon ::\ull unter:3chiedlichen 
Amplitude, ohne eine in bezug auf den betreffenden Teil äußere Kraftwirkung, 

schwingen können. Zum Beispiel kann bei F 1 = 0 nur dann Xl -----'-- ° gelten, 
1 

wenn - = 0. Daher lautet die Gleichung, die die Eigenkreisfrequenz des einen 
1"1 

Teils bestimmt: 

1 1 ? 
- =- - ln 1w- = 0, (4a) 
1"1 Cl 
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während die Eigenkreisfrequenz des anderen Teils durch die Gleichung 

1 m
2

«)2 
--~--=O 
m?.c~(!)2 1 

(4b) 

geliefert wird. Im weiteren sollen die Gleichungen, die die Eigenkreisfrequenzen 
angeben, Frequenzgleichungen genannt werden. 

GI. (4a) ist sogleich verständlich, da sie zur wohlbekannten Beziehung 
1 

())2 -- führt. Um (4b) physikalisch zu deuten, ist zu überlegen, daß sich 
ml Cl 

die Resonanzfunktion 1"2 auf die Amplitude X z bezieht (siehe Abh. I!) und 
nicht auf x3 • Aus (4b) ergiht sich (I) = 0, d. h. im vorliegenden Falle ist die 
Deutung der Eigt'nkreisfrequenz im üblichen Sinne unmöglich. 

In unserem Fall ist es nämlich bei F z = 0 unmöglich, daß der linke End
punkt der Feder sich sinusförmig als Funktion der Zeit bewege. 

I 

~ -==:::.... 

Abb. 2. Eine anderartige Zerlegung in Teile 

Aus (-la) und (4b) ist sofort zu erkennen, daß die linke Seite Jer Gleichung 
(3) nicht in der Weise gleich :\"ull sein kann, daß heide Glieder einzeln gleich 
}\" ull werden. Das ist selhst bei einer hesonderen - doch von:\" ull unterschied
liehen Annahme der Parameter 11l l' 11l2, Cl' c2 unmöglich. Das bedeutet, daß 
im vorliegenden Falle keine der Eigenkreisfrequenzen der Teile in Abb. 1h 
die Eigenfrequenz des Gesamtsystems darstellt. 

Durch die Kenntnis der Funktionen 1"1((1)) und Ijeo) wird die Auflösung 
der Frequenzgleiehung (3) dennoch erleichtert. 

Es besteht die Möglichkeit, sich das Schwingungssystem in Abb. la 
auch dann anders und sogar auf unendlich vielerlei Art in Teile zerlegt ,·orzu
stellen, wenn die Zahl der Teile endlich, z. B. mit zwei vorgegeben ist. In Abb. 
:2 sind zwei weitere, mögliche Zerlegungell in zwei Teile dargestellt. 
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Bei der Zerlegung nach Abb. 2a lassen sich zum Beispiel 

1 

bei der Zerlegung nach Abb. 2h 

die nicht angeschriebenen Beziehungen analog zu (4a) und (4b) mechanisch 
bilden. 

Die Frequenzgleichungen der Teile in Abb. 2a lauten 

~ - 112 n C0 2 = 0 
Cl 

und 

Aus der Frequenzgleichung der Form 

----==--- = o. 
1 

(5) 

des Gesamtsystems ist zu erkennen, daß ,.ich diese Gleichung so befriedigen 
läßt. daß die beiden Glieder in den Klammern auf der linken Seitc gleichzeitig 
gleich :\"ull werden. Diese Forderung bedeutet eigentlich drei Gleichungen, da 
auch die Gleichung 

112 11 .-:.... ml~ = 111 1 

gelten muß. 
Diese drei Gleichungen ergeben eine Beziehung zwischen Cl' 111 ll' 11l1~' 

C~, 7ll~ und dem co, bei dem diese Erscheinung bestehen kann. Bei festgelegten 
Cl' 711 2 und C~ erhält man stets als Ergebnis positiye \'i/erte für 111 11, ml~ und CO". 

Schließlich läßt sich feststellen, daß die am Yerbindungspunkt ge
trennten, und dort kraftlos gelassenen Teile eine solche gemeinsame Eigen
frequenz haben können, die auch Eigenfrequenz dcs ganzen Systems ist . 

.:'IIan kann in Zusammenhang mit der Zerlegung nach Abb. 2b eine andere, 
oben noch nicht behandeltc Erscheinung untersuchen. 'Vir fragen: kann ir
gendwelcher Verbindungspunkt des Systems ohne äußere Einwirkung während 
der Schwingung in Ruhe bleiben? In Formeln ausgedrückt: F l ." 0, F~ ~ 0 
(natürlich inzwischen F , -'- F~ = 0), und Xl Xc! = O. Diese }Iöglichkeit be
steht dann und nur dann, wenn bei derselben (,) 1"1 = 0 und 1"~ O. In diesem 
speziellcn Fall kann man nicht aus der Frequenzgleichung: 

1 1 
-+-=0 
r 1 
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diese Eigenkreisfrequenz des Systems gewinnen. (Das ist natürlich, da Wlr 
diese letztere Gleichung aus der Forderung Xl = X 2 -..-:.. 0 bekamen.) 

Diese Erscheinung kann bei der Zerlegung nach Abb. 2b - mit ent-
sprechendem C21 zu Tage kommel1- Also: bei dieser Zerlegung (bei diesem 

1 1 
C2l) enthalten die aus -'- -- = 0 berechenbaren Eigenkreisfrequenzen nicht 

r l ]"2 

alle Eigenkreisfrequenzen des Systems. 
Betrachtet man die bisherige Behandlung dieses elementaren Beispiels, 

so ist zu erkennen, daß zwar die Kenntnis der Eigenkreisfrequenzen der Teile 
nicht immer die Eigellkreisfrequenz des Gesamtsystems direkt ergibt, die 
Kenntnis der Funktionen r '(CI)) die _-\.UflÖSlll1g der Frequenzgleichung des 
Systems dennoch erleichtert. 

Zur Vorbereitung der 'weiteren Ausführungen soll in Verbindung mit 
dem }Iodell in Abh. 1 zusetzlich noch die folgende Frage aufgeworfen werden. 
Gesetzt, es wirkt auf den Zerlegungspunkt nach Ahb. 1b aus äuße~'er Quelle 
eine in der Zeit sinusförmige Kraft mit der Amplitude F 0' und es soll die 
Amplitude X 0 der Verschiebung dieses Punktes des Schwingungssystems in 
stationärem Zustand bestimmt werden. Dieses Problem wird anstatt der 
Gleichungen (2), durch die Gleichungen 

beschrieben. 
:'IIit (1) erhält man 

X o r'~ 
r 1 

und (2a) 

cl. h. (3a) 

Es besteht also die }Iöglichkeit, in Kenntnis cler dvnamischen Faktoren 
der Teilsysteme den dynamischen Faktor R des Gesamtsystems zu errechnen: 

R = --=-=-

3. Verallgemeinerungsmöglichkeiten 

Im vorigen Ahschnitt wurden dynamische Faktoren eingeführt, die 
zwischen der Amplitudr der in einem Punkte des (Teil)-systems angreifenden, 
sinusförmigen Einzelkraft und der Verschiehungsamplitude dieses Punktes in 
stationärem Zustand eine Beziehung angehen. Bei zusammengesetzteren Syste
men können auch dynamische Faktoren hestimmt werden, wo anstatt einer 
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Einzelkraft ein konzentriertes :Moment, statt der Verschiebung eine \Vinkeh-er
drehung stehen. Damit erhält man yier Arten yon dynamischen Faktoren mit 
den Dimensionen: 

Länge 

Kraft 

Länge 

:Moment 

\\Cinkel 

Kraft 

\\rinkel 

Moment 

Betrachten wir nun das in Abb. 3 abstrakt dargestellte, dynamische 
System: es wird in die Teile a, b, c, . .. zerlegt: es wird angenommen, daß 
jeder Teil in einer endlichen Zahl yon Punkten mit dem anderen yerbunden ist. 

a 

b 

z 

x 

r;: 
'K 

Urscrunc!iches System 
_.1.' ~ _. -

y 

Abb. 3. Aus Teilsystemen zusammengesetzt vorgestelltes Schwingungssystem mit dem K-ten 
Knotenpunkt 

Durch die Annahme einer endlichen Zahl yon Verbindungspunkten Jt'ird 
die Entscheidung nicht bestimmt, ob die einzelnen Teile als diskret oder als 
Kontinuum modelliert werden sollen: die folgenden Ausführungen sind yon 
dieser Wahl unabhängig in beiden Fällen gültig. Eine Beziehung kann nicht 
nur einen, sondern auch mehrere Punkte in der oben gekennzeichneten \\1 eise 
yerbinden. Solche Verbindungspunkte sollen Knotenpunkte genannt werden. 
Das Gesamtsystem soll derart in Teilsysteme zerlegt werden, daß kein einziges 
Teilsystem yorhanden sei, das sich mit mehr als einem Verbindungspunkt an 
denseihen Knotenpunkt anschließt. 

Es sei einstweilen angenommen, daß sämtliche Verhindungen derartig 
sind, daß die Verschiehungen der yerbunclenen Punkte und die \\Iinkelyer
drehungen in diesen Punkten jede für sich - gleich werden. Auch »lockerere« 
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Beziehungen können berücksichtigt werden. Dafür wird in Abschnitt 8 e111 

Beispiel angeführt. 
Sämtliche mechanischen Eigenschaften der Verbindungskonstruktionen 

lI-erden als zu den einzelnen Teilsystemen gehörig betrachtet. Daher sind die 
Linien in der Zeichnung, die die Verbindung darstellen, als massenlose und 
starre Stäbe zu betrachten. 

Im weiteren soll auf ::;u'ei lcichtigere Fragen eingegangen werdt'll. Zuerst 

wird geprüft, wie die Frequenzgleichung eines an sich betrachteten Teils 
gebildet werden kann. Als ::;u;eite Aufgabe wird darauf eine Antwort gesucht, 
wie in Kenntnis der Eigenschaften der Teile die Frequenzgleichung des Ge
samtsystems oder bei Fremderregung der stationäre Zustand abgeleitet werden 
können. 

4. Die Frequenzgleichung eines Teilsystems 

Für die Analyse der ersten Frage genügt es, das Verfahren an einem Teil
system zu zeigen. Es wird dazu der Teil b gewählt. 

Wir nehmen an, es nehmen nb Punkte des Teils b an der Verbindung teil. 
Es seien die Koordinaten der Verschiebung des i-ten Punktes im an Teil b 
angeschlossenen Koordinatensystem ~, 17,; ;i, 1/" ;i; die der Winkelyerdre
hung, die wegen ihrer geringen Größe als Vektor behandelt werden darf, 

r( h Iri, Zi. 

Der Teil b sei in allen nb Punkten durch je eine sinusförmige Kraft und 
ein Moment mit derselben Kreisfrequenz 0) angegriffen. Es seien die Koordi
naten des Amplitudem-ektors der im i-ten Punkt angreifenden Kraft im Koordi
natensystem ;, 17,; Fh G" H;, die Koordinat .. n des Amplitudenyektors des 
in demselben Punkt angreifenden ::Uoments "1(, ~Vi, K i • Für ein lineares System 
gelten: 

;1 = ru F 1 r12G1 r13H 1 -L r14 1\1[1 + r15N 1 r16K 1 ... , 

171 = l"21 F l + r22G1 + r23H 1 + r2_IJ11 r25N 1 + r26K 1 + ... , 
~1 = r31 F 1 r 32G1 + r33H j r341VI1 + r 35N 1 + r36K 1 -+- ... , 
(TI = r41 F 1 -+- r42G1 + r_13H 1 -+- rl)\lI1 r l5N 1 r46K 1 + ... , 
lf'I = r51 F 1 + r52G1 -+- r53H 1 r54 J11 -L r55N 1 + r56K 1 -+- ... , 
Xl = r6j F 1 rr,2Gj -L rr,3H1 -L rr,.1"11 + rr,5~Vl r66K 1 -+- ... , 

(6) 
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Die Größen rij(i, j = I, ... , nb) in (6) sind Funktionen von co; das sind 
das System in den angegebenen Verbindungspunkten kennzeichnende dyna
mische Faktoren; unter diesen kommen Faktoren mit allen vier möglichen 
Dimensionen vor. Sie werden als bekannte Funktionen betrachtet. 

~ ach Einführung der Spaltenmatrizen 

ab t 
"I 

ih 

"1 

(fI 

1P1 

1.1 

f{ll b 

lPIl, 

JIl, 

und der quadratischen :lIatrix, 

läßt sich (6) m der Form 

schreiben. 

f b - F1 

GI 
H1 

1111 

N 
" 1 

K 1 

lvIllb 

jV
nb 

Kilb 

(7) 

(8) 

(6a) 

Rb kann als »dynamischer llIatrixfaktor des Teils b« bezeichnet werden. 
Angenommen, daß Rb nichtsingular ist, kann f b aus (6a) ausgedrückt 

werden: 

(6b) 

Die Schwingung des Teils b ohne äußere Kraftwirkungen, d. h. im Falle f b = 0 
mit einem von ~ull unterschiedlichen ab, stellt den Fall der Eigenschwingung 
dar. Diese ist nur möglich, wenn 

det Rbl = 0 (9) 

gilt. Das ist die Frequenzgleichung des Teils b; die den GI. (-eta) bzw. (4b) ent
sprechende Beziehung. 

Existiert eine solche Eigenfrequenz dieses Teiles, zu der eine Schwingungs
form mit 

ab = 0 
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gehört, kann diese nicht aus (9) berechnet werden. Zugegeben, daß bei dieser 
Schwingung zufällig Jb . / 0 sein kann, folgt aus (6a), daß dann 

det Rb = 0 (9a) 

sein muß. Die aus elen Lö;mngen yon (9) fehlenden Eigenfrequenzen können 
aus (9a) gewonnen werelen. 

In ähnlicher ·Weise lassen sich für sämtliche Teile elen :Matrizen (7) und 
(8) entsprechende Matrizen bestimmen; die Elemente der einzelnen Matrizen 
sind immer im zum betreffenden Teil gehörenden (eigenen) Koordinatensystem 
gedeutet. 

5. Zusammenstellung des vollen Systems aus Teilsystemen 

Lm das yolle System zu analysieren, sollen erst die Knotenpunkte be
trachtet werden. 

Die Knotenpunkte werden zweckmäßigerweise, ähnlich wie es in Ab
schnitt 2 gesagt wurde, als Körperchen mit der :Masse gleich Null und mit 
einem Trägheitsmoment gleich Null aufgefaßt. Der Summenyektor der in 
einem Knotenpunkt angreifenden Einzelkräfte unel der Summenyektor der 
Momente müssen also durch elen äußeren Kraft- bzw. :ßlomentenvektor in 
diesem Knotenpunkt ergänzt gleich Null sein. Die Gleichungen, die diese 
Tatsache beschreiben, werden zweckmäßig -~ anstatt der eigenen Koordinaten
systeme der einzelnen Teile unter Anwendung eines gemeinsamen Koordi
natensystems angeschrieben. Die Erkenntnis dieser Notwendigkeit erfordert 
die Transform ation der in den eigenen Koordinatensystemen der einzelnen 
Teile dargestellten Kraft- und :\Iomentenyektoren in das gemeinsame Koordi
natensystem. 

Auch der Umstand, daß die Yerschiebungs- und Winkeh-erc1rehungs
yektoren der in einem Knotenpunkt zusammenlaufenden Verbindungspunkte 
mit dem Verschiehungs- und Winkeh-erdrehungsyektor des Knotenpunktes 
übereinstimmen, läßt sich am bequemsten in einem gemeinsamen Koordinaten
system x, y, z aUHlrücken. Es ist also zweckmäßig und notwendig, auch die 
Kenngrößen der Verschiebungen und Verdrehungen in diesem Koordinaten
system auszudrücken. 

L 111 das Verfahren zu erläutern, bedienen wir uns ·wieder des Teils b. 
Aus der Spaltenmatrix der Kraftwirkungsamplitude fiJ erhält man das ent

sprechende f b mit den im gemeinsamen· Koordinatensystem ausgedrückten 

Elementen. indem man f1> mit der diagonalen Hypermatrix Tb = <tb' .. tb), 

[ 

eos (x, ~) 
t b = cos (y, !) 

cos (z, ,;) 

cos (x, i) 

cos (y, i7) 
cos (z, i7) 

cos (x, :) 1 
eos (y, E) , 
cos (z, ~) 
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multipliziert, die aus den ilIatrizen. hestehend aus den auf das Koordinaten
system ;, 17, ~ bezogenen Richtungskosinus des Koordinatensystems x,-,",;;; auf
gehaut ist: 

-ti; l t;, 
t,. 

fu fi; = Tbfo• (10) 

L t b 
t L 

Hier und im weiteren sind die nicht angeschriebenen Matrizenhlöcke bzw. 
Skalarelemente gleich :\"ull. 

Eine ähnliche Beziehung hesteht zwischpn ab und dem f'ntsprechendpn 
ab mit im gemeinsamen Koordinatensystem ausgedrückten Elementen: 

(11) 

Für sämtliche Teile gelten Beziehungen wie (10) und (11); in jede Be
ziehung kommen die entsprechenden Richtungskosinusmatrizen. 

Aus (10) ergibt sich -- da Tb eine Orthogonalmatrix und somit ihre In-
verse gleich ihrer mit einem Stern hezeichneten Transponierten ist durch 
ylultiplikation yon links mit T~: 

(12) 

In ähnlicher ·Weise erhält man aus (11) 

(13) 

(12) und (13) in (6h) eingesetzt, und heide Seiten yon links mit Tb multi
pliziert, erhält man 

fb TbR;lT;ab' (14) 

Um die Beziehungen für die Knotenpunkte aufschreiben zu können, 
wird je eine Spalten-Hypermatrix eingeführt: 

a, f. (15) 

1_ fll 

2 Periodica Polytechnica :\1. XYII/L 
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Die Knotenpunkte der Zahl ~ werden durch Großbuchstaben bezeichnet. 
(N, n, na , ••• , nn sind voneinander unabhängige Zahlen.) 

Aus den im gemeinsamen Koordinatensystem ausgedrückten Koordina
ten der Amplitudenvektoren der äußeren, sinusförIl1igen Kraftwirkungen im 
Knotenpunkt K wird in analoger Weise wie (7) die Spaltenmatrix 

gebildet. Aus den Matrizen fJ( aller Knotenpunkte bildet man dann die Spal
ten -H yperm atrix 

~. (16) 

Aus den im gemeinsamen Koordinatensystem ausgedrückten Koordina
ten der Amplitudenvektoren der sinusförmigen Verschiebung und Winkelver
drehung des Knotenpunktes K wird in ähnlicher \\1 eise wie (7) die Spalten
matrix 

gebildet. Am: den ~Iatrizen aJ( sämtlicher Knotenpunkte gewinnt man die 

Spalten-H ypermatrix 

(17) 

L a.v J 
"Cnter Berücksichtigung der Definitionen in (15) und unter Anwendung 

von (14), erhält man die in Hypermatrixform angeschriebene Beziehung 

zwischen fund a: 

f = R-l a, (18) 
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mit 

TaR;;-IT~ -I 
T bR;IT6 

R-l = 

(19) 

Tn L R- 1 
n L 

Die Ordnungszahl yon R-I ist das 6fache der Zahl sämtlicher Verhin

dungspunkte der Teilsysteme, cl. h. yon (na + nb + . . . 11 11 ), 

)l"ach dieser Vorhereitung lassen sich die Gleichgewichtsgleichungen der 
Knotenpunkte im gemeinsamen Koordinatensystem anschreihen. :Mit einer 
geeigneten, rechteckigen Matrix 0, die nur Einer und Nullen enthält, und 
die dafür kennzeichnend ist, aus welchen Verhindungspunkten welches Teils 
in je einen Knotenpunkt Anschlüsse einlaufen, lautet die zlisammengefaßte 

Gleichgewichtsgleichung sämtlicher Knotenpunkte: 

~ ~ 

fo - Df = 0 . (20) 

Die Matrix 0 läßt sich aus der Prinzipskizze des Gesamtsystems mit der Dar
stellung der Knotenpunkte und Anschlüsse ahleiten. Auch die Ahleitung yon 
o aus dem dem System zugeordneten Graphen ist möglich. Bei der Anwendung 
dieses Verfahrens wird durch die Zuordnung des Graphen zum System die 
therlegung gefordert, die hei der direkten Bestimmung yon 0 anzuwenden 
ist; dann läßt sich 0 aus dem Graphen hereits mechanisch ermitteln. 

Die Zahl der Spalten yon 0 heträgt 6(na nb + ... + nn); die Zahl 
der Zeilen ist das 6fache der Knotenpunktenzahl, cl. h. 6N. Da N < (na + 
+ nb + . . . nn), hat 0 die Form eines »liegenden« Rechtecks. 

Der Umstand, daß sich die Anschlüsse in den Knotenpunkten auch hin
sichtlich der Verschiebung und Winkeh-erdrehung lückenlos an den Knoten
punkt anschließen, läßt sich am günstigsten mit der Gleichung 

(21) 

ausdrücken. Die Rechteckmatrix C wird nach denseIhen heiden Verfahren 
ahgeleitet wie D. 

:Mit der nun folgenden therlegung wird nachgewiesen. daß 0 und C 
'--' '-' .... ......., , 

nicht yoneinander unahhängig, sondern die Transponierten voneinander sind. 

2* 
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Die Überlegung geht dayon aus. daß die für starr und massenlos betrachteten 
Elemente (bzw. Stahsystem). die die Yerhindungen zustande bringen, alsyon 
den durch sie yerhundenen Teilen abgetrennt aufgefaßt werden. 

Im weiteren ,,-ird die Bilanzgleichung der mechanischen Energie für das 
Stabsystem aufgeschrieben. :\" ach dieser ist die DeriYierte nach der Zeit der 
kinetischen Energie des Stahsystems (wegen der 1lassenlosigkeit gleich :\"ull) 
gleich der Lf'istlPlg der das System angreifenden inneren und äußercn Kraft
wirkungen. Zufolge der Starrheit des Stabsystems kann die Gesamtleistung 
der inneren Kraftwirkungen nur :\"ull sein. Die äußeren Kraftwirkungen sind 
einerseits auf die Knotenpunkte yon außen 'wirkende Kräfte und 110mente: 
ihre Amplituden sind in der Spalten-Hypermatrix -f;, enthalten: andererseits 
die Kräfte und Momente, die yon den Teilsystemen auf das starre Stabsystem 
ausgeübt werden, diese ,,-erden mit der Spalten-Hypermatrix -f ausgedrückt. 
Zur Leistul1gshercchnung bedarf man auch der Gcschwindigkeits- hzw. -Winkel
geschwindigkeitsamplituden der f'ntsprechenden Stabwerkpunkte: diese wcr
den durch wa o und (')a geordnet zusammengefaßt. Die Berechnung erfordert 
die skalare :Multiplikation der zusammengehörenden Größen. die mit dem 
Matrizenkalkül lt>icht durchzuführen ist. 

Die gesuchte Energiebilanzgleichung lautet schließlich: 

(22) gilt nur dann in einem beliebigen Augenblick. wenn 

(22a) 

(20) und (21) in (22a) eingesetzt. unter Anwendung der Berechnungsregel der 
Transponierten dei' }Iatrizenproduktes, erhält man 

(23) 

Aus (23) ist direkt zu erkennen, daß 

C = 0* (24) 

gilt, was nachgewiesen werden sollte. In Kenntnis yon (24) lassen sich die 
Eigenschaften yon C in ähnlicher ,i/eise kennzeichnen wie im Falle yon 0, es 
wird lediglich anstelle der dort angegebenen "Zeile« »Spalte« gesetzt, und 
umgekehrt. 

Durch die bisherige Beweisführung werden zwei hauptsächliche Ergeb
nisse geliefert. Das eine ist die Frequenzgleichung des Systems, das zweite 
die Berechnung der "Antwort« des Systems in stationärem Zustand. Diese 
Fragen werden in den Abschnitten 6 und 7 behandelt. 



D'·SA.1IIK ZC'.-L1L1IESGESETZTER S'·STE1IE 21 

6. Die Frequenzgleichung des Systems 

Lm diese abzuleiten, ist zwischen der die Bewegullgsamplituden der 
Knotenpunkte kennzeichnenden Spaltcnmatrix a" und der Amplitudenmatrix 
f;) der auf die Knotenpunkte wirkenden äußeren Kräftt' eine Beziehung zu 
suchen. Für die Frpqupnzen der freien Schwingungen i;:;t nämlich kennzeich-

nend, daß auch bei f,) 0 a'l 0 möglich i;:;t. 
::'IIan erhält dif' gesuchte Beziehung aus (18), indem lllan diese yon links 

mit D = C* multipliziert und anstelle nHl a mit Hilfe yon (21) a o einführt. 
Damit ergibt sich die Formel: 

C*R-1Ca o r;, . (25) 

Es ist ;:;oglpich zu erkennen, daß hei f;, = 0 a" lediglich dann einen yon 
:\"ull unterschiedlichen \Vert haben kann, wenn die Determinante der Koeffi
zientenmatrix des zufolge yon f( = 0 homogen geworclenen Gleichungssy;:;tems 

'-' ) '- '- '-' . 
:\" ull ist, d. h. 

clet C* R-1C = 0. (26) 

Da;:; ist die gesuchte in der Regel transzendente --Freqnenzgleichung. 
Die ::'IIatrix C* R -1 C ist quaclratiseh, mit der Ordnung5zahl 6N. 
Es besteht die ::'IIöglichkeit, daß sich aus (26) nicht alle Eigenkreisfre

quenzen ergehen. Das i8t der Fall, wenn da;:; System mindestens eine solche 
Eigenschwingungsform hat, bei der alle Knotenpunktyer'Ochiebungen und 
-\Vinkelverdrehungen :Null bleiben, also wenn 

(I" = O. 
Mit (21) folgt daraus, daß dann 

a 0, 
und mit (1.5), daß 

0, ... , (1,,= 0 ist. 

Da gleichzeitig la, .... , Ir: 0, muß (6a) entsprechend det Ra = 0, 
det Rb = 0, ... , det Rn = 0, . .. (26a) hei derselben (!) 5ein. 

Bestehen also Gleichungen (26a) für einen (u Wert, dann ist diese Kreis
frequenz eine Eigenkreisfrequenz des Systems. die aus (26) nicht berechenbar 
ist. 

7. Die Antwort der Knotenpunkte des Systems in stationärem Zustand 

~Iit den bisher benutzten Bezeichnul1f(ell lautet die Aufgahe wie folgt: 
bei yorgcgebenen (0 und 4 wird ao gesucht. Diese Berechnung läßt sich mit 
Hilfe der Gleichung (25) durchführen, und besteht grundsiitdich in der Inycrsion 
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der quadratischen 1\Iatrix C*R -lC. Die Inversion ist möglich, wenn 
det C*R -lC O. d. h. wenn das vorgegebene (J) keine Eigenkreisfrequenz des 
Systems ist. 

Dazu ist zu bemerken, daß der Auflösung des Gleichungssystems (25) 
vorangehend die durch den Ausdruck C*R -lC vorgeschriebene Multiplikation 
vorgenommen werden muß. 'Vill man z. B. (25) durch die Inversion von 
C*R-IC lösen, läßt sich die Inversion am Dreiermatrixprodukt in der Form 
C*R-IC nicht durchführen, da C und C* im allgemeinen nichtquadratisch 

sind. 

8. Umriß eines Anwendungsheispieles 

Als stark idealisierte Anwendung soll eine Variante des Beispiels in Abb. 1 
erörtert werden, die dadurch gekennzeichnet ist, daß sich die hetriehEmäßig 
rotierenden J\Iaschinenteile nicht drehen. Im ersten Schritt wird die Aufgabe 
in folgender, schemati8cher Form angesetzt: aus Schwingungsvcrsuchf'n 
sind die dynamischen Eigenschaften dei' auf einem Yersuchsmaschinenfunda
ment ruhenden Generatorrotors sowie der auf einem anderen Yersuchsmaschi
nenfundament ruhenden Turbine, des Betriebsmaschinenfundaments und 
der Achsenkupplung bekannt: es werden die dynamischen Eigenschaften in 
gewissen Knotenpunkten des auf Betriebsmaschinenfundament gelagerten 
und mit der Kupplung gekoppelt rn 1\Iaschinensatzes in Ruhestand gesucht. 
Bei der Untersuchung hleiben die thermischen Einflüsse unberücksichtigt bzw. 
wird vorausgesetzt, daß in sämtlichen obengenanllten Fällen der thermische 
Zustand der einzelnen Läufer derselbe ist. 

Die Aufgabe weicht in gewisser Beziehung VOll der in Abschnitt 3 be
handelten Aufgabestellung ab: es handelt sich nämlich nicht einfach darum, 
aus den Eigenschaften gewisser Teile auf das Ganze zu schließen. Das »volle 
System« wird jetzt nämlich durch das auf betriebsmäßige l\Iaschinenfunda
menten gelagert und mit der Achsenkupplung verbundene System darge
stellt. Die beiden Yersuchsmaschincnfundamente sind keine Teile des in-ollen« 
Systems, ferner sind die dynamii'chen Eigenschaften der Läufer allein unbe
kannt, mau kennt diese lediglich zusammen mit ihren eigenen Yersuchsfunda
menten. Trotz dieser Abweichungen läßt sich die Lösung mit einer gering
fügigen Ergänzung als eine Anwendung der Theorie in Abschnitt 3 auffassen. 

Abb.4 zeigt schematisch die Maschinenteile, um die es sich in der Aufgabe 
handelt. Dabei bedeuten: a das betriebsmäßige :Nlaschinenfundament, h den 
Generatorrotor, c den Turboläufer, d das gesonderte Yersuchsmai'chinenfunda
ment für den Generator, e das gesonderte Yeri'uchsmaschillenfundament für 
den Turboläufer, f die Achsenkupplung. 

Von der bei der Lösung der allgemcinen Aufgabe angewandten l'Iethode 
abweichend. ist es für die konkrete Aufgabe zweckmäßig, die Yerbindungs-
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Abb. 4. Schemati5che Dar5tellung der Teile eine5 aU5 Teilen ZU5alllluenge5etzt yorge5tellten 
Tu;bogenerator-~Iaschinen5atzes ~ ~ 
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Abb. 5. a) Schematische Dar5tellung de5 ersten Schwingungsyermch5. b) Schemati5che Dar
stellung des z,,·eiten Schwingungsyersuchs. c) Schemati5che Darstellung der betriebsmäßigen 

Anordnung 

punkte der einzelnen Teile kontinuierlich zu berechnen. 'Vie der Abbildung 
zu entnehmen ist, wird mit insgesamt 13 Verbindungspunkten gerechnet. 

In Ahb. 5 ist das schematische Bild dreier verschiedener Verbindungen 
gezeigt: die Knotenpunkte sind durch Großbuchstahen bezeichnet. 

Der Einfachheit halber wird angenommen, daß derselhe Punkt 7 des 
Generatorrotors in Abb. 5a mit Punkt 11 und in Ahb. 5c mit Punkt 4 verbun
den ist. Auch von Punkt 8 des Generatorrotors wird angenommen, daß er 
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sowohl in der Verbindung mit Punkt 1:2 in Abb. 5b wie auch in Verbindung mit 
Punkt 5 in Abb. 5c vorkommt. 

Im vorliegenden Falle sind die Achsen der eigenen Koordinatensysteme 
der einzelnen Teile paan,-eise zueinander und zur mit den Achsen des gemein
samen Koordinatensystems ühereinstimmenden, positiven Richtung parallel, 
damit sind sämtliche Richtungskosinusmatrizen Einheitsmatrizen und können 
bei den Ben·clmungen vernachlässigt werden. 

Es sind im vorliegenden Falle Knotenpunkte vorhanden, die es nicht 
zwingend erfordern, daß sämtliche Verschiebungske11l1\\-crte der dort zusam
mentreffenden Kopplungspunkte gleich seien. Das ist der in Abschnitt 3 
genannte Fall der lockereren Verhindung. Z. B. wird durch die Kopplungen 
hei keiner der Lagerungen ein gleicher \\linkel li' ,-orgeschriehen; fprner wird 
hei der An\\-pndung von zwei oder mehreren Lagern lediglich einer als axial 
betrachtet; die y-Verschipbungen werden abo durch die anderen nicht als 
identisch gez,nmgen. Der Einfachheit halber wird bei der Kopplung der Teile 
c und e keines der Lager als axial angenommen. 

Im Sinne der vorigen Ausführungen sind die Verschiebungs amplituden
matrizf'11 der pil1zelnen Teile im gemeinsamen Koordinatensvstem wie folgt: 

a" r Xl l 
" _ 1 

a" - xI) l , a" -- Xs l ~Yß ~s 

=1 -'ß ({s I 
rr 1 rf ß 1.8 

Z1 ZG .\."9 

Xz Xi I ~9 

=2 

(f ~ l (r9 

(/7 Z~ 

1.2 L Z~ 
X 3 

~? 

" 
(f 3 

1.3 

ad XII) l , a" - X1~ aj -- x_1 

)'11) Z12 " _ -l 

=10 (h2 =-1 

(ho Z12 rf. 

!.JIJ X l3 Z-1 

x 11 =1:3 x 5 

=11 rf 13 y-_ 0 

(f 11 Z13 .... '5 

L 1.11 fJ5 

Z5 
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Werden nach Ahh. 5a die Teile bund d yerbunden, so lauten die Spalten
matrix a',bd der Knotenpunktyerschiehungskenn,,'erte: 

XAl l , 
Y.-\1 

zAl 

(r.·h 

lAI 

XA2 

zA2 

(f .42 

L lA2 

und die aus den Y"l"8chiehungsmatrizen der Teile hund d gebildete Spalten
matrix abd: 

Die für die Yerbindung der Teile h und cl kennzeichnende ::\Iatrix C"d in der 
Beziehung 

nimmt z. B. die Form an: 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
Cbd = 1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
1 
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Bei der Verbindung der Teile c und e nach Abb. 5b lauten die analogen Matrizen: 

und bei der Verbindung nach Abb. 5c der Teile a, b, fund c: 

aCl 

f 

aa 

j 
~ 

, ferner C. a o = ac~ a= ab 

aC3 aj -aCI ac -
aC5 

Ferner seien die Amplitudenmatrix der yersuch"mäßigen, sinusföl'migen 
Erregung der Knotenpunkte Al und A2 mit 

10ud , 

die gleichartige Größe für die Knotenpunkte BI und B:! mit 

10ee 

bezeichnet. 
Nach den Ausführungen in Abschnitt 7 und der Gleichung (25) gelten 

beim Schwingungsversuch gemäß Abb. 5a 

(27) 

und beim Schwingungsyersuch gemäß Abb. Sb 

C* ce [
R;:-l J 

R- 1 
e 

(28) 

Bei der Verbindung gemäß Abb. 5c entspricht dem Schwingungsversuch 
mit den Knotenpunkten Cl' ... , C5 dei Gleichung 

C* (29) 

N ach den Ausgangsannahmen des Beispiels sind die Matrizen Cbd , 

Cee , C, R;;-l, Rd"l, R;:-I, Rjl yon YOl'nherein bekannt, ferner sind aus den durch-
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geführten Yersuchen auch die Matrizen 

(30) 

und 

(31 ) 

bekannt; gesucht werden die Matrizen Rb! und R;:-!, um für die Prüfung ge

wisser dynamischer Eigenschaften des Maschinensystems die Gleichung (29) 
verwenden zu können. 

Im vorliegenden Falle sind Al 9ter, A~ 8ter, Rb! 9ter, R;:-! 8ter Ordnung. 
Das bedeutet, daß im vorliegenden Falle nach meßtechnischer Ermittlung 
der Elemente von Al und A~ die Gleichungen gerade in der für die Bestimmung 
von Rb! und R;:-l erforderlichen Anzahl zur Yerfiigung stehen. 

Die Messungen und Berechnungen sind für die genügende Anzahl von 
w-s im für die vorliegende Prüfung wichtigen Intervall üJ durchzuführen und 
die vorstehenden Gleichungen müssen für jedes CI) gelöst werden. 

Zusammenfassung 

Ein .'\Iaschinensatz bzw. ein zusammengesetztes dynamisches System im allgemeinen 
kann immer für aus einfacheren Teilen zusa~nmengesetzt angesehen' werden. In{' Beitrag 
werden zwei .'\lethoden dargelegt: nach der einen wird aus den dynamischen .'\latrix- (oder 
skalaren) Faktoren der einzelnen Teile auf den Faktor des Gesamtsystems geschlossen; nach 
der zweiten wird die Freqllenzgleichung des Gesamtsystems aus den Frequenzgleichungen 
der Teile abgeleitet. 

Es wi;d gezeigt. wie man die aus (9) oder (26) fehlenden Eigenkreisfrequenzen wenn 
diese existieren - bestimmen kann. 

An einem Anwendungsbeispiel wird gezeigt. ,,·ie aus den dynamischen Eigenschaften 
eines auf gesondertem Versuchsfundament geprüften Generatorrotors und eines auf einem 
anderen Versuchsfundament geprüften Turboläufers auf die dynamischen Eigenschaften eines 
:!\-laschinensatzes. bestehend ans Turboläufer. Generatorrotor und einem dritten. dem Betriebs
fundament. unter gemeinsamer Anwendung von Berechnungen und .'\lessungen geschlossen 
werden kann. ' -
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