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Einleitung

Die Kldrung des Kriftespiels von sdurchlaufenden Triigern« stellt eine
im technischen Leben ziemlich oft vorkommende Aufgabe dar. Es werden
die Triger hierhergezdhlt, die aus der Sicht des belastenden, aktiven Krifte-
systems statisch unbestimmt abgestiitzt sind, die Zahl der Auflagerungen
also héher als die fiir die Gewdhrleistung des Gleichgewichis notwendige
Anzahl ist.

(Die bei Fahrzeugen gebriduchlichen Trigernetz-Modelle fithren zum
Beispiel oft zu einer vereinfachten Berechnung, wo der Rahmen praktisen
mit guter Niherung als ein auf dem Oberbau aufliegender, durchlaufender,
ebener Trager — auf festem Auflager — gelten kann.)

In Abhingigkeit von der geometrischen Form der Verbindungsmittel-
linie der Schwerpunkte der einzelnen Querschnitte wird von geraden oder
gekriimmten Durchlauftrigern gesprochen. Diese Unterscheidung weist eigent-
lich gar nicht auf die unterschiedliche Form der Trigermittellinie hin, sondern
vielmehr auf die unterschiedlichen Berechnungsméglichkeiten der unbekannten
(auBeren und inneren) Reaktionen. Als gerader Durchlauftriger wird in der
Regel ein ebenbelasteter, gerader Triager auf n--1 Abstiitzungen bezeichnet,
von denen eine Gelenkstiiize und n Rollenauflagerungen darstellen, deren
Stiitzebenen zueinander parallel und auf die Ebene des aktiven Kriftesystems
senkrecht sind. Die Belastungsebene ist aber in der Regel eine Schwerpunkt-
Tragheitshauptebene aller Querschnitte.

Im Vergleich zu dem beschriebenen Triger stellt auch ein durchlaufender,
gekriimmter Stab mechanisch keine Abweichung dar, dessen Mittellinie eine
ebene Kurve in der Belastungsebene ist und dessen Abstiitzungen dem Vor-
hergesagten entsprechen.

Ein Berechnungsverfahren wurde fiir das Kriiftespiel derartiger Triger
in [1] ausgearbeitet. Durch die Einfiigung von Gelenken werden die Triger
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in statisch bestimmte Triger umgewandelt und durch eine geeignete Anord-
nung der Gelenke wird erméglicht, daf sich die unbekannten Momente M;
der Kriftepaare bei den Gelenken — unter Beriicksichtigung der entsprechen-
den Reihenfolge — aus der Lésung von Gleichungen mit einer Unbekannten
ergeben.

Nach anderen Methoden und iiber einen anderen Gedankengang gelangt
auch [2] zu demselben Ergebnis.

In der vorliegenden Arbeit sollte das Kriftespiel der durchlaufenden
eben gekriimmten Triger untersucht werden, die folgende Bedingungen
befriedigen:

a) der Triger ist in seiner Ebene durch ein dufleres Kriftesystem belastet

b) die Ebene (der Mittellinie) des Trégers ist die Schwerpunkt-Tragheits-
hauptebene sdmtlicher Trigerquerschnitte

¢) von den angesetzten n--1 Bedingungen besteht eine im Vorhandensein
eines Gelenks und die n weiteren in Rollenauflagerungen mit auf die Ebene
desTrégers (und der Belastung) senkrechten Stiitzebenen, wobei die Richtungen
letzterer einander gegeniiber unterschiedlich sein konnen.

Dabei wird versucht, — dhnlich wie in [1] und [2] — durch die Einfiigung
von zweckmiBig angeordneten Gelenken die Berechnung der Gelenkpunkt-
momente durch die Auflésung von Gleichungen mit einer Unbekannten zu
erméglichen. Auch die bei dem Nachweis dhnlicher Triger allgemein ange-
nommene und benutzte Ndherung wird herangezogen, wo neben dem Einfluf} »
der Biegebeanspruchungen die Wirkung der Normal- und Scherbeanspruchun-
gen vernachlissigt, und die Spannungsverteilung infolge der Biegebean-
spruchung im Querschnitt als linear betrachtet (das heiBt eine miBige Mittel-
linienkriimmung vorausgesetzt) wird.

(Als derartige Trdger kénnen im allgemeinen die Fahrzeugrahmen gelten.
Bei deren Berechnung begniigt man sich in der Regel mit der Beriicksichtigung
von geraden Trigern, wobei diese hinsichtlich ihrer Formgestaltung vielmehr
zu den gekriimmten Trigern zidhlen sollten; die angefiihrten Bedingungen
werden in der Regel auch bei diesen befriedigt.)

1. Die Grundgleichung der Berechnung

Abb. 1 zeigt einen eben gekriimmten Triger auf n-+1 Auflagern. Die
Auflagepunkte sind in der Abbildung durch A; bezeichnet, die Lidnge des
Triagerabschnitts »T;« zwischen zwei benachbarten Auflagepunkten — 4; und
A;.; — ist I;, die Linge des Stababschnitts zwischen zwei nicht benachbarten
Punkten 4, und A4, ist L;. e; bedeutet den Normaleinheitsvektor der Stiitz-
ebene beim Auflagepunkt A4;. Bei einer Belastung in der Abbildungsebene ist
der Trédger statisch n—1-fach unbestimmt. Neben den bereits angegebenen
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Bedingungen wird der Einfachheit halber einstweilen auch vorgeschrieben
dafl der Triagerquerschnitt konstant ist.

Im ersten Schritt werden simtliche Auflager mit Ausnahme des Gelenks
und der k-ten Rolle eliminiert (Abb. 2). Damit ist die Auflagerung statisch
bestimmt, wobei die aktive Last G, fiir den Triger durch das aus bekannten
Kriften bestehende Kréftesystem »K« (die aktive Belastung des urspriing-
lichen Trigers) sowie durch die Ersatzkrifte F; = Fje; fiir die eliminierten
Abstiitzungen gebildet wird. Mit den Reaktionen in den Punkten 4, und 4,
stellen diese das Kriftesystem E; dar.

Fiir die Berechnung bedienten wir uns des Betti-Satzes. Dabei wurde
als zweites Kriftesystem E, das aus der in Punkt A4; angreifenden aktiven
Kraft e; von EinheitsgréBe und aus den zu dieser gehorenden Reaktionen
a;;, f;; bestehende Kriiftesystem verwendet. Der Normaleinheitsvektor der
Rahmenebene sei der Vektor k. Zu den beiden Kriiftesystemen gehéren die
Biegemomentenfunktionen M(s) = M(s) k bzw. m(s) = m(s) k. Die letztere
fir die Abschnitte Ly und L; (unter Beriicksichtigung der angegebenen
Fortschreitungsrichtung) angeschrieben, erhilt man

fiir den Abschnitt Ly m(s) = ay X ) = m{»

fir den Abschnitt L; m(s) = —f;; X ' = m}ik).

Ok

Abb. 2. Das statisch bestimmte Grundsystem
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Der Querschnitt 4; kann sich in Richtung e; nicht verschieben. Nach dem
Betti-Satz wird dies durch die Gleichung

e;-d; =d; = —I]‘EJ‘m(s)-M(s)ds ==

Lok

ausgedriickt. Die rechte Seite der Gleichung ausfiirlicher geschrieben, erhilt
man die Gleichung

ag [T XM(s)ds — £ [ X M(s)ds =0 (1)

Ly L

die fiir einen beliebigen Trigerabschnitt 4,44, kennzeichnend ist und den
Ausgangspunkt fiir weitere Berechnungen bilden kann. Daher wird im weiteren
diese Gleichung als die Grundgleichung fiir den Tréagerabschnitt A,4,4; be-

zeichnet.

2. Das Rechenverfahren

2.1 Anordnung des Gelenks C,

Abb. 3 zeigt das Grundsystem des Gelenktriigers auf 6 Stiitzen. Not-
wendigenfalls werden 4 Gelenke so angeordnet, daf3 aus dem Auflagepunkt
A5 ausgehend in jede Stiitzweite je ein Gelenk kommt; das letzte wird dann
in der Stiitzweite 4,4, liegen. In der Abbildung sind die beim Gelenk C,
— als Ersatz fiir die urspriinglichen starren Verbindungen — eingesetzten
Kriftepaare (mit einstweilen unbekannten Momenten M,) sowie das im Triger
auf deren Wirkung entstehende Kriftesystem dargestellt. Durch die gebrochene
Linie 4,—Vy—Vp—V,,—V,,—A4;, die durch » V¢ gekennzeichnet ist, wird
zugleich der Verlauf der Biegemomentenfunktion Mym,(s) veranschaulicht
(die Krifte ¢,; gehoren zum Kriftepaar mit dem Einheitsmoment M = 1).

Aus der Abbildung ist auch leicht zu erkennen, dal} bei einer bheliehigen
Zabl n+-1 der Abstiitzungen — werden die Gelenke derart angeordnet, daf}
in die erste Stiitzweite T, kein Gelenk kommt — infolge der Wirkung der

Abb. 3. Das Grundsystem des Gelenktrigers auf 6 Stiitzen
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Kriftepaare mit dem Moment M, die beim Gelenk C; angreifen, eine Funk-
tion Mmy(s) entsteht, die zwischen den Auflagepunkten A;.;— A4, identisch
gleich Null ist, wobei die die Funktion darstellende gebrochene Linie » V®¢ aus
Punkt 4, ausgeht und — mit Ausnahme des Gelenks C, — iiber simtliche
Gelenke in Punkt A, ; endet,

Abb. 4 veranschaulicht den Trigerabschnitt 4 4,4, mit den gebrochenen
Linien ¥ und V. Es wird fiir diesen Abschnitt die Grundgleichung (1)
angeschrieben, wobei der Umstand zu beriicksichtigen ist, daf auf dem Ab-
schnitt T;

n-—1
MG)=Mg +Mm;+ 3 Mm;=
i=jt1
. - n—1 W
=My = MB,;,; xRUD L 3 Mep;; x pU
i=j+1
gilt. (Mg ist das zum bekannten #ulleren Kriftesystem gehérende Moment).
Damit gilt
a, [ 19 % (Mg + Mymyg)ds — £, (19 x (M + Mym,,)ds +
10 Il

92
n—1 n—1 (")
+ap I M; {10 X myds —f£5,- 3 M; {19 % muds = 0.

i=2 1, =2 I

Durch eine geeignete Anordnung des Gelenks C; wird erreicht, dafl die Summen
der Glieder in der ersten und in der zweiten Zeile der Gl. (2) auch getrennt
gleich Null seien; damit 148t sich aus der ersten Zeile das unbekannte Moment

ay, {102 Myds — £, [ 202 x Myds

.“f[l e ly hL
[ £ myds

errechnen.

Abb. 4. Der Trdgerabschnitt A A, 4,
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Die zweite Zeile ergibt allein Null, wenn bei einem heliebigen i -

12810 Y 10D 5 (e X p) ds — froe, - 5 £ (e X pM) ds =
! i
= @iolip " Y PO X (a, ¥ r™ ) ds — gymyy - § ™ X (fi, xr1?)ds = 0
I, L

gilt.
Es seien
{ @iy x pVds = q;; =g,k
15
und
[ 29 (epyyx p0) ds = 1P X q;; = v,
I
ferner
‘g‘ aij X I‘(ij) dS = u,-j’,\, = uijyk k y
I
— [ £; X e ds = wy; ;= w;; ; k
I
und

6% x (axx)ds = o, X uy

Ix

- X p® X (£ xx@) ds = ) , X wij i
Ix

Die Integrale in der ersten Zeile der Formel (3) ergeben — von den Skalar-
multiplikatoren abgesehen — die fiir die Wirkungslinie e, des resultierenden
Vektors q;, bzw. fiir die Wirkungslinie e, des resultierenden Vektors g;; berech-
neten Momente. In der zweiten Zeile stehen hingegen die fiir die Wirkungslinie
n;, der Resultierenden u,,, bzw. fiir die Wirkungslinie n;; der Resultierenden
wy, ;1 errechneten Momente mit dem skalaren Wert ¢ multipliziert.

Aus dem Gleichgewicht des Abschnitts A,4,C; folgt

Qi + Pty — @y = ﬁil[ﬂ +e — (Pil] =0,
Bix Bix
bzw. die Kurzbezeichnungen
Py ¢, und 2y,
ﬁik ik
eingefiihrt
q)io’"‘l'el_q)il:o' (4)

Auch das ist offenbar, dal — ist Gl. (3) giiltig — sie mit den entsprechenden
B-Werten dividiert auch anstatt der ¢-Werte fiir die entsprechenden -Vekto-
ren gelten muB. Die gebrochene Linie 4,—V;;—C, in Abb. 5 ist also das fiir
den Vektor e; gezeichnete Seilpolygon, wiihrend ¢, —t; die Seilvektoren
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sind. Damit gelten dann

Yio = Yuo + Apity,
Yip = Yu + Apity -

(Die Gerade A,C, ist die Culmannsche Gerade, deren Richtung durch den
Einheitsvektor t; angegeben wird.)

1G]
\

Abb. 5. Die gebrochene Linie 4,— F;—C, ist das fiir den Vektor e, gezeichnete Seilpolygon

In (3) anstelle von ¢, ¢;; einmal den die Beziehung (4) befriedigenden
Vektor, sonst jedoch beliebig gewihlte Vektoren Y,,, $,, bzw. den (noch unbe-
kannten) Vektor t, eingesetzt, erhiilt man zwei Skalargleichungen, deren Auf-
lésung die beiden Koordinaten liefert, die den Ort des_Gelenks C; bestimmen,

Die Verhiltnisse gestalten sich iibersichtlicher, wenn man beriicksichtigt,
daf} die Resultierende eines die ebene Kurve entlang auf deren Ebene senk-
rechten und linear verteilten Vektorensystems p = exr die Kurvenebene im
zur Wirkungslinie des Vektors e als Geraden und zu dem — zum Schwerpunkt
der ebenen Kurve gehirigen — Trigheitstensor gehérenden Antipol P schneidet.
Das bedeutet, dafl der Ort der Resultierenden u,,, im auf den Schwerpunkt
S, bezogenen Antipol P, der Geraden A;0,, und der Ort der Resultierenden
wyo im auf den Schwerpunkt S, bezogenen Antipol P, der Geraden 4,0,
Iiegf (Abb. 6). Werden also die Ger:zde 4,V durch den Punkt P, die Gerade
V.1 V.o durch den Punkt P; gefiihrt, so wird fiir den in dieser Weise bestimmten

Vektor P, g, Yy Gl. (3) mit Sicherheit gelten und €, muf} in der Geraden V,,V,,

liegen. Da weiterhin

n
gviu = pi),, — ACity

Wiz,

5 Periodica Polytechnica M. 17/2.
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und die Bezeichnung
’ Upo o+ Wypy = by,
eingefiihrt,

- [(P&O,),,gum,o + P%?z,ﬂvlz,l) X k] =[t; X (p(l?x)z,oul?.,o + 9531)2.1“712,1)] k=
= (t, X Pgozbm) k=10

Abb. 6. Die Bestimmung des Gelenks C,; a

lediglich dann gelten kann, wenn pf,(;)z zu t, parallel ist, mul} also C; auch in

der Geraden A P, liegen. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden ist
also der Ort von C; eindeutig bestimmt.

2.2 Anordnung der weiteren Gelenke

Die Grundgleichung des Trigerabschnitts 44,4, hat die Form:

ay - [ 109 X [(My + Mymyg) + Mymy]ds —
I,
- n—1 .
—f5 [ 20 X [(Mg + Mymy,) + Mymylds + a5 M; | 2% xmyds —  (5)
Lus =3

n-—1 . “
— £ 3 M ([ x"®xmyds + | 29 xXmyds) = 0.
i=3 A I

Durch die entsprechende Anordnung des Gelenks C, 148t sich auch erreichen,
daB die Summe der zwei ersten bzw. der anderen Glieder der Gl. (5) auch
gesondert gleich Null seien, damit kann in Kenntnis von M; aus der ersten
Zeile M, berechnet werden. '




KRAFTESPIEL IN GEKRUMMTEN TRAGERN 165

Die Summe der anderen Glieder allein wird dann gleich Null sein, wenn
fiir jedes i die Gleichung

a3° Y £ X pgds — £+ ( j ¥ x pds - f 108 5 r0ds) = 0 (6)
lo hL 1,
gilt.

Lésen wir fy, in die einstweilen unbekannten Komponenten
7’ 4
fi3 = f; — 13
auf, um diesen Ausdruck in (6) eingesetzt

a- (199 X peds — 5 (0% pyds =0 (7)
I 1

zu erhalten. Nach Abb. 7 gilt

(13) _ y ; 0 N
r09 = 0,541, + 09, wyp = $ro % e,
daher ist

ay; [ 219 5 pods = ay, - j e (Yo X p)ds = ayy J(Aoz) VT
7, L

J(,Rz, ist der auf Punkt A, bezogene Tensor des Trdgerabschnitts T,. Die frither
benutzte Beziehung

Gy = Yo + Ayt

erméglicht, statt (7) zwei Gleichungen anzuschreiben:

ay I8 oo — i vy = ¢ —fi3-v,; =0 (8.1)
ay IRty —fig vy = —fl;-v; = 0. (8.2)

Abb. 7. Der Tragerabschnitt 4,4, 4,
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Hier sind
JexpWds = [t xp0ds =7,k
. I I;
und
§ xR (5 x o) ds = v,
I;
Die Reziprokvektoren
v x k

kx v
v’ ‘

1
Vi = (13)(13)
kv::l vrl

YIB* —
eingefiihrt, erhilt man
fll3 = Cl\)g}lg)* -+ c_).V(rlgB)*-

Das Gesagte laBit sich auch leicht veranschaulichen. Es seien ndmlich der
Angriffspunkt der Resultierenden w;, , Punkt 77, (Abb.8) und der Angriffspunkt
der Resultierenden wy;; der Punkt IT;. Da nachgewiesen ist, daf Gl (7) fir
jedes Vektorenpaar g, Yy giiltig ist, wird sig auch fiir die durch die gebrochene
Linie A JT,V;,C,V,, bestimmten Vektoren J/, und ¢, gelten. Das ist jedoch
nur méglich, wenn Punkt I7] in der Geraden V/,C, liegt; das bedeutet, daf} die
Wirkungslinie von f; durch den auf S; bezogenen Antipol V; dieser Geraden
geht. Anderseits ist

q)fj = q);] + Aw,tl s
also gilt

) £y X (el gz, + ngi)a,ﬂ”{gg) =t XpR b =0,

mit

by, =50+ Wigg -

Das bedeutet, daB der Angriffspunkt von by im Schnittpunkt der Geraden
I, 117 und A(C, ist. Daraus liBt sich die GroBe von f]; berechnen.

Abb. 8. Die Bestimmung des Angriffspunktes des Vektors by
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In Kenntnis dieser erhilt nun (6) die Form:
- jﬂ X yds — £, ( 33y ds =

=y f X ds — - [ X s = 0 9)

Durch diese Gleichung wird ausgedriickt, da} das y;,-fache des fiir die Wirkungs-
linie n;, des auf dem Abschnitt T, linear verteilten Vektorensystems

m) = — £y x 113
berechneten Moments und das y;,-fache des fiir die Wirkungslinie n;, des auf
dem Abschnitt T, linear verteilten Vektorensystems

mi? = — £, X2

berechneten Moments einander gleich sind. Der Ort der Resultierenden wi;
des ersten Vektorensystems ist der auf den Schwerpunkt S; bezogene Antipol
II} der den Punkt Oy, kreuzenden und mit e} bezeichneten Geraden, der Ort
der Resultierenden wy,, des zweiten Vektorensystems der auf den Schwerpunkt
S, bezogene Antipol I7, der Geraden 0,4,

Da die gebrochene Linie C,V,,C, das fiir den Vektor tor e, gezeichnete Seil-
polygon ist, mit den Seilvektoren ¢, und ¢, wobei C1C = C,Cyt, die Cul-
mannsche Gerade darstellt, gelten nach Abb. 9

i =Yg + Apst, .

Py = bp T Ay, .

[ i;;
T
sz

Abb. 9. Die Bestimmung des Gelenks C,
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Kreuzen die Gerade C;V}, den Punkt /77 in Abb. 9 und die Gerade V;,V,, den
Punkt I7,, werden die so angegebenen Vektoren 3 und ¢, die Gleichung (9)
gewif} befriedigen und C, wird in der Geraden V,I7, liegen. Ferner, da

953?3, P(l) — C,Got,

Wiz,

und der Angriffspunkt der Resultierenden

b, = W;'g,l = Wiz
der Punkt I7,ist. nimmt (9) nachdem {;; und ;, bestimmt wurden, die folgende
einfache Form an:

- [(9&23 1'15'1,23.1 - P$333,21013,2) 2 k] =
= [k, ¥ (p“»? JWigq + puw L050)] - ko= (£, péllzb o) k=190.

Dies kann jedoch nur giiltig sein, weunn t, parallel zu oglli ist, d. h. wenn G, in
der Geraden C,J1, liegt. Der Ort von C, ist somit durch den Schnittpunkt der
Geraden V[1, und C /I, eindeutig bestimmt,

In dhnlicher Weise fortschreitend werden Schritt fiir Schritt die Orte
sdmtlicher Gelenke ermittelt. Die Lage des Gelenks C;_ 148t sich im allgemei-
nen mit Hilfe der fiir den Trégerabschnitt 4 4,4; angeschriebenen Grund-
gleichung bestimmen, nach dem in Punkt 22 dargelegten Gedankengang.

Bei verdnderlichen Querschnitten bleibt die Berechnung im wesentlichen
unverindert, vorausgesetzt, dafl die Stabebene auch weiterhin die Schwer-
punkt-Trigheitshauptebene simtlicher Querschnitte ist. In diesem Falle kann
selbstverstidndlich das verdnderliche Moment zweiter Ordnung I = I(s) nicht
vor das Integralzeichen ausgeklammert werden; das bedeutet, daf§ die Be-
rechnung der Schwerpunkte bzw. der geometrischen Gréflen in Verbindung
mit dem Trégheitstensor (Pol-Antipolare) der Kurvenabschnitte auf die Kurve

0 . s - -
mit dem »Gewicht« T = du zu beziehen ist.

Zusammenfassung

Im Beitrag wird die Berechnung des Kriftespiels von durchlaufenden, eben gekriimmten
Stiben behandelt, wo die Stiitzebenen der Rollenauflagerungen auf die Stab-und die Belastungs-
ebene senkrecht stehen, zueinander jedoch nicht parallel sind. Als Grundsystem wird der sich
durch die Einfiigung von Gelenken ergebende statisch bestimmte Trager benutzt. Zweck
der Berechnung ist, ‘die Gelenke so anzuordnen dal} sich die Berechnuntf der Gelenkpunkt-
momente auf die Auflo=ung von Gleichungen mit einer Unbekannten zuriickfiihren 10t
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