
BERECHNUNG DES KRÄFTESPIELS 
IN DURCHLAUFENDEN 

EBEN GEKRÜMMTEN TRÄGERN 

Von 

Lehrstuhl für ::\1echanik, Fakultät für Verkehrswesen 
Technische Universität Budapest 

(Eingegangen am 27. Juli, 1972.) 

Vorgelegt von Prof. Dr. P. MICHELBERGER 

Einleitung 

Die Klärung des Kräftespiels von »durchlaufenden Trägern« stellt eme 
im technischen Leben ziemlich oft vorkommende Aufgabe dar. Es werden 
die Träger hierher gezählt, die aus der Sicht des belastenden, aktiven Kräfte­
systems statisch unbestimmt abgestützt sind, die Zahl der AufIagerungen 
also höher als die für die Gewährleistung des Gleichgewichts notwendige 
Anzahl ist. 

(Die bei Fahrzeugen gebräuchlichen Trägernetz-Modelle führen zum 
Beispiel oft zu einer vereinfachten Berechnung, wo der Rahmen praktiscn 
mit guter Näherung als ein auf dem Oberbau aufliegender, durchlaufender, 
ebener Träger - auf festem Auflager - gelten kann.) 

In Abhängigkeit von der geometrischen Form der Verbindungsmittel­
linie der Schwerpunkte der einzelnen Querschnitte wird von geraden oder 
gekrümmten Durchlauf trägern gesprochen. Diese Unterscheidung weist eigent­
lich gar nicht auf die unterschiedliche Form der Trägermittellinie hin, sondern 
vielmehr auf die unterschiedlichen Berechnungsmöglichkeiten der unbekannten 
(äußeren und inneren) Reaktionen. Als gerader Durchlauf träger wird in der 
Regel ein ebenbelasteter, gerader Träger auf n+ 1 Abstützungen bezeichnet, 
von denen eine Gelenkstütze und n RollenaufIagerungell darstellen, deren 
Stütz ebenen zueinander parallel und auf die Ebene des aktiven Kräftesystems 
senkrecht sind. Die Belastungsebene ist aber in der Regel eine Schwerpunkt­
Trägheitshauptebene aller Querschnitte. 

Im Vergleich zu dem beschriebenen Träger stellt auch ein durchlaufender, 
gekrümmter Stab mechanisch keine Abweichung dar, dessen Mittellinie eine 
ebene Kurve in der Belastungsebene ist und dessen Abstützungen dem Vor­
hergesagten entsprechen. 

Ein Berechnungsverfahren wurde für das Kräftespiel derartiger Träger 
in [1] ausgearbeitet. Durch die Einfügung von Gelenken werden die Träger 



158 

in statisch bestimmte Träger umgewandelt und durch eine geeignete Anord­
nung der Gelenke wird ermöglicht, daß sich die unbekannten Momente Nli 
der Kräftepaare bei den Gelenken - unter Berücksichtigung der entsprechen­
den Reihenfolge - aus der Lösung von Gleichungen mit einer Unbekannten 
ergeben. 

N ach anderen Methoden und über einen anderen Gedankengang gelangt 
auch [2] zu demselben Ergebnis. 

In der vorliegenden Arbeit sollte das Kräftespiel der durchlaufenden 
eben gekrümmten Träger untersucht werden, die folgende Bedingungen 
befriedigen: 

a) der Träger ist in seiner Ebene durch ein äußeres Kräftesystem belastet 
b) die Ebene (der Mittellinie) des Trägers ist die Sch"lerpunkt-Trägheits­

hauptebene sämtlicher Trägerquerschnitte 
c) von den angesetzten n + 1 Bedingungen besteht eine im Vorhandensein 

~ines Gelenks und die n weiteren in Rollenauflagerungen mit auf die Ebene 
des Trägers (und der Belastung) senkrechten Stützebenen, wobei die Richtungen 
letzterer einander gegenüber unterschiedlich sein können. 

Dabei wird versucht, - ähnlich wie in [1] und [2] - durch die Einfügung 
von zweckmäßig angeordneten Gelenken die Berechnung der Gelenkpunkt­
momente durch die Auflösung von Gleichungen mit einer Unbekannten zu 
ermöglichen. Auch die bei dem Nachweis ähnlicher Träger allgemein ange­
nommene und benutzte Näherung wird herangezogen, wo neben dem Einfluß 
der Biegebeanspruchungen die Wirkung der Normal- und Scherbeanspruchun­
gen vernachlässigt, und die Spannungsverteilung infolge der Biegebean­
spruchung im Querschnitt als linear betrachtet (das heißt eine mäßige Mittel­
linienkrümmung vorausgesetzt) wird. 

(Als derartige Träger können im allgemeinen die Fahrzeugrahmen gelten. 
Bei deren Berechnung begnügt man sich in der Regel mit der Berücksichtigung 
von geraden Trägern, wobei diese hinsichtlich ihrer Formgestaltung vielmehr 
zu den gekrümmten Trägern zählen sollten; die angeführten Bedingungen 
werden in der Regel auch bei diesen befriedigt.) 

1. Die Grundgleichung der Berechnung 

Abb. 1 zeigt einen eben gekrümmten Träger auf n+l Auflagern. Die 
Auflagepunkte sind in der Abbildung durch Ai bezeichnet, die Länge des 
Trägerabschnitts »T/< zwischen zwei benachbarten Auflagepunkten - Ai und 
A i+ 1 - ist li, die Länge des Stababschnitts zwischen zwei nicht benachbarten 
Punkten Ai und A k ist L ik • ei bedeutet den Normaleinheitsvektor der Stütz­
ebene beim Auflagepunkt Ai' Bei einer Belastung in der Abbildungsebene ist 
der Träger statisch n-1-fach unbestimmt. Neben den bereits angegebenen 
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Bedingungen wird der Einfachheit halber einstweilen auch vorgeschrieben, 
daß der Trägerquerschnitt konstant ist. 

Im ersten Schritt werden sämtliche Auflager mit Ausnahme des Gelenks 
und der k"ten Rolle eliminiert (Abb. 2). Damit ist die Auflagerung statisch 
bestimmt, wobei die aktive Last Ga für den Träger durch das aus bekannten 
Kräften bestehende Kräftesystem »K« (die aktive Belastung des ursprüng­
lichen Trägers) sowie durch die Ersatzkräfte Fj = Fjej für die eliminierten 
A.bstützungen gebildet wird. Mit den Reaktionen in den Punkten A o und Ale 
stellen diese das Kräftesystem EI dar. 

Für die Berechnung bedienten wir uns des Betti-Satzes. Dabei wurde 
als zweites Kräftesystem Ez das aus der in Punkt Ai angreifenden aktiven 
Kraft ei von Einheitsgröße und aus den zu dieser gehörenden Reaktionen 
ai/e. fil( bestehende Kräftesystem verwendet. Der Normaleinheitsvektor der 
Rahmenebene sei der Vektor k. Zu den beiden Kräftesystemen gehören die 
Biegemomentenfunktionen M(s) = M(s) k bzw. m(s) = m(s) k. Die letztere 
für die Abschnitte L Oi und L iI( (unter Berücksichtigung der angegebenen 
Fortschreitungsrichtung) angeschrieben, erhält man 

für den Absehnitt L oi m(s) = '/ (ile) (ik) 
ail( '" r = m a 

fu"r den Ab h 'tt L m(s) -_ f X (ile) _ (ile) _'ci. sc nl ile - ile ,r - mf . 

Abb. 1. Eben gekrümmter Träger auf n + 1 Auflagern 

\~ 
Ai· 

Abb. 2. Das statisch bestimmte Grundsystem 
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Der Querschnitt Ai kann sich in Richtung Ci nicht verschieben. Nach dem 
Betti-Satz wird dies durch die Gleichung 

ei' di = du = _1_ fm(s). lUes) ds = 0 
JE 

ausgedrückt. Die rechte Seite der Gleichung ausfürlicher geschrieben, erhält 
man die Gleichung 

aik' J r U/{) X lUes) ds - f ik · J r U/{) X lUes) ds = 0 (I) 
L\ii Lik 

die für einen beliebigen Trägerabschnitt AoAiA" kennzeichnend ist und den 
Ausgangspunkt für -weitere Berechnungen bilden kann. Daher wird im weiteren 
diese Gleichung als die Gmndgleichung für den Trägerabschnitt AoAiA" be­
zeichnet. 

2. Das Rechenverfahren 

2.1 Anordnung des Gelenks Cl 

Abb. 3 zeigt das Grundsystem des Gelenkträgers auf 6 Stützen. Not­
wendigenfalls werden 4 Gelenke so angeordnet, daß aus dem Auflagepunkt 
As ausgehend in jede Stützweite je ein Gelenk kommt; das letzte wird dann 
in der Stützweite A I A 2 liegen. In der Abbildung sind die beim Gelenk C4 

- als Ersatz für die ursprünglichen starren Verbindungen - eingesetzten 
Kräftepaare (mit einst-weilen unbekannten Momenten 1114) sowie das im Träger 
auf deren Wirkung entstehende Kräftesystem dargestellt. Durch die gebrochene 
Linie A o- Vn - V12 - V i3 - Vi_i-As, die durch » V(-l)« gekennzeichnet ist, wird 
zugleich dcr Verlauf der Biegemomentenfunktion j\14m.l(S) veranschaulicht 
(die Kräfte <?4j gehören zum Kräftepaar mit dem Einheitsmoment i\1~ = 1). 

Aus der Abbildung ist auch leicht zu erkennen, daß bei einer beliebigen 
Zahl n+1 der Abstützungen - ·werden die Gelenke derart angeordnet, daß 
in die erste Stützweite T 0 kein Gelenk kommt - infolge der Wirkung der 

Abb. 3. Das Grundsystem des Gelenkträgers auf 6 Stützen 
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Kräftepaare mit dem Moment NI,,, die beim Gelenk C" angreifen, eine Funk­
tion lvhmk(s) entsteht, die zwischen den Auflagepunkten A"+l-An identisch 
gleich Null ist, ,·.robei die die Funktion darstellende gebrochene Linie » V(k)« aus 

Punkt A o ausgeht und - mit Ausnahme des Gelenks C" - über sämtliche 

Gelenke in Punkt A k + 1 endet. 
Abb. 4 veranschaulicht den Trägerabschnitt A oA l A 2 mit den gebrochenen 

Linien V(J) und V(i). Es wird für diesen Abschnitt die Grundgleichung (1) 
angeschrieben, wobei der Umstand zu berücksichtigen ist, daß auf dem Ab­
schnitt Tj 

n-l 

lVljmjj + 2: Mimij = 
i=j+l 

n-l 
)' l''''.((} .. X f'l(j) 

,t;;..J .l..Y.1 ZT1j ~-

i=j+l 

gilt. (M K ist das zum bekannten äußeren Kräftesystem gehörende Moment). 
Damit gilt 

a 12 ' S r(12) X (MI( + jlfl m 10) ds - f12 • J r(12) X (MI( + l\.fl m n ) ds + 
4 ~ 

n-l 11-1 (2) 
+ a12 ' 2: ll:Ii S r(12) X miOds - f 1Z ' 2: lvIi J r(12) X mi1ds = O. 

i=2 I, i=2 I, 

Durch eine geeignete Anordnung des Gelenks Cl wird erreicht, daß die Summen 
der Glieder in der ersten und in der zweiten Zeile der GI. (2) auch getrennt 
gleich Null seien; damit läßt sich aus der ersten Zeile das unbekannte Moment 

errechnen, 

a12 ' J 1'(12) >< l\'1l\ds - f12 • J 1'(12) X Ml\ds 
jH

1 
= ___ ~I, __________ I..:..., ____ --

a12 ' J r(12) X mlOds - f12 • .\' 1'(12) X mnds 
I, I, 

V1!=OI2 

Abb. 4. Der Trägerab~chnitt A oA 1A 2 
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gilt. 

und 

B. S.4LYI 

Die zweite Zeile ergibt allein Null, wenn bei einem beliebigen i 

alZe12 ' J r(12) X (Cj)iO X p(O») ds - flZe2' J r(12) X (Cj)il X p(1») ds = 
I, [, 

f{JioniO' .1 p(O) X (a12 Y r(lZ») ds - <Pilnil' J p(1) X (fu X r(12») ds = 0 

Es seien 

~ 4 

J Cj)ij X pUlds = qij =qijk 
Ij 

r r(Pk) X (rn .. X p(j») ds = r(/?k) X q .. = V(P'k) .l T IJ IJ IJ I}' 

[j 

ferner 

und 

J aij X r(ij) ds = Uij, ~ = Uij,k k, 
1;, 

- J f ij X r W) ds = Wij,k = Wij,kk 
[k 

J p(k) X (aij X r W») ds = p~~L X Uij, , .. 
[k 

- J p(k) X (f .. X rWl ) ds = pU) X w·· ,. I} W",k L), l • 

1& 

(3) 

Die Integrale in der ersten Zeile der Formel (3) ergeben - von den Skalar­
multiplikatoren abgesehen - die für die Wirkungslinie ek des resultierenden 
Vektors qio bzw. für die Wirkungslinie e2 des resultierenden Vektors qil bereeh~ 
neten Momente. In der zweiten Zeile stehen hingegen die für die Wirkungslinie 
niO der Resultierenden U 12,O bzw. für die Wirkungslinie nil der Resultierenden 
W 12,l errechneten Momente mit dem skalaren Wert Cf multipliziert. 

AllS dem Gleichgewicht des Abschnitts AoAlCl folgt 

I ß ß [Cj)iO I Cj)il ] 0 Cj)iO -, ilel - Cj)il = il ßil -, el - ßil = , 

bzw. die Kurzbezeichnungen 

Cj)ij 
--=l.\Jij und 
ßik 

eingeführt 
(4) 

Auch das ist offenbar, daß - ist GI. (3) gültig - sie mit den entsprechenden 
ß-Werten dividiert auch anstatt der Cj)-Werte für die entsprechenden I.\J-Vekto­
ren gelten muß. Die gebrochene Linie A o- ViI-Cl in Abb. 5 ist also das für 
den Vektor el gezeichnete Seilpolygon, während l.\JiO' -l.\Ji1 die Seilvektoren 
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sind. Damit gelten dann 

(Die Gerade A OC1 ist die Culmannsche Gerade, deren Richtung durch den 
Einheitsvektor t 1 angegeben wird.) 

Abb. 5. Die gebrochene Linie A o- Vi/-Cl ist das für den Vektor el gezeichnete Seilpolygon 

In (3) anstelle von <PiO, <Pi! einmal den die Beziehung (4) befriedigenden 
Vektor, sonst jedoch beliebig gewählte Vektoren I./J~o, I./J",! bzw. den (noch unbe­
kannten) Vektor t 1 eingesetzt, erhält man zwei Skalargleichungen, deren Auf­
lösung die beiden Koordinaten liefert, die den Ort des Gelenks Cl bestimmen. 

Die Verhältnisse gestalten sich übersichtlicher, wenn man berücksichtigt, 
daß die Resultierende eines die ebene Kurve entlang auf deren Ebene senk­
rechten und linear verteilten Vektorensystems p = eX r die Kurvenebene im 
zur Wirkungslinie des Vektors e als Geraden und zu dem - zum Schwerpunkt 
der ebenen Kurve gehörigen - Trägheitstensor gehörendenAntipolP schneidet. 
Das bedeutet, daß der Ort der Resultierenden u12,o im auf den Schwerpunkt 
SI bezogenen Antipol Po der Geraden A 00 12 und der Ort der Resultierenden 
W 12,1 im auf den Schwerpunkt S2 bezogenen Antipol PI der Geraden A 20 12 

liegt (Abb. 6). Werden also die Ger"de A OV"'l durch den Punkt Po, die Gerade 
V"'l V"2 durch den Punkt PI geführt, so wird für den in dieser Weise bestimmten 

Vektor I./J"o' 1./J"1 GI. (3) mit Sicherheit gelten und Cl muß in der Geraden V"l V"2 
liegen. Da weiterhin 

5 Periodica Polytechnica M. 17/2. 
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und die Bezeichnung 

eingeführt, 

Abb. 6. Die Bestimmung des Gelenks Cl 

lediglich dann gelten kann, wenn ph~~ zu t 1 parallel ist, muß also Cl auch in 
der Geraden A oP 01 liegen. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden ist 
also der Ort yon Cl eindeutig bestimmt. 

2.2 Anordnung der weiteren Gelenke 

Die Grundgleichung des Trägerabschnitts A oA 1A 3 hat die Form: 

a 13 • J r(13) X [(MK MlIDlO) 
I, 

- f13 • j' 1'(13) X [(MK 

Tl-I 

lvlzID2l] ds + a 13 • J: jHi j' 1'(13) X IDiOds (5) 
L 13 i=3 I, 

Tl-I 

- f13 • 2: Mi ( j' 1'(13) X IDilds T J 1'(13) X IDi2ds) = O. 
;=3 I, I, 

Durch die entsprechende Anordnung des Gelenks Cz läßt sich auch erreichen, 
daß die Summe der zwei ersten bzw. der anderen Glieder der GI. (5) auch 
gesondert gleich Null seien, damit kann in Kenntnis von MI aus der ersten 
Zeile Nlz berechnet werden. 
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Die Summe der anderen Glieder allein wird dann gleich Null sein, wenn 
für jedes i die Gleichung 

a 13 ' J r(13) X [J.iOds - f 13 • ( J r(13) X [J.ilds + S r(13) X [J.i2ds) = 0 (6) 
10 I, I, 

gilt. 
Lösen wir f l3 in die einstweilen unbekannten Komponenten 

auf, um diesen Ausdruck in (6) eingesetzt 

a 13 • J r(13) X [J.iOds - f{3' J r(13) X [J.ilds = 0 (7) 
~ ~ 

zu erhalten. Nach Abb. 7 gilt 

daher ist 

(.r. v p(O)ds - a J(O).r. 
't'iO "" - 13· Ao· 't'io . 

J~~ ist der auf Punkt A 0 bezogene Tensor des Trägerahschnitts T O' Die früher 
benutzte Beziehung 

ermöglicht, statt (7) zweI Gleichungen anzuschreiben: 

Abb. 7. Der Trägerabschnitt AoA1Aa 

5* 

(8.1) 

(8.2) 
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Hier sind 
J t l X p(l) ds = J t l X p(O)ds = Tilk 
~ Ir 

und 
J r(pk) X (tl X pO») ds = v<rt). 
I; 

Die Reziprokvektoren 
(13) X k 

V(l3)* _ Vrl 
~1 - -k-(1-3)-(-1-3)' 

Vü Vrl 

eingeführt, erhält man 

Das Gesagte läßt sich auch leicht vpranschaulichen. Es seien nämlich der 
Angriffspunkt der Resultiprenden u 13,o Punkt llo (Abb. 8) und der Angriffspunkt 
der Resultierenden W 13,1 der Punkt ll{. Da nachgewiesen ist, daß GI. (7) für 
jedes Vektorenpaar ~iO' ~il gültig ist, wird sie auch für die durch die gebrochene 
Linie Aollo V~lCl V~2 bestimmten Vektoren ~~o und ~~l gelten. Das ist jedoch 
nur möglich, wenn Punkt ll{ in der Geraden V~IClliegt; das bedeutet, daß die 
Wirkungslinie von f{3 durch den auf SI bezogenen Antipol VI dieser Geraden 
geht. Anderseits ist 

also gilt 

mit 

~ij = ~~j 

, 
WI3,0' 

Das bedeutet, daß der Angriffspunkt von h~1 im Schnittpunkt der Geraden 
lloll{ und AoCl ist. Daraus läßt sich die Größe von f{3 berechnen. 

Abb. 8. Die Bestimmung des Angriffspunktes des Vektors bOl 
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In Kenntnis dieser erhält nun (6) die Form: 

f{3· S r(13) X [J.i1dS - f 13 • J r(13) X [J.i2ds = 
I, I, 

= \j.!il . J p(l) X m)-;;,) ds - \j.!i2 . S p(2) X mY3)ds = 0 (9) 
~ ~ 

Durch diese Gleichung wird ausgedrückt, daß das lPil-fache des für die Wirkungs­
linie llil dcs auf dem Abschnitt Tl linear verteilten Vektorensystems 

m (l3) - f" V r(13) 1" - - 13 r, 

berechneten Moments und das lPi2-fache des für die Wirkungs linie ni2 des auf 
dem Abschnitt T2 linear ycrteilten Vektorensystems 

berechneten Moments einander gleich sind. Der Ort der Resultierenden W~3,1 
des ersten Vektorensystems ist der auf den Schwerpunkt SI bezogene Antipol 
II{ der den Punkt 0 13 krcuzenden und mit e~ bezeichneten Geraden, der Ort 
der Resultierenden W 13,2 des zweiten Vektorensystems der auf den Schwerpunkt 
S2 bezogene Antipol IIz der Geraden 013A3. 

Da die gebrochene Linie Cl VizCz das für den V ek~2 gezeichnete Seil­
polygon ist, mit den Seilvektoren \j.!'1' und \j.!i2' wobei C1C2 = C1CZtZ die Cul­
mannsche Gerade darstellt, gelten nach Abb. 9 
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Kreuzen die Gerade Cl V,B2 den Punkt II~ in Abb. 9 und die Gerade Vp2 Vp3 den 

Punkt 112' werden die so angegebenen Vektoren ~il1 und ~P2 die Gleichung (9) 
gewiß befriedigen und C2 wird in der Geraden Vpil2 liegen. Ferner, da 

und der Angriffspunkt der Resultierenden 

h -w" 12 - 13'1 

der Punkt II12 ist, nimmt (9) nachdem ~,)l und ~rJ2 bestimmt wurden, die folgende 
einfache Form an: 

[t '/ ( (1) . " = ., /" Pw' U:1 3 1 .. ]:'bl, P(l) l{' )] k - (t vp(1)b ) k - 0 B' .~ i) • - ') /'.. o' 1')· - . 
13,~ 0,- - l~-

Dies kann jedoch nur gültig sein, "wenn t 2 parallel zu Pb~~ ist, cl. h. wenn C2 in 
der Geraden Cillu liegt. Der Ort von C2 ist somit durch den Schnittpunkt der 
Geraden Vr32II2 und C1II12 eindeutig hestimmt. 

In ähnlicher W-eise fortschreitend werden Schritt für Schritt die Orte 
sämtlicher Gelenke ermittelt, Die Lage des Gelenks Cj _ 1 läßt sich im allgemei­
ncn mit Hilfe der für den Trägerabschnitt A OA 1A j angeschriehenen Grund­
gleichung hestimmen, nach dem in Punkt 22 dargelegten Gedankengang. 

Bei veränderlichen Quersehnittcn bleibt die Berechnung im wesentlichen 
unverändert, vorausgesetzt, daß die Stabebene auch weiterhin die Schwer­
punkt"Trägheitshauptehene sämtlicher Querschnitte ist. In diesem Falle kann 
selbstycrständlich das veränderliche Moment zweiter Ordnung I I(s) nicht 
vor das Integralzeichen ausgeklammert werden; das bedeutet, daß die Be­
rechnung der Schwerpunkte bzw. der geometrischen Größen in Verbindung 
mit dem Trägheitstensor (Pol-Antipolare) der Kurvenabschnitte auf die Kurye 

ds 
mit dem »Gewieht« - = drt zu beziehen ist. 

I 

Zusammenfassung 

Im Beitrag wird die Berechnung des Kräftespiels von durchlaufenden. eben gekrümmten 
Stäben behandelt, wo die Stützebenen der Rollenauflagerungen auf die Stab- und die Belastungs­
ebene senkrecht stehen, zueinander jedoch nicht parallel sind. Als Grundsystem wird der sich 
durch die Einfügung von Gelenken ergebende statisch bestimmte Träger benutzt. Zweck 
der Berechnung ist, die Gelenke so anzuordnen. daß sich die Berechnung der Gelenkpunkt­
momente auf die Auflösung von Gleichungen mit einer Unbekannten zurückführen läßt. 
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