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Bezeichnungen

2,7, & Zufallsverdnderlichen

e € N(0, 0) Zufallsverinderliche mit dem Erwartungswert 0. der Standardabweichung o
und von normaler Verteilung

X, ¥ physikalische Verinderlichen

M(e Erwartungswert

M(&jxy) bedingter Erwartungswert im Falle x == «x;

@z my, o) Dichtefunktion der Zufallsverinderlichen” mit dem Erwartungswert m;, der
Standardabweichung ¢; und von normaler Verteilung

f(=) Dichtefunktion

F*(®) empirische Dichtefunktion -

F Fourier-Transformation

F-1 inverse Fourier-Transformation

i imaginére Einheit

1. Einleitung

Im Laufe der Verarbeitung von MeBergebnissen entsteht oft die Not-
wendigkeit, die zwischen den gemessenen physikalischen Bezeichnungen beste-
henden Zusammenhéinge durch mathematische Formeln auszudriicken. Bei
der Aufstellung der Zusammenhinge mufl in Betracht gezogen werden, dall
die MeBlergebnisse mit Fehlern behaftet sind. Die MeBfehler ergeben sich aus
systematischen und Zufallsfehlern und es erweist sich als zweckméiBig, diese
durch wahrscheinlichkeitsrechnerische Begriffe zu definieren [2]. Es sei die
zwischen dem genauen physikalischen Wert und dem MeBergebnis bestehende
Differenz durch die Zufallsverdnderliche ¢ gekennzeichnet. Als systematischer
Fehler wird der Erwartungswert M(e) betrachtet, wihrend der Zufallsfehler
als die Schwankung um den Erwartungswert aufgefait wird:

n=2¢— M(e).

Der systematische Fehler kann mit MeBlgeriten geniigender Genauigkeit
anndhernd auf Null vermindert werden. Jedes MeBergebnis ist durch Zufalls-
fehler belastet, zu deren Charakterisierung — in Anlehnung an praktische
Erfahrungen und an den zentralen Grenzverteilungssatz — angenommen
werden kann, daf} sie Zufallsverdnderlichen mit normaler Verteilung und vom
Erwartungswert Null seien.
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Bei der Aufstellung von auf MeBergebnissen beruhenden Zusammen-
hingen wird in der iiberwiegenden Mehrzahl der Fille die Methode der kleinsten
Quadrate verwendet. Der sich auf die Methode heziehende Satz von Gavss—
Margow enthilt auf Grund des Beweises von Réinyr [1] folgende Bedingungen
und Behauptung:

Es soll eine physikalische Erscheinung betrachtet werden, die durch die
Verdnderlichen x und y gekennzeichnet wird. Bei festgesetzten Werten von x
werden Messungen zwecks Bestimmung von vy vorgenommen und es wird
folgendes angenommen:

1. Die Mefiergebnisse sind als Zufallsverinderlichen unabhingig.

Zwischen den Veriinderlichen x und y Lesteht der funktionelle Zusam-
menhang y(x), der linear ist oder durch Transformation linearisiert werden
kann. Die in diesem Zusammenhang vorkommenden unbekannten Konstanten
sollen aus Messungen schatzvngsmaﬁlg bestimmt werden.

3. Bei der Mes

die Werte von v sind durch Zufallsfehler mit dem Erwartungswert Null und

-

ng kénnen die Werte von x genau eingestellt werden,

i

von normaler Verteilung belastet.

Unter diesen Bedingungen sind die nach der ‘\Tethode der kleinsten
Quadrate geschitzten Konstanten die verzerrungsfreien Schitzungen der
tatsichlichen physikalischen Mengen.

Die Bedingungen dieses Satzes vor dem Gesichtspunkt der technischen
Anwendung aus analysiert, kann festgestellt werden, daB sich bei der Befrie-
digung der zweiten und dritten Bedingung Schwierigkeiten einstellen. Was die
zweite Bedingung anbelangt, ist diese fiir die Aussage des Satzes unentbehrlich,
da sie die Existenz der aus der Messung zu bestimmenden Konstanten fest-
legt; in Ermangelung dieser Bedingung besagt der Satz nichts iiber die Eigen-
schaften der Schédtzung. In praktischen Fillen kommt es jedoch verhiltnis-
miBig selten vor, dal die Art der Beziehung zwischen den physikalischen
Verdinderlichen genau bekannt ist. Oft geben die Messungen iiber den Charakter
der Beziehung Aufschluf.

Die dritte Bedingung erfordert, daf} blofl die abhéingige Verdnderliche y
durch einen Mefifehler belastet sei, wihrend die unabhiingige Verdnderliche
x genau eingestellt werden kann. In der iiberwiegenden Mehrzahl der techni-
schen Aufgaben ist sowohl die abhiingige, wie auch die unabhéngige Verdnder-
liche je ein Meflergebnis und somit sind beide fehlerbehaftet.

Es ist zu erkennen, dafl in der Praxis selten Bedingungen gesichert wer-
den konnen, die die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate recht-
fertigen, und auch das Fachschrifttum des Themas bietet keine allgemeinere
Methode. _

Ist der exakte Zusammenhang y(x) zwischen den Verdnderlichen nicht
bekannt, muf} zuor Anniiherung gegriffen werden. Vixcze [3] bedient sich zur
Bestimmung der Konstanten der Ndherungsfunktion der Methode der kleinsten
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Quadrate, die er durch weitere statistische Kontrollen ergéinzt: er fithrt die
qualitative Analyse von mefifehlerartigen Gréflen vor, die sich aus der Abwei-
chung voneinander der Ndherungsfunktion und des MeBpunktes ergeben, und
schliagt vor, die Nullizitdt der Fehlerverteilung nach den Methoden der Hypo-
thesen-Untersuchung zu kontrollieren. Linnix [4] untersucht die Nidherung
mit Polynomen und priift durch die Einfilhrung einer geeigneten Statistik
die Annehmbarkeit der parabolischen Néherung n-ten Grades.

Man erhalt fir die Erwidgung der Annehmbarkeit einer Naherungs-
funktion einen wichtigen Anhalispunkt, wenn das Maximum der Abweichung
voneinander der exakten und der anniherenden Funktion geschitzt werden
kann. Zur Losung dieses Problems wird im vorliegenden Aufsatz eine Methode
vorgeschlagen

2. Formulierung und prinzipielle Lésung der Aufgabe

Es soll ein durch den funktionellen Zusammenhang y(x) gekennzei chneter
physikalischer Vorgang untersucht werden, wobei angenommen wizd:

1. Zwischen den physikalischen Verdnderlichen x und v besteht ein
eindeutiger funktioneller Zusammenhang y(x) von mangelhaft oder gar nicht
beLanmem Tvp.

2. Bei festgesetzten xj; ] = 1,2 ... n Werten werden fiir die Verdnder-
liche ¥ Messungen vorgenommen. Dle Werte 1LJ};1_1 kénnen genau eingestellt
werden, die gemessenen Werte {y;};_; sind durch Zufallsfehler belastet, die
Zufallsverdnderlichen mit dem Erwartungswert Null und von normaler Ver-
teilung sind.

3. Die gemessenen Werte {y;}7_, sind — als Zufallsverdnderlichen —
unabhingig.

4. Die unbekannte Funktion y(x) wird mit der bekannten Funktion
" g(x) angenidhert. Mit der Bezeichnung der Differenz-Funktion 6(x) gilt:

o(x) = y{x) — glx) . 1)

Es wird angenommen, dal §(x) im untersuchten Intervall stetig ist.
Das Ziel ist, in dem untersuchten MeBbereich das Maximum und das Minimum
von (x) mit gegebener Wahrscheinlichkeit zu schidtzen. Dadurch kann um
die Ndherungskurve jener streifenférmige Bereich angegeben werden, der die
Kurve des unbekannten Zusammenhanges y(x) mit gegebener Wahrscheinlich-
keit enthilt. In Kenntnis der Abmessungen des Streifens kann entschieden
werden, ob die Niherung g(x) anwendbar ist.

Es soll bemerkt werden, dafl die Bestimmungsmethode der Ndherungs-
funktion g(x) im weiteren keine Rolle spielt. Thr Typ wird auf Grund der theo-
retischen und experimentellen Untersuchungen der betreffenden Vorgiinge aus-
gewihlt, die eventuell unhekannten Konstanten werden z. B, nach der Methode
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der kleinsten Quadrate geschitzt. Es geniigt auch, die gemessenen Werte dar-
zustellen und die Ndherungsfunktion graphisch festzulegen. Im weiteren wird
angenommen, daf} g(x) eine bekannte Funktion ist.

Die als Ziel gesetzte Schitzung 146t sich mit Hilfe folgenden Gedanken-
ganges erreichen:

Es sei ¢ € N(0, ) eine Zufallsveriinderliche mit dem Charakter cines die
MeBergebnisse {y;}7_; belastenden Zufallsfehlers, deren einzelne Realisationen
als Differenzen der gemessenen und exakten Werte enthalten werden:

g = v; — y(x}), j=L2...n. (2) '

Die Menge {e;}7_; ist nicht bekannt, jedoch kénnen in jedem Punkt die
Abweichungen voneinander der Werte der Niherungsfunktion g(x) und von y;
bestimmt werden:

gre

F= v — g{x;), j=12...n. (3)

J

Auf Grund der Formel (1) kann geschrieben werden:

§ =y — ¥(x;) + d(x)). j=L1L2...n.

Unter Beriicksichtigung des Zusammenhanges (2) de

Zufallsfehlers, erhialt

w

man:

J=— L4 P o ¢ i

,j—si—ré(.xj), j=12...n. (4)
Die Menge {f;}7_, kann als eine Stichprobe aus n Elementen fiir die

Zufallsversinderliche £ behandelt werden. Aus dem Zusammenhang (4) ist

zu entnehmen, daf bei festgesetztem x = x; § eine Zufallsverdnderlichen von

normaler Verteilung mit dem bedingten Erwartungswert:

M(&lx)) = m; = d(x)), j=L2...n (5)
ist.

Wenn x den MeBbereich [min x;, max x;] durchliuft, kann sich der
] .

Erwartungswert der Verinderlichen £ von Punkt zu Punkt #dndern, also
entsteht die Dichtefunktion f(s) der Verdnderlichen £ als eine Mischung der
Dichtefunktionen der normalen Verteilung ¢(z, mj, 5;). In Verbindung mit den
Mischverteilungen stellt die Frage des sogenannten Zerlegens auf Kompo-
nenten — siehe [5], [6] — ein gelsstes Problem dar, wo in Kenntnis von f(z)
die Komponenten ¢(z. m;, 5;) gesucht werden. Es soll ausgenuizt werden, dafl
diese Aufgabe aufloshar ist.

Aus der unter Anwendung des Zusammenhanges (3) berechenbaren
Stichprobe {£;}7_, kannf das Hystogramm f*(z) aufgebaut werden, das nach
den Gleichungen (4) und (5) als Mischung von héchstens n Dichtefunk-
tionen von normaler Verteilung und mit dem Erwartungswert d(x;) entsteht.
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Durch das Zerlegen des Mischhystogrammes f*(z) auf seine Komponenten und
die Bestimmung der Erwartungswerte der einzelnen Komponenten erhilt man
die Ordinatenwerte der Funktion §(x). Nach Auswahl des Minimums M, und
des Maximums M, der Erwartungswerte kann aufgeschrieben werden:

M, < 8(x) < M,, x € [min x;; max x;] . (6)
i j

Unter Beriicksichtigung des Zusammenhanges (1) erhilt man:
glx) + M, < v(x) < g(x) + M,. ()

Somit ist die gewiinschte Schitzung erreicht: um die Ndherungsfunktion
g(x) wurde der streifenformige Bereich konstruiert, der die Kurve der unbe-
kannten Funktion y(x) enthilt.

Bei der Zerlegung der Misch-Dichtefunktion auf Komponenten 148t sich
neben dem Erwartungswert auch die Standardabweichung abschitzen und
nach der Methode der Anpassungsuntersuchung kann kontrolliert werden, ob
bei gegebener Signifikanz die Stichprobe {£;}7; als aus einer Verteilung mit
den geschiitzten Parametern stammend betrachtet werden darf.

3. Methode der numerischen Lésung

Von den zahlreichen Methoden zur praktischen Ausfithrung der Zerlegung
auf Komponenten war es zweckmiBig eine zu wihlen, die gegen die Ungenauig-
keiten des Hystogramms weniger empfindlich ist. Eine solche wird in der
Abhandlung [6] von MepcyEssY und VarcA beschrieben. Die Grundidee ist
auch schon in Abhandlung [5] zu finden, das ist die sogenannte Methode der
Standardabweichungsverminderung. Die zu analysierende Dichtefunktion f(z)
ist die mit p, gewogene Mischung der Dichtefunktion ¢(z, my, ¢;):

N <

fz) = %Pk 7(z, my, 6. (8)

Nehmen wir an, daB in Kenntnis von f(s) die sogenannte Testfunktion
aufgestellt werden kann:
N
ﬁ(Z, /') = ZP/: 7(3,771]{,0‘,\. - ;) s

wo } ein reeller Parameter und /. < min g, ist. Die Testfunktion f(z, 1) ist
K
die Superposition solcher Gauss-Funktionen, deren Erwartungswerte jenen

der Komponenten von f(z) gleich sind, doch sind sie steiler und héher, somit
vermischen sie sich nach der Superposition weniger. Bei der Wahl eines geeig-
neten A-Wertes heben sich die einzelnen Komponenten nadelartig heraus.
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Zur Konstruktion der Testfunktion wird von MEDGYESsY in Abhand-
lung [5] folgende Methode vorgeschlagen: Es wird die Fourier-Transformation

von f(z) gebildet:
F{f(z)} = p(w).

Es kann bewiesen werden, dall — wenn F 1! die inverse Fourier-Transfor- -
mation ist — die Testfunktion mit dem Zusammenhang aufgestellt werden
kann: )

filz 7) = F~ exp (#20?2)p(w)}.

Das aus einer endlichen Zahl von Stichproben konstruierte Hystogramm
kann nicht als genau betrachtet werden. In Abhandlung [6] werden die Fehler
so aufgefaBt, als wenn die genaue Dichtefunktion f{(z) durch die Realisation v(z)
cines Gerduschvorganges #(s) tiberlagert wire, also stehen anstatt der Werte
von f(z) die Werte von f¥(z) = f(5) - ©(z) zur Verfligung.

Somit wird die Fourier-Transformation an der Funktion f*(z) durch-

geftihrt:
3
o) = \ (=) exp (iwz)dz . 9)

WO

% = mi.n «{51‘}?:1
und J

,‘9 = ma.X {5]‘}3}21
sind. J

Wird das so erhaltene Spektrum yp*(w) durch einen geeignet gewéhlien,
einparametrigen Filter D(w, w,) filtriert und danach die inverse Transforma-
tion durchgefithrt, erhdlt man bei der teilweisen Behebung der stérenden
dherungsfunktion fi*(z, 2) der Testfunktion f, (z, /)

#(z, ) = F-1{exp (202/2)p*(®) - D(, @)} (10)

Aus den Zusammenhingen (9) und (10) erhilt man durch Umstellen
nach S1roNy1 [8] eine fiir numerische Zerlegung geeignete Formel:

Es seien '

4

a(w) = S

[*(5) cos wz dz,

, :
b(w) = | f*(z) sin 0z dz,

Unter Anwendung dieser Ausdriicke ergibt sich fiir die Testfunktion der
Zusammenhang

Wy

. 1 e
iz, 2) = — § {a(w,) cos wz + b(w) sin wsz} exp (F2w?2)dw. (11
7T 6
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Im weiteren soll die numerische Anwendung der Ergebnisse des vor-
liegenden Aufsatzes mit Hilfe der Meflergebnisse in [7] und der dort definierten
Naherungsfunktion gezeigt werden. Nach [7] steht die mit dem Zusammen-
hang (3) berechnete Stichprobe {,};7, zur Verfiigung; die daraus konstruierte
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Abb. 1 :

empirische Dichtefunktion f*(z) ist in Abb.l mit ausgezogener Linie dar-
gestellt. Mit Hilfe des Zusammenhanges (11) kann bei der Wahl geeigneter
Werte fiir g, und 2 aus dieser die Testfunktion f*(z, 1) bestimmt werden. Fir
den Fall, daBl der die empirische Dichtefunktion belastende Fehler nicht
bekannt ist, wird in [6] der aus der Aufzeichnung des Spektrums bestimmbare
Wert o, vorgeschlagen. Nach dieser Methode wurde bei der Wahl der Para-
meter wy = 8 und 7 = 0,2 die mit strichpunktierter Linie ausgezogene Kurve
f#(z. 2) in Abb. 1 gewonnen.

Es 148t sich feststellen, dafl die Erwartungswerte der wichtigen Kompo-
nenten aus dem Diagramm gut zu erkennen sind., wobei sich als minimaler
Erwartungswert M, = —2,65 - 10-2 ergibt. M, kann nicht mit der gleichen
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Sicherheit bestimmt werden. Der rechtsseitige, langsam abfallende Kurven-
zweig der empirischen Dichtefunktion f*(z) wurde durch das Verfahren in
einige weniger gewichtige Gauss-Kurven zerlegt, deren Zahl und Erwartungs-

werte — wie das aus einigen mit verschiedenen w,Werten durchgefiihrten
Berechnungen hervorgeht — von der Wahl von w, abhingen.
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Es wurde versucht, die Rolle der ungewissen Komponenten in der Erzeu-
gung der Mischverteilung zu ermitteln. Dazu wurde die Funktion f*(z) in zwei
Stufen abgekiirzt und unter Bericksichtigung nur der Ordinaten iiber 0,03
sowie 0,08 die Zerlegung wiederholt. In Abb.2 sind die aus der originalen
und den beiden abgekiirzten Funktionen darstellbaren kurven der Testfunk-
tionen erhalten.

Aus der nahezu parallelen Verschiebung ist zu erkennen, dafi die ver-
nachlissigten Komponenten keine wesentliche Rolle in der Erzeugung der
Mischung spielen. Somit ergibt sich fiir M,

M,=1,6-10-2.




UNTERSUCHUNGEN DER NAHERUNGSFUNKTIONEN 321

Aus Abhandlung [7] ist es bekannt, daBl der Wertevorrat der Ndherungs-
funktion g(x) in das Intervall [0,6; 1,2] fallt, daher ist der streifenférmige
Bereich

glx) — 0,026 < y(x) < g(x) + 0,016

geniigend eng und somit die Niherung annehmbar.

Zum Abschlufl sollen noch einige erginzenden Bemerkungen hinzu-
gefiigt werden:

a) Eine weitere Untersuchung ist erforderlich, um die Rolle der Lasten
py. in der Definition (8) der Misch-Dichtefunktion zu kliren. Es ist zu erwarten,
daB daraus weitere Informationen iiber das Verhalten der Funktion é&(x)
erhalten werden.

b) Die Parameter der wenig gewichtigen Komponenten héngen stark
von dem Kennwert o, des Filters D(w, w,) ab. Es wire zweckmiBig, die Wahl
von w, genauer festzulegen, eventuell eine andere Zerlegungsmethode anzu-
wenden.

¢) Es ist ungeklirt, welche Stichprobengrifle notwendig ist, um das
Misch-Hystogramm mit der erforderlichen Genauigkeit zu konstruieren. Durch
diese Schitzung wiirde die Zahl der notwendigen MeBpunkte bestimmt werden.

Zusammenfassung

Der Aufsatz beschiftigt sich mit der Untersuchung von auf MeBergebnissen beruhenden
Naherungsfunktionen. Es wird angenommen, daBl der gemessene Vorgang durch den funk-
tionellen Zusammenhang y(x) gekennzeichnet werden kann, dessen Typ unbekannt ist und
mit der auf Grund von MeBergebnissen bestimmten Funktion g(x) angenéhert wird. Es wird
bewiesen, daB} die aus der Abweichung voneinander des MeBwertes und der Niherungsfunktion
ausgewertete statistische Stichprobe fiir eine Mischverteilung kennzeichnend ist, und daf3
durch die Zerlegung der empirischen Dichtefunktion in Komponenten eine Schitzung fiir die
untere und obere Schranke der Abweichungen voneinander von ¥(x) und g(x) gewonnen wird.
Auf Grund dieser Schitzung kann entschieden werden, ob die gewihlte Niherungsfunktion
g{x) den Anforderungen entspricht.
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