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Расчет удельной работы пластичеСI(ОЙ деформации 

В теориях пластичности принято такое предположение, что девиатор 

напряжения ]j приращение девиатора деформации подобны [1], другими 
словюш вектор напряжения и приращение вектора девиатора деформации 

коллинеарны. В настоящей работе это предположение не принимается, а по 

экспеРIв\ентальным данным определяется вектор девиатора напряжения и 

приращение вектора девиатора дефорлшции. На основании этих расчетов рас

сматривается, что вышеописанное предположенпе какое отклонение дает во 

величине удельной работы пластической ,J.ефор~шции. 

В настоящей работе представляются результаты экспеРШlентов, на 

основаНИI! которых открывается вою\Ожность расчета и исследования удель

ной работы пластической дефорлшции. 

В расчетах работы пластической деформации используется пяпшерное, 

ортогональное пространство девиаторов напряжения l! дефорлшции [2]. 
Приращение работы пластической дефОР:lШЦИИ (о WP) при j\1аленькой, 

но конечной дефОР:l1ации [3]: 

(1) 
где 

s вектор девиатора напряжения, 
&Р при ращение вектора девиатора пластической дефорлшции. 

Вектор девиатора напряжения: 
5 

S = ;z S",p", (2) 
,,=1 

где 

р" (k = 1,2, ... , 5) - единичные векторы ПЯТ!1.\1ерного пространства девиа

торов, 

S,,(k = 1,2, ... ,5) - координаты вектора 5, то есть 

(3) 
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a:nn (т, 11 = 1, 2, 3) - координаты девиатора напряжения, относящегося 

к вектору S. 

Приращение вектора девиатора пластической деформации: 

(4) 

где 

-' р (1' - 1 ? -) -;-uek ,- ,_"." J - координаты вектора оеР, то есть 

деу ]/ ~ bef 1 , 

(5) 

В выражениях (5) bef,lI' (m,1I 1,2,3) есть координаты приращения девиа-
тора пластической дефОР~lацИI!, ОТНОСЯЩИ,еся к вектору деР, 

Выражение (1), написанное аБсолютны?Iff значениями векторов и 

уг лаi\1И ~lе/КДУ НИМ!!: 

blf/,P = 5· деР. cos (j) , (6) 
где 

Выражан через координаты векторов ,\южно написать 

5 

~ 5r,· ое1: ..... ~ !. 
k=! 

COS О) = '- 5. деР - (7) 

Вместо абсолютных значений векторов девиатора напряжения и деВIIа

тора дефор:'lШЦИИ в литературе обычно Пj)J!:\lеняются пропорционально IШ 

интенсивность напряжения (ад, I! интенсивность дефОР:llаЦИlI (sJ Абсолют
ные значения векторов S II деР через соответствующие интеl!СIIВНОСТII выража
ются следующи:'l1 образо:'>\: 

5 (8) 

r,J,e в выражении 0* ef звездочка означает, что интенсивность дефорл1ctц!Ш обра
зуется из координат ПРl!ращеНI!Я тензора дефОР:lШЦИИ. Эпши обозначеriИЮШ: 

а,' (j*FP, cos СО. 
1 ! Z+ 

(9) 
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в дальнейшем предполагаем, что в процессе пластической дефор.чации 

ИЗ.\1енение объе.\ш равняется нулю, и главные оси тензора напряжения 

совпадают с главн_ьши ОСЮШ приращения тензора деформации. Тогда коор

динаты векторов 8 и оеР выражаются через главные напряжения и главные 
значения приращеНIlЯ тензора дефор:\шции по (З): 

_ \,Г3 2 Sl - ,- --"'-----::~-"-
2 

(10) 
5з S'1 = S5 О; 

1/2 (.i Р , 9.i Р) 2 uS1 T-Ul'z , 

(11) 

в выражениях (11) по IЫШIШ преДПО.lожения.\\ учитывалось, что 

osf+I)Ef+OEf О. 

Учитывая фОРЛ1УЛЫ (10). (11) выражение (7) .чожно представить в виде: 

COS (J) 
(j 1 • 01'1 + (j 2 • osf -+- (j з . I)sf 

(j i . I)l'f 

Зависимость между углом w И параметрами Надаи-Лоде 

(12) 

ОТ!{ЛОI!еlше от подобllЯ деВllаторов принято характеризовать I! пара_ 

:'Iетралш НадаJl-Лоде р, 1', где 

,и ~, == (13) 

ПО;lЬЗУЯСЬ ФОР,\IУЛЮШ (10), (11) в ПЯТЮ1еРНО.\1 пространстве, составля
ЮЩl!е векторов только по направлеНИЮ1 Pl и pz будут различаться от нуля. 
Пусть наРИСУСЛi к предстаВ;lению заВIlСЮiОСТИ ,ll, )1, (J) В плоскости еДИН!lЧНЫХ 

Bel\TopoB Pl' pz лю6ую КРIlволинейную траекторшо дефОР.\iации. К .lю60Й 
точке этой кривой нанесе:1i при ращение вектора дефОР.\iации и BeK'lOpa на

пряжения (рис. 1). Для определения ИСКО.\iОЙ зависrшости ВОЗЫiем пару осей 
(11, 1'), которые направлеНI!ЮШ Pl и У\ заключают угол ЗОО. Из рис. 1. непо
средственно видны следующие зависJ!.\ЮСТ!!: 

(14) 

S,. . sin 300 
tg X s =--

SlI 82' sin 300 + 81' cos 300 
(15) 

2* 
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u 

Рис. 1. 3аВИСIШОСТЬ "lежду УГЛО.'I подобия С) II параметраЛIll НадаII-Лоде 

в фор.\\улу (15) вместо S1' S2 подставив выражения (10) получим: 

(16) 

(17) 

в обозначении vg, индекс (; означает то, что J!g надо вычислять из главных зна
чешrй при ращения тензора дефор:\\ации. 

Угол (1) по формуле (14) с учеТО:\l (16), (17): 

1 1 
()) = arc tg --=- ,(( - атс tg .1(-3 vl;S. (18) 

1/з 

Из (18) видно, что если 

.и = J'f, то ()) = о , (19) 

то есть девиатор напряжения и приращение девиатора деформации подобны. 

Случай двухосного напряженного состояния 

При исследовании деформации TOНI,OCTeHHЫX труб вводятся следующие 

обозначения: 

осевое напряжение, 

тангенциальное напряжение, 

радиальное напряжение, 

приращение осевого пластичесн:ого удлинения, 

приращение тангенциального пластического удлинения, 

приращение радиального пластического удлинения. 
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в случае тонкостенных трубок, нагруженных растягивающей СIlЛОЙ и 

внутренним гидравлическим давлеНИe:l1, ar пренебрежим.о мало по отношению 

к аа И at, то есть напряженное состояние с ХОРОШН;\1 приближением является 
двухосныЛi [4]. 

где 

Если а, = аз r-J О, то из (12) ПОЛУЧИ;\l: 

cos ·х 3:i _~~Ef + а ~·/j_E.f 
ai,oEf 

(20) 

(21) 

(22) 

в дальнейшем вычисляется cos (t) для нескольких случаев, относящихся к 

характеРНЫ1\-1 значенияы отношения at/aa. 
а) at/aa = О, то есть случай одноосного растяжения; (р = -1). 
Пр!! ЭТО1\1 

0"2 = О; 

OE·~ = Ос1 = 0,5 ОЕ{; , 

Ь*Е!? 
1 

Этюш значениюш из формулы (20) получи;\-!, что 

1. (23) 

б) at/aa = 0,5, в это 1\1 случае ДИЮ1етр трубки остается ПОСТОЯННЫ!ll 

[4]; (р = О). 

При это;\\ 

a1 аа' а2 = а! = 0,5 а а; 

OEf = OE~, bEf ОЕ) = О; 

? 
b*Ef = уз OE~. 

Эти.'ш! значеНИЯ1\-Ш 

(24) 
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B)at/aa 
При это.\, 

1, случай двухосного одинакового растяжения; Си = 1). 

bFf = bEf = дE~ OE~ ; 

а! = аа' b*Ef 2 Os~. 
Этll;'Ш зна ЧСI!ИЯ1l'Ш 

cos w __ .. сс. _____ ,"-_ = 1. (25) 

г) at/aa = 2, случай внутреннего пщравлического давления; (/1 = О). 

При это;., 

a1 = а/, 

bEf= дЕ), 

1'3 ') 
а/· = -- at • д* ЕР = :... дЕР . .2 . t I!з t 

ЭтИ.\lИ значениюш 

(26) 

в вышеизложенных случаях просто было убедиться в то;." что ПрI! 

ПрllНЯТЫХ условиях вектор девиатора напряжения и приращение вектора 

девиатора деформации коллинеарны, то есть соответствующие деВl!аторы по

добны. 

Результаты эксперимеНТОвl 

в дальнеЙше.\l на основании данных, полученных из ЭI{спери.\lенТов, 

раСО13тривается ВЛИЯНllе уг.lа между ВСКТОРЮl девиатора напряжения и 

приращение:\l вектора деВIIатора дефОР:'l1ацип на величину удельной работы 

пластической дефОР;'13ЦИИ. 

На тонкостенных НИКС.lевых 11 .\lедных трубках осуществились простые 
I! сло:,!,ные нагружеНI!Я. ЭкспеРlщенты, 1\lетоДы излерений и данные образца 

сообщены в работе [3]. Траектории нагружеНIIЯ показаны на рис. 2. Учитывая, 
что аг = аз ~ О, из фор.\1УЛ (10) ПОЛУЧИЛ1, что 

12 5., = __ a f • 
- 2 

(27) 

1 ЭкспеРIlменты ПРОВОДIlЛIlСЬ в лабораторш! I{афедры СопротивлеНIIЯ Л\атtР!iалов 
ЛеНlIнградского Политехнического Института под PYKOBOДCTBO~I проф. Ю. И. Ягна на 
установке, описанной в работе [5]. 
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Координаты на рис. 2. определены с по.\ющью выражений (27). Процесс 
нагружения изображен совместно на рис. 2а II 2б. Нагружение осуществи

лось в двух ступенях. В первой ступени отдельные группы трубок нагружа

лись по раЗНО.\lУ (рис. 2а), а ПОТО.\l разгружа.1ИСЬ. Границей нагружения 

первой ступени была для никелевых трубок E'1~ = ~b*Ef ~ 17,2%, дЛЯ 
ОА 

.\lедных трубок ET~ ~ 21,4%. Во второй ступени все трубки нагружались по 

З, 

А 

в 

$, 

Рис. 2. TpaeIOopIII! нагружения: а) первая ступень нагружеНIIЯ, б) вторая ступень нагру
жеIlIlЯ 

одинаковой траектории негружения до предела несущей способности (рис. 

2б). ТаюI.\1 образом, конец второй ступени нагружения (В) совпадает с 

предеЛО.\l несущей способности. Никелевые трубки нагружались по програм

.\1ам 1, 2, 3, 4, 5, 6; .\lедные трубки по прогрюша.\l 3, 6. В первой ступени на
гружение простое, во второй - рассматривая весь процесс нагружения -
сложное. b*ef = 0-3% - в заВИСИl\ЮСТИ от числа ИЗl\lерений и от распреде

"lения ИЗ.\lереllИЙ во вре:vш нагружения. 

Полученные из экспеРИ:Vlентов диаграi\1.\Ш cos (jJ - ejP для никеля пока
заны на рис. За, Зб, где по горизонтальной ОCl! откладывается Е'!'Р = ~ o*Ef. 
Рис. За относится к первой ступени, а рис. 3б ко второй ступени нагружения. 

На рис. Зб по оси абсцисс откладывается L1e*P = г? - ej~. 
Пр!! никелевых трубках в первой ступени прогрющ нагружения 1 и 2 

сов (1) 0,98З; а в прогрюшах З, 4, 5, 6 0,998 < сов (jJ < 0,999. Участок ОА 
програ.\шы 1 - случай одноосного растяжения, где СОв (jJ = 0,983 - этот 

результат бросается в глаза, ПОТО1\lУ что по расчеТЮl (2З) СОБ (jJ = 1. Причиной 
раСХОЖ,1ения результатов расчетов и экспеРИ;\lентов может быть, напр!!

.\1ер, начальная, ибо проявляющаяся при ;:I.ефОР1l1ации анизотропия. 

Во второй ступени нагружения никеJlевых трубок в каЖ;:I.оЙпрогра.\1:'1е 

СОБ (1) ,~ 1, даже и в тех програ.\шах, в которых в первой ступени !lагруже
ння было расхождение от СОз (jJ = 1. 

СОБ (jJ в течение ;:I.еформации в каждой ступени - с ДОПУСТИ.\lЬШ разбро

СЮ1 - Iшело постоянное значение. 

В случае 1\lедных трубок в обоих случаях нагружения 0.999 < COS (!J 

1,000. 
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cos LJ 

1,001=============;;====== 
А 

O,98J:------,~--------''I-\-, ----
415 

0,96 

Рис. 3. ИЗ.\lенение yr,la подобllЯ в процессах деформаЦIlИ никелевых трубок: а) первая 
ступень деформашlИ, б) вторая ступень дефор.чаЦIШ 

в наших эксперюн:нтах .\\аКСlшальное отклонение от COS (J) = 1 И.чело 
.\ieCTo в первой ступени програ~1!I1Ы 1 для никелевых трубок. Разность удель
ных работ пластической деформации в процентах, расчитаНI!ЫХ для соответ

ствующей програлшы 1 и при COs (J) = 1 JI при cOs (J) = 0,983: 

а·' b*el! - а·· д*гР. . СО'" (!) 
I I I 1. с 100 

a j • о*е} cos (J) 

1,000-0,983 100 
0,983 

1,73% . 

Это значит, что в расоютренных случаях разница ;\lежду удельными работаl\lИ 

пластической дефор.\ШЦIШ, определенньши с учеТОЛl и без учета отклонения от 

подобия девиаторов, ыаКСIшально 1,73%. 
На основании вышеописанных ;\10же~1 сделать ВЫВОД, что при расчете 

работы пластической дефор.\шции изотропных или квази-изотропных ;нате

риалов неучет отклонения от подобия девиатора напряжения и приращения 

J;евиатора дефОР.\\аЦИИ оказывает пренебрежимо ;\\аЛУЮ ошибку. 

Это заключение относится только к пластической части работы дефор

.\lации. Ибо при исследовании СУ;\IМЫ упругой и пластической деформаций 

угол ;\lежду вектором напряжения и приращениеЛl девиатора вектора де

формации при сложных нагружениях, особенно для следа запаздывания ;\\0-

жет быть и значительньш [6J. 
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Резюме 

в настоящей работе на основаНИIl экспеРlшентов расс.\!атривается влияние откло
нения от подобия девиатора напряжения и приращеНIIЯ девиатора деформации на удельную 
работу плаСТIlческой деформации. 

Эксперименты проводились на тонкостенных никелевых 11 медных трубках. Трубки 
нагружа.пись осевой растягивающей СИЛОЙ и внутренним гидравлическим давление~\. 
РаСС'llaтривались I! простые и сложные нагружеНIIЯ. 

По эксперимента,\! уде.lьная работа пластической ,J.ефор~шЦIШ опре,J.е,lЯЛОСЬ дву,,\я 
способюш. В одню\ случае при расчете ПРИНIшалось то предположение, что девиатор 
напряжения iI приращение девиатора П.lастическоЙ ;J,еформации подобны, а в другом 
С.lучае учитывал ось OTK.loHeНIle от подобия девиаторов. Разница lIIежду удельными рабо
тюш пластической деФОРЛШЦIIII, опре,J.е.lеННЬШII ,J.ву~\я способюш - в рассл\Отренных. 
С.lучаях не достигает 2%-ов. 
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