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Einleitung 

Zum Entwurf verschiedellt'l' :\Iaschinen muß der Ingenieur bestimmte 
grundlegende Zusammenhänge oder Gesctzmäßigkeiten kennell. Die,e Zusam­
menhänge können in zwei Arten aufgestellt werden: ent'weder aufgrund 
rein theoretischer Überlegungen und Ahleitungen mit Hilfe der vorhandenen 
Prinzipien, oder aufgrund yon experimentellen l\IesEUngen. Dahei müssen die 
lVIeßergebnisse mit Hilfe irgendeiner mathematischen Methode hearheitetwerden. 

Aus den verschiedenen Bearheitungsmethoden hat die funktionelle 
Bearheitung den Vorteil, daß sip einen Zusammenhang zwischen mehreren 
Variahlen liefert. 

Wenn die Zahl der Variabl"l1 klein (2--l) ist, genügt im allgemeinen 
eine einfache graphischc Darstellung und die zur so erhaltenen Kurve passende 
Gleichung kann in einfacher Weise aufgestellt werden. 

Ist die Zahl der Variahlen jedoch groß, kann eine direkte Analyse sehr 
umständlich sein. In solchen Fällen versucht man, den gesuchten Zusammen­
hang nicht zwischen den einzelnen Variahlen sondern zwischen dimensions­
losen Ähnlichkeitszahlen aufzustellen, deren Zahl geringer ist als jene der 
Variahlen. 

Die dimensionslose Darstellung hat außerdem den Vorteil, daß die 
Dimensionseinheiten heliehig ausgewählt "werden können. 

Die dimensionslosen Gruppen können als Ähnliehkeitszahlen hetrachtet 
,-\-erden, die auch die Ähnlichkeitsheclingungen für den untersuchten Prozeß 
voraussagen. Die einzelnen Prozesse sind ähnlich, wenn die für den Prozeß 
charakteristischen Ähnliehkeitszahlpn dieseihen sind. 

Die dimen8ionslosen Gruppen können entweder aus der den Prozeß 
heschreihenden Differentialgleichung oder mit Hilfe der Methode der Dimen­
sionsanalyse bestimmt "werden. Da die gen aue Differentialgleichung für ver­
"wickelte Prozesse nur selten aufgestellt werden kann, hleiht nichts anderes 
ührig als die dimensionslosen Gruppen durch Dimensionsanalyse zu suchen. 
Die allgemeine Ähnlichkeitstheorie sagt aus, daß eine Funktion 
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1Il der dimensionslosen Form 

oder 

umgewandelt werden kann, wobei die Zahl der dimensionslosen Kennzahlen 
~·Y gleieh der Zahl der Variablen minus der Zahl der Dimensionen (m) ist: 

IV=n-m 

Die obige Ahnliehkeitsgleichung kann als Produkt von Potenzfunktionen 
dargestellt werden, d. h. 

:71 = konst :r:~' . ;r~' ... :r:'J,JY-' (1) 

Die Aufgabe der Dimensionsanalyse ist, zunächst die Ähnlichkeitszahlen 
7{1' Je 2, • • • JeN festzustellen. Der erste Schritt dazu ist, alle wichtigen Variablen 
in Betracht zu ziehen, die irgendeinen Einfluß auf den untersuchten Prozeß 
haben. 

Der nächste Schritt ist, die Dimension der einzelnen Variahlen fest­
zustellen und in der Dimensionsmatrix zusammenzustellen. 

Die Koeffizienten der charakteristischen Gleichungen der Dimensions­
matrix dienen zur Zusammenstellung der Matrix der Ähnlichkeitszahlen. 
Aus dieser Matrix können die Ähnlichkeitszahlen einfach aufgeschrieben 
werden. 

Auf dem Gebiete der Landtechnik ergeben sich sehr viele verwickelte 
Prozesse, die heute noch mit exakten mathematischen Methoden nicht behan­
delt werden können. In solchen Fällen müssen die Zusammenhänge experi­
mentell bestimmt werden. Die Meßergebnisse werden dabci nach irgendeiner 
:Methode bearheitet. "\Venn die Bearbeitung nur Teil-Zusammenhänge und 
keine allgemeingültigen Beziehungen liefert, so werden die Meßergebnisse 
nur für bestimmte in den Versuchen vorkommenden Fälle gültig sein. Das 
hedeutet. daß die Versuche für andere Verhältnisse immer wiederholt werden 
müssen. Das erfordert aber viel Zeit und Geld. Liefert die Bearbeitung jedoch 
allgemeingültige Zusammenhänge, so können die abhängigen Variablen für 
heliehige Verhältnisse bestimmt werden. 

In folgenden werden Beispiele auf dem Gebiete der Meehanik des 
Systems »Boden-Fahrzeug« gezeigt, die vom Verfasser in der letzten Zeit 
ausgearbeitet wurden. Schließlich wird ein kurzer Hinweis auf die früheren 
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Arbeiten des Verfassers gegeben, in denen allgemeingültige Lösungen für die 
betreffenden Vorgänge ebenso mit Hilfe der Methode der Dimensionsanalyse 
gefunden wurden. 

Eine geschlossene Lösullg auf dem Gebiete Mechanik 
des Systems »Boden-Fahrzeug« mit Hilfe VOll Xhnlichkeitsbetrachiungen 

Die :Mechanik des Systems ;>Boden-Fahrzeug({ bereitet den Forschern 
sehr viele Schwierigkeiten. Der Grund liegt hIer darin, daß sowohl die Reifen­
mechanik als auch die Bodenmechanik noch ziemlich wenig ausgearbeitet 
sind. Ein rein theoretischer Weg, die Kenngrößen der Reifen aus dem Reifen­
aufbau zu bestimmen, erscheint wegen der vielfältigen Einflüsse heute noch 
zu kompliziert zu sein. Die allgemeinen, auf der Elastizitätstheorie beruhenden 
Methoden der Bodenmechanik geben auch keine hefriedigenden Ergehnisse. 
Daraus folgt, daß die theoretischen Methoden hier keine geschlossenen Lösun­
gen liefern können. 

V or einigen Jahren hat der Verfasser versucht diese sch'Wierigen Prohleme 
aufgrund halbempirischer Methoden, u. a. der Dimensionsanalyse zu lösen 
[1-3]. 

Der erste Schritt war,' die wichtigsten Kennzahlen von AB-Reifen und 
deren Ahnlichkeitsgesetze zu bestimmen. 

Eine der wichtigsten Kenngrößen der Reifen ist die Tragfähigkeit. Die 
Tragfähigkeit eines Reifens hängt von folgenden Einflußgrößen ah: 

wobei V 
j 
Pi 
H 

Q = cp(V,j, pi, H) 

das Reifenvolumen, 
die Einfederung des Reifens, 
der Innendruck, 
die Querschnittshöhe des Reifens ist. 

(2) 

Die Zahl der Variahlen ist fünf, die der Dimensionen ist zwei, kp und m, 
und die der Ahnlichkeitszahlen ist 5 - 2 = 3. Die Dimensionsmatrix der 
GI. (2) hat die Form 

I~ m 
kp 

2 
V 

3 
o 

3 
f 

1 
0 

4. 5 

Pi H 

-2 1 
1 0 

Die charakteristischen Gleichungen der Dimensionsmatrix sind: 

3k 2 k 3 - 2k4 + ks = 0 

k1 + kol = O. 
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k j -k1 

k5 = -2k1 3k? 

l\Iit diesen \V<>rten lautet die Matrix d,~r Kriterien 

1 

Q 
1 
o 
o 

2 
y 

o 
1 
o 

3 
f 

o 
o 
1 

4 5 

Pi H 
-1 -2 

o -3 
o -1 

f I I I 111I I I -tt H 0,4 f-:-:--'--'-.-'---l--!-:;. :-l::-l--Y-!:-:-::-L...\--!-H-
Nennbelasfung"" Gürtel-Reifen 
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f. Normalreire~ I ~ I I 
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0,06 'I. I "-
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Abb. 1. Dimensionslose Darstellung der Reifeneindrückung 

Mit ihrer Hilfe kann man die drei Kriterien anschreiben. Es ist 

T7 , 
---: :;T3 
H o ' 

" 

f 
H 

Die Multiplikation yon 1J:T 1 und :T 2 liefert eine neue Ahnlichkeitszahl 

·V 

Q·H 

Die Untersuchung der entsprechenden Angaben zeigte, daß zwischen :i~ und 
:T3 ein eindeutiger Zusammenhang besteht, d. h. 

V 

Q·H rf (~) (3) 

der für Normal- und Gürtelreifen sowie für Terra-Reifen in Abb. 1 dargestellt 
ist. In dieser Darstellung ist zu erkennen, daß alle Reifen bei der Nenn-
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belastung (Pi V/QH = 7) d:e3elbe Einfederung f/H hahen. Für ~ormalreifen 
liegt die Nennhelastung immer bei f/H = 0,15. Mit Hilfe dieser Darstellung 
kann man entweder die Belastharkeit eines Reifens oder die relative Ein­
federung des Reifens bei beliebiger Belastung und Innendruck bestimmen. 

Der obige Zusamm'~nhang gilt für feste Fahrbahn. Auf weichem Boden 
hängt die Einfederung df's Reifens auch von der relativen Einsinkung de>' 

Rt'ifen::: ab. d. h. 

r f. z )6,7 
H r1+FfJ 

0,3 

0,2 

0,1 
0,08 
0,06 
0,05 
0,04 
0,03 

0,G2 

f--

0,01 
1 

v =, (r (L, ~,'\ 
Q·H H R 

(3a) 

I 
! 

I I"~ 
I I~ ~~I I I 

I 
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I I 
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I I I I 
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Abb. 2. Dimen5ionslose Darstellung: der Reifeneindrückung: unter Berücksichtigung der 
Einsinkung 

wo 
R 

die Einsinkung dc::: Reifens, 
der RacÜus dc,; Reifens ist. 

Da die Einfederung des Reifen::: hei z/R 0 nicht gleich Null ist, soll 
der Einfluß der Einsinkung in der Form (1 -'-., zjR)'" berücksichtigt werden, 

cL h. 

f (" z )m 
H 1-i- 'R c(~:;r (4) 

GI. (4) stellt ('inen allgem-cingültigen Zusammenhang für die Bestimlllung 
der Eindrückung von AB-Reifen hei IH'liehiger Bela5tung, Innendruck und 
Einsinkung dar (Ahb. 2). 

Die Berührungsfläche zwischen Reifen und Boden ist ein wichtiger 
Paramcter zur Kennzeichnung der Zugfähigkeit. Für die Bestimmung der 
Berührungsfläche F kann ähnlich wie GI. (3a) ein dimensionsloser 
Zusammenhang aufgestellt werden. Auf nachgiebigem Boden gilt der folgende 
funktionelle Zusammenhang: 
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F (p)7 -DZ ) 

D.B=fIQ~H ' (5) 

wobei D den Reifendurchmesser und B die Reifenbreite hedeuten. 

Aufgrund der l\Ießergebnisse ist GI. (5) für verschiedenc relative Ein­
sinkungen zJD in Abb. 3 dargestellt. Hier hat man wieder eine allgemein­
gültige Darstellung für heliehige Verhältnisse. Außerdem läßt diese Dar­
stellung einige sehr wichtige Erkenntnisse abziehen. Z. B. haben alle Reifen 
bei der ~ennbelastung dieseihe relative Berührungsfläche (für feste Fahr-
bahn FjDB 0,18) und daraus kann die Berührungsfläche einfach berechnet 
werden. 

Der mittbre Druck in der Berührungsfläche spielt eine wichtige Rolle 
hei der Bestimmung der Einsinkung der Rt>ifen. Für die einzelnen Reifen 

nimmt der mittlere Druck (defniert al" pm = Q/ F) in Abhängigkeit von 
der Tragfähigkeit etwas zu, wie es aus der Abb. 4· ersichtlich ist. Hif~r benutzt 
man ein dimensionsloses Druckverhältnis und dadurch wird der Zusammen­
hang für heliebige Innendrücke gültig. 

F 
DB 0,1t 

0,3 

0,2 

0,1 
0,08 
0,06 
0,05 
0,04 
0,03 

0,02 

D,O 1 
1 

I I I I 
1. I I I z/D 

.... !:--. !--r-~-I-.. 0,1 

I ~ 
r-~ 

! - r--.. r-. 
0,05 

I 
I I 

0,025 
I ...... 

'" I 
I 

I l' 0,0 
I (feSIe 'ohrbohnj 

I 

I 
234567810 20 30 50 80100 Pi V/QH 

Abb. 3. Dimensionslose Darstellung der Berührungsfläche 

Pm 
Pi 1,2 

" .,1 

600 1000 1400 1800 2200 A Q 

Abi>. 4. Der mittlere Druck in der Berührang"fläche. Q0 - Tragfähigkeit bei 1.0 atii 
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Mit Hilfe der Ahb. 3 und 4 kann die Änderung des mittleren Druckes 
in der Berührungsfläche abhängig von der relativen Einsinkung konstruiert 
werden. Eine solche Darstellung in dimensionsloser Form ist in Abb. 5 zu 
sehen. Der Nennbelastung entspricht der Wert von Pi VjQH = 7. 

Der nächste wichtige Schritt ·war, die relative Einsinkung des Reifens 
ahhängig von Reifen- und Bodenkenngrößen zu bestimmen. Auf Grund der 

F PiV Pm/~· DB 
7 QH 

0,3 15 1,0 

7 

0,2 
15 

0,5 

0,7 ° 0 0,025 0,05 0,075 0,10 zlD 

Abb. 5. Berührungsfläche und mittlerer Druck. abhängig von der relativen Einsinkung 

Analyse der Einflußgrößen wurde der dimensionslo~e Zusammenhang 111 

folgender Form aufgeschrieben: 

wohei S 
k 

Z = f ! Pi V , ~ . s) 
D lQ·H k·. 

der Schlupf des Rades, 

(6) 

B&denkennzahl, die aus Druck-Stempel-Messungen nach der 
SAAKJANschen Formel bearheitet zu entnehmen ist. 

Im Laufe unserer Reifenuntersuchungen wurde gefunden, daß die relative 
Einsinkung für gezogene Reifen, wo der Schlupf eine untergeordnete Rolle 
spielt, in folgender Form aufgeschlieben werden kann: 

Z 

D 

Die Meßergebnisse auf Lehmboden sind in Abb. 6 gezeigt. "\Vie man 
sieht, hängt die relative Einsinkung des Reifens in geringem Maße auch von 
dem Belastungsgrad (pi VjQH) ab. Der mehrbelastete Reifen hat eine größere 
Ahplattung und damit eine gleichmäßigere Druckverteilung, infolgedessen 
eine etwas kleinere relative Einsinkung. 

Bei angetriehenen Rädern muß auch die Schlupf-Einsinkung, insheson­
dere auf leichten Böden, herücksichtigt werden. Die Beohachtungen hahcn 
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0,15 PiV = 12 ~ 
QH ,I 

-J-7""SrS<":::--~--
8,5 
6,5 

0,10r--'~---+----+-'-'-r---J-7""~~~----

o 0,1 0,2 0,3 0,5 0,6 0,7 

Abb. 6. Relath'e Einsinkung a];; Funktion der diIllcnsions]o"en Zahl Pmfk. 

0, 15 
zjD 

1+ 5 (Pmlk)50,6 

0,10 

0,05 f--.. ----.. -+---+-":;7 ...... ---.-,-. 

o 0,1 0,2 0,3 0/1 0,5 0,6 0,7 Pm/k 

Abb. 7. Die relatiye Einsinkung d~s Reifens unter Berücksichtigung des Schlupfes 

gezeigt, daß die Schlupf-Einsinkung auch von der in der Spur zurückbleibenden 
Tragfähigkeit des Bodens (k-Wert) abhängt, daher scheint es zweckmäßig, 
die allgemeine Einsinkungsformel in folgender Form zu henutzen: 

IJ 
(6a) 

wohei Cl und C2 bestimmte Konstanten sind. GI. (6a) ist für Sandboden 
graphisch in Abh. 7 dargestellt. Die vertikale Achse ist dahei \Im den Schlupf­
Einsinkungsanteil reduziert. Schließlich t:ind noch die Zugfähigkeit und die 
Verluste (Rollwiderstund) des Reifens ahhängig von der relativen Einsinkung 
oder der Kennzahl p",fk zu hestimmen. Die Umfangskraft setzt sich aus der 
Zugkraft und dem Rulh"iderstand zusammen. Wenn man diese Kräfte mit 
drm Aclhäsionsgewieht dividiert, C'rgiht sich die dimensiol1slose Gleichung 

/1 = % 0 (7) 

wobei ,u der Kraftschlußbeiwert, 
% der Triehkraftheiwert, 

'J der Rollwiderstandsheiwert ist. 
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Anhand von Versuchsergebnissen ist GI. (7) abhängig yon der relativen Reifen­
einsinktmg in ALb. 8 dargestellt. In derselhen Abhildung ist au eh der Roll­
wirkungsgrad (J/ u %/ p) aufgetragen. GI. (7) kann ebenso auch ahhäI;gig 
von Pmfk dargestellt 'werden, da zwischen zj D und pmfk ein eindeutiger 
Zusammenhang (Abb. 6) hesteht. 

Das oben beschriehene Verfahren stellt eine allgemeingültige Lösung 
der Mechanik >iBoden-Fahrzeug« dar. Eine genauere Lösung kann unter 
Berücksichtigung yon "weiteren Einflußgrößen erzielt werden. 

x,~ 1]p 

0.8 0,8 

0.6 0,6 

0,1; 0,4 

0.2 0,2 

° 0 0,04 0,08 0,12 0,15 0,2 z/D 

Abb. 8. Triebkraft- und Rollwideri'tand5heiwert, abhängig von der relativen Einsinkung 

Weitere Beispiele 

Der Verfasser hat auch in früheren Arbeiten [4-6] die Methode der 
Dimensionsanalyse mit Erfolg benutzt. Dahei wurde ein interessantes Problem 
aufgeworfen. Die Ähnlichkeitstheorie sagt nämlich aus, daß die Einfluß­
größen als Variahlen yoneinander unabhängig sein müssen. 

:Man sollte eine allgemeingültige Formel zur Bestimmung der Wärme­
übergangszahl und des Luftwiflerstandes an herippten Zylindern mit Luft­
führung (Bekleidung) aufstellen. In gekrümmten Kanälen tritt aber - neben 
dem Hauptsträmung auch eine Querströmung allf und letztere muß hei 
der Bearheitung in Betracht gezogen ·werden. Die Hauptströmung wird in 
Kanälen mit Rechteckquerschnitt durch den äquiyalenten Durchmesser 
gekennzeichnet, während die Querströmung u. a. yon dem Scitenyerhältnis 
des Kanals ahhängt. Die Seitellahmessungen bestimmen jedoch den äqlli­
yalenten Durchmesser eindeutig, d. h. sie sind keine unabhängige Variahlen. 
In diesem Falle darf aher von diesem Gesetz der Ähnlichkeitstheorie ahgesehen 
werden, da der äqlliyalente Durchmesser und die Kanal-Seitenahmessungen 
yerschiedene Vorgänge kennzeichnen. 
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Mit diesen Überlegungen sahen die Ähnlichkeitsgleichungen für eine 
bestimmte Bekleidung folgendermaßen aus: 

wohei m 
h 

Dm 
Je 

Nu 
(
. m \ 2 ( h ) 0,3 ~_ 

0,136· -J . - . Reo", 
de Dm 

l' m ) -0,8 (h )0,41 
420 -a: . Dm . Re-O,G 

die Lückenbreite, 
die Rippenhöhe, 
der mittlere Durchmesser der Rippen, 
der äquiyalente Durchmesser der Kanält>. 
der \X'iderstandsheiwert ist. 

Bei Untersuchungen der Zerstäuhung und Eindringtiefe yon freien 
Strahlen (z. B. Pflanzenschutz) kann die dimensiomlose Darstellung ehenso 
mit Erfolg henutzt werden. Hierzu wurden die folgenden dimensionslosen 
Gleichungen ahgeleitet und hearheitet: 

für den mittleren Tropfendurchmesser 

für die Eindringtiefe des Strahles 

'wo Qb 

Qk 

dm 

de 

S 
Ho 
We 

die Dichte des ausgespritzten Stoffes, 
die Dichte des Mediums, 
der mittlere Tropfendurchmesser, 
der Durchmesser der Düsenbohrung, 
der vom Strahl zurückgelegte Weg, 
das Homochron-Kriterium, 
die WEBERsche Zahl ist. 

Einfache dimensionslose Darstellung 

Die einfache dimensionslose Darstellung hat auch in yielen Fällen einen 
wesentlichen Vorteil gegenüber der einfachen funktionellen Darstellung. Dazu 
sollen hier einige Beispiele gezeigt werden. 
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Abb. 9. Druck-Stempel-Diagramme für Lehmboden 

qO r---4-~-L--~----r-~4----+--~ 

10 t----t--:7""--li--__ ""f----t---j----t-

o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,7 z/D 

Abb. 10. Druck-Stempel-Diagramme für Zuckerrübe und Kartoffel 
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Zur Kennzeichnung der Materialeigenschaften (Festigkeit von Böden, 
Früchten, usw.) nimmt man Druck-Stempel-Diagramme auf. Das Ergebnis 
hängt aber von dem Stempeldurchmesser ab. Der Einfluß des Durchmessers 
kann dadurch heseitigt werden, daß man auf der horizontalen Achse die 
relative Einsinkung des Stempels (auf den Durchmesser bezogen) aufträgt. 
Solche Darstellung ist in Abb. 9 für Boden und in A.bb. 10 für Zuckerrübe 
und Kartoffel zu sehen. Hier hahen 'wir verschiedene Stempeldurchmesser 
benutzt, die Meßwerte liegen aber entlang einer Kurve. 

Um die großen Getreidesilos festigkeitsgerecht zu dimensionieren, haben 
wir die Zusammendrückbarkeit und das Dauerfließen von verschiedenen Getrei­
den (Weizen, Mais und Gerste) als Schüttgut untersucht [7]. Dabei wurden 
die gewöhnlichen Belastungs- und Entlastungskurven mit Dauerfließver­
suchen kom.biniert aufgenommen (Abb. 11). Abhängig von dem Belastungs-
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p 
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2,8 1---+---+----+---+---+---'----1 

I /, j 
2,~ ~-~I -~---4_--_+~~~~ 

I 
Weizen 

2ßI-~~~~---+--~~~~~ 
, 4.l1on.Dauerf/ießen 

1 SI. Dauerfließen I 
~6 ~---4-----L1----4--f~~~-+----4 

o t.D 
20 

3,0 
60 

5,0. /0-2 [ 
100 [, kp/cm 2 

Abb. 11. Belastung;.. und Entlastungskun-e in Dauerfließ·<:t:rmchcn 

~E:: ~FFt=l±tl 
0,0" I----+--t-i-t-- I : Tl _~ 

I I I i I I 
o 20 40 60 80 100 120 140 E, kpjcm2 

Abb. 12. Das relative Dauerfließen ahhäne:ie: von dem Elm;tizitätsmodnl für verschiedene Ge-
'- ~ treide ' . 

grad und der Getreideart erhält man z. B. für das eiu5tündige Daucrfließen 
ganz yersehiedene Wertc. 'Wird aber der relatiye \\icrt des Dauerfließens 

abhängig von dem Elastizitätsmodul E aufgetragen (Abb. 12), erhält man 
,~ine Kurve unabhängig vom Belastungsgrad und Getreideart. Nimmt man 
noch die Erkenntnis dazu, daß das cinstündigc Daucrfließen 55-60% des 
Jfaximalwertes ausmacht, kann das Dauerfließen praktisch für beliebige 
Verhältnisse bestimmt werden. 
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Zusammenfassung 

In der letzten Zeit wurde die Methode der Dimensionsanalyse bei vielen technischen 
Problemen zur Klärung der allgemeinen Gesetzmäßigkeiten erfolgre(ch benutzt. Diese ~Iethode 
bietet auch bei landtechnischen "Untersuchungen große ~Iöglichkeiten. Im Beitrag wird die 
1Iethode der Dimensionsanalyse kurz beschrieben und an Beispielen aus der :JIechanik des Sys­
tems "Boden-Fahrzeugl( dargestellt. \X' eitere Beispiele werden kurz besprochen. 
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