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1. Es wird zuerst ein gewisser Matrixalgorithmus SMA (und seine
Sprungform SMS) fiir verschiedene linearalgebraische Zwecke. z. B. fiir
Rangerzeugung (StMA), Inversion einer Matrix (SiMA) als Vorbereitung auf-
gezeigt. Dann wird darauf der Lésungs-Matrixalgorithmus (SIMA) fir ein
allgemeines lineares Ungleichheits- und Gleichungssystem, sonst mit in-
teressanten theoretischen und methodischen Erfahrungen angebaut. Endlich
kommt seine Anwendung bei nichtlinearen Verhiltnissen, samt einer gewissen
Verbesserung und mit Schlulbemerkungen.

Unser SMA, SMS und seine Varianten hatten schon mehrmal eine Rolle
in unseren Aufsitzen [1,2] und gréBeren Arbeiten [3,4] uzw. als Simplex-
Matrixalgorithmus (SMA) und -Matrixsprung (SMS) zur Losung linearer
Optimierungen und wverwandter Aufgaben (z. B. zu Transportoptimierung,
ganzzahlige bzw. quadratische Optimierung, TSCHEBYSCHEFF-Approximation
usw.) gespielt, diese Beziehungen werden hier also nur erwihnt, aber nicht
behandelt. Schon hier kann man die giinstige Programmierungserfahrungen
des SMA, z.B.aufdem ELLIOTT-803-Automat und fiir die ALGOL-Sprache
aussprechen.

2. Esseieine Matrix A= A,vom Typ (nxm) mit Spaltenvektoren a; und
Zeilenvektoren @' und Elementen a;; angegeben, d. h.

Ay=A=[a]=[a]l=[a] (=12...nj=12,..,m). (la)

Um ihre Rangzahl r = o (A) < min (n, m) zu bestimmen, tauscht man zuerst
einen Vektor @, von A, mit einem Vektor e, der Ausgangs- (Einheits-) Basis

B,=E=1[¢] =[e]=[0n] @(Gh=12...,n) (1b)
aus und bekommt so die Matrizen

Al =A,— (q;—e,) e, B, =E-+(aq—e,)e" (2a.,b)

* Geschrieben wihrend der Fachreise Lyon—Grenoble—Paris im Mirz—Juni 1969:
teilweise vorgetragen an den Technischen Hochschulen von Aachen und Ziirich, franzdsisch
im Institut Poincaré von Paris im Juni 1969,
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B, ist eine neue Basis, wenn ihre Determinante
det(B)) = |B,| = [E+(a,—e,) e¥| = [E4-(ay; -1)e e =ay=e€"a; =0 (2e)

ist, d. h. die Austauschvektoren @, und e, nichtorthogonal, das Pivotelement
aj nicht gleich Null sind. Spéterhin soll man die Matrix A; auf die neue
Basis B; (ay == 0) transformieren, uzw. durch ihr Links-Multiplizieren mit der
Inverzbasis BT, d. h. (mit y == 1/ay)

A =B Al = [E-y(a e ] [A,—(a—e)e] (3a)

A=A, 7(“1_91\-)(‘11{‘%’61') 3 (3b)
ihre Vektoren sind offenbar

a’i\fl) - a’j__ éj(al—e!\') [] # 1: 6j:a‘,’;j }']t a'(ll) = € 7’(“1““ el\')' (36)

Die Matrix A, ist also die (auf B,) iransformierte Form der (von A, durch
Vektoraustausch) modifizierten Matrix A]. Der bisherige erste Schriiz (SMA,)
steckt einen Basisvektor e, in die Matrix A, (statt dem nichtorthogonalen
Vektor a;. sonst in die Basis B, umgekehrt) ein, dann transformiert er die
so modifizierte Matrix A] auf die neue Basizs B, in die Form A,.

Auf Grund des ersten Schrittes 148t sich der ganze Algorithmus (SMA) so
erkldren: man steckt je eins die Basisvektoren e, e, ..., e .. .. e, (die

offenbar linear anabhiingig sind) in die Matrizen A, A;, .... A, ... A,
: . r 1 q)

(statt den, zu ihrem Paar nichtorthogonalen Vektoren @y, (151)., s a(lj', s

ag:;l), sonst in die Basen B,. B,. .... B,. .... B,_; umgekehrt) ein.

inzwischen transformiert je eins die so modifizierte Matrizen Aj, A5 . ...
g<1> + -+ Al auf die neuen Basen B;. B,. ..., B,.; ..., B, in die Formen

A A, ....A,.4, ....B, .immer beziehungsweise. Nach diesen Richtlinien
12 2e q = 1. o

ergibt sich der zweite Schritt (SMA.,) kurz so:

A, =B;'A) = [B,+(a,—ey)ef1]-A; = [E—yy(al) — e, )] Bt -
- [Al—(a;,—ey) et ] =[E—y,(a})—e, )e"] - [A,— (@) —ey)eh], (4ab.ec,)

A=A~y (aP—e,) (afy+eh) (vy=1/a)y,) .

‘Bzi=iB1 : [E"'r(a?f’ “ekl) ekl]i = ‘Bly ) lBlzi =qyy aﬁ(ll)ll ‘T_& 0;

dann ein allgemeiner, z. B. ¢ 4 1-ter Schritt des Algorithmus (SMA,.;).
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gleichzeitig die rekursive Formel des SMA noch kiirzer so:

A, =B AL = A, — y(af — ey) (alhten), (52,b)

!

g+1=1,2...,r, y,=1/af,. [By: 1!—1]“1‘531?

Unser SMA endet automatisch dadurch, dafl alle freien Vektoren

a) (j=1,) der Matrix A, schon orthogonal zu allen freien Basisvektoren
e; (i==k,) sind, also

eaP=af=0 (igkyj#l.g=01...,r—1). (6)

Man kann schon nicht mehr einen freien Basisvektor e; (i == k) regulir (a(’)w— 0)
in die Matrix A, statt ihren freien Vektoren a{” (j == 1l,) hineinstecken, alle
a\” (j == 1) sind also kompetibil mit den, durch den eingesteckten Basisvek-
TOTEN €, €y, ++ =5 €y -+ €, generierten Unterraum Eg) des euklidischen
Raumes E,. Die Anzahl r dieser generierenden Vektoren €k, oder der ein-
steckenden algorithmischen Schritte SMA, . | liefert uns offenbar die gesuchte
Rangzahl r = p(A).

3. Unseren SMA kann man so beschleunigen, daB man 2, 3, . .. oderaller
Schritte in einem Sprung zusammenfaBt. Unter Voraussetzung des letzten
giinstigen Falles und der speziellen (uzw. lings der Hauptdiagonale) Auswahl
der (von Null verschiedenen) Pivotelemente a,,, a8, ..., e D (d. h.ky=1, =
- ¢ -~ 1), macht man den entsprechenden Gruppenaustausch

Ap=la,a, ....a,]—[e.e, ...,e]=Ep (Ta)
mit der reguldren Pivotmatrix A, A, | =0, dann die Transformation der

Matrix A/ = [Ep. Ay] auf die Basis

1A 0

Br = [‘AR7 E‘\v] lBr! - A‘R‘ E\i = | rrE L= !Arrl S H avgi,_l) :f——’[_ 0 (7}))
nnf =1

in die Form A, sprungweise (also von A, ausgehend, unmittelbar) durch

unsere Formel (SMS)

A =B A=A, — (A, — Ep)T, (AR+ER) (T,=A7), (8a)

oder durch ihre ausfithrliche Form (SWMS)
A = [A,, Arm J_rArr“’ E T, - [A+E A,]= L, A, 1 (8b)
[ A, (Arm =T, Arm) "AmrrnAnm”AnrArm

Das gilt sinngem#&B auch fiir 1,2,..., o<1, aber bei p = r (Rangzahl)

‘Anf “*nm
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mit der (aus den vorigen folgenden) Eigenschaft A"} — A A T A =
Daraus kann man wohl die Siruktur der Endmatrix A. beurteilen., was spiiter
sehr niitzlich wird.

Im praktischen Rechnen arbeitet man statt (7a. b) und (8a) mit ihren

allgemeineren Formen

*AL = [alv a, ..., a’lp_;] hag [el;v €rs v s €p, ] = EK7

-1

(9a,b)
r—1

B, = Akl = [] akote # 0,
p=0

A.' = Brl A; - Ao - (AL E1\)I‘A1(AK EL) (PI\"L = A;(lL) * (9‘3\,

aber jetzt durchschneiden sich die zu (8b) sinngemif} analogen Bliocke und
darum zeigen sie die Struktur von A, jetzt nicht so anschaulich. wie diesel-

ben von (8b).
4. Aus den vorigen folgt unmittelbar, dal die Endmatrix A, (des SMA
oder SMS) im Falle der Regularitit von A = A, d. h. bei
n=m=r [Typ(A)=nxm, o(A)=r] (10)
so bei A, = AR = A, E, = ER — E in der Art
An=A—A-E) ATA+E)=A—(A-E)— (E-A"H)=A"1 (11)

genau gleich mit der Invers von A == A,. Wendet man also den speziellen
(uzw. der Wahl k; = I, = ¢q-+1 entspechenden) SiMA

!

, 1 | .
A =Bl A=A — - q—)———-(aq 1 —€p-y) (al e | (12)
q+1.4 !
(g+1=1.2,....n; ag-{%+10)

auf eine regulire Matrix A = A, (n = m = r) an, liefert er nach n Schritten
die Inversmatrix A-1= A,. Inzwischen soll man im praktischen Rechnen
eventuell bei einigen Schritten Spaltenaustausche verwirklichen (und diese
auch zuriickkehrend in Betracht ziehen), damit die Forderung a,({,., 5% 0
immer erfillt sei.

5. Und wie kann man unseren SMA und SMS zur Lisung eines allge-
meinen (n =< m, oder n = m > r, oder n > m = r, oder m > n=r) linearen
Ungleichheits-, speziell Gleichungssystem (US bzw. GS) anwenden? Ohne Be-
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schrinkung der Allgemeinheit darf sich ein urspriingliches US [eventuell
nach Multiplizieren mit (—1) einiger Ungleichheiten] in der Form

A x =[ay, ;@] 5 ([Z[an] =0, (13)
(nxm) (n) ()

X 2o

X Xyo

zeigen. Durch linkseitige Einfithrung des nichtnegativen Differenzvektors
%:: [u;] < 0 und durch gewisse Umordnungen ergibt sich daraus das (er-

weiterte) dquivalente Gleichungssystem (AGS)

e ] = 0] L= A L]t A ) =
- — e 2 P
o ‘ =A,(-2).
Uy L (u=0) (13b)
L— Xy

Und wenn man jetzt zweckmifig die nichtorthogonalen Vektoraustausche

- @ . e T
Uy € - @y(—xy), s Ugsy €qiy - A (—Xgsy)s s U € AT ()

14
a0 8g1%:1 50 ar P =0 (1)

inzwischen die Transformationen der erweiterten Vektorgleichung auf Basen
B..B,.....B,.,.....B, — genau durch unseren SiMA, als SIMA — nachein-
ander verwirklicht, so ergeben sich die expliziten Herstellungen

o ]=A7 17, .. x =A,,r 1 1,
Uy —Uy : —uq
u: —%y Yoty :
" : Ugts —Ug+q
m : —%g+2
LUy H
Xy (14b)
Xy =TI —IZAF'[_ 1 _EAr' 1 L]
u,, : —u, —u,
Xy : —&Lm
ul"‘"l — U,
: e
LU, 4 :
_— Xy

mit
Ay =[ag™™, Ayl =af —o(a;?,—e,.,):

(14¢)
Aq - ﬁ/11((1‘((121. - eq+1) (a’?q+)1+eq+1)] * !1* = 1 2= SRR R A
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Mit Hilfe unseres erweiterten SMS kann man schreiben, dafl die allgemeine

Lésung des US

(B, = 8;6) I‘rr Arm 1 =
Uy, nO Arr Om _A~nr rrr onm [_ u, }
[6;’3 = rrr aro s r=20 (AO)] m (15
= [S(rﬁ) + To(—w)+ Dp(— m)]
al AT (—u)+0,,(— 2,

mit dem ganz freien Parameter &, und mit dem nichtnegativen, sogar auch

durch die Kompatibilitdtsbedingung (KB)

U, =am — A, T (—u)=0 (u, = 0) (16a)

beschrinkten Parameter v, ist.
Hat man speziell ein lineares GS, so soll offenbar u, = § und auch
U, = () sein, folglich die vorige KB sich in die Form

ai =0 (16b)

vereinfachen. Erfillt eventuell nichs die KP, so hat das US bzw. GS gar keine
Lésung.

Im Fall der Regularitdt, d. h. bei n = m = r ergibt sich die Losung
des US bzw. GS nach n Schritten in der einfachen Form (ohne KB)

x, = A a(— @)= 80"+ A (—u,)., bzw. (bei u,=0) x, =38, (l7a)

nebst A, = A;'=T und & = I, (17b)

im Einklang mit (11), (12), (14b), und (15).

Im praktischen Rechnen arbeitet man statt (12) mit (5a) als SIMA,
aber so werliert (15)—wegen Durchschnitten der Blécke — ihre anschauliche
Struktur.

Beispiel 1. Zu lssen ist das (urspriingliche) lineare Ungleichheitssystem

Ae=r 3 1 1 2 8 20rx1< 3=a,,
3 -6 1 1 7 5| —21
4 2 3 3 11 5| 7
—2 2 -1 -1 -5 —3||x 7
2 4 2 2 6 2])|=x| L 14
L. Yg_]
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oder statt dessen das #quivalente (erweiterte) lineare Gleichungssystem

O<)u=Tu,I=r 3 3 1 1 2 8 21r 17=A(-a),
u, —21 3 —-6 1 1 7 5||—x
uy 704 2 3 3 11 5||—=
u, T—=2 2 —-1-1-5-=3|—x
us 14002 4 02 2 6 25| —=m
—x,
L Xg )
uzw. durch unseren SIMA nach (5a). —
Erster Schritt (a;, = 1. so u, — x,):
A=A “1_(“>“e1)(61“”é2)=-&n_1' FonBralas]
10 —0
2
9
|3 4.]
ry=rx,7=rC 3, 3 1 1 2 8 27r 171=A(—g).
u, ~3: 21 6 7 13 535 17 || —a
u, 1 -2-2 1 -1 -5 1 —uy
Uy 1, -8 -2 -3 —5 —21 —7 —x
busd L2 —10 —4 —2 —6 —26 —6 || —x,
— x4
Xy
Zuweiter Schritt (af) = 1, so uy = x):
A=A - —(@p—e)(@y+e)=A, 1] LjII-2-22-1-51]
al) {
0
-3
| 2
v,=0x = 2, 5 3 -1 3 —3 17 173=34(3,).
u, —10° 35 20 —7 20 90 10 || —x,
i I, =2-2 1-1 —5 1} —u
u, 41 —14 —8 3 —8 —36 —4 || —u,
Lo, L 4 —14 —8 2 —8 —36 —4.l] —=x,
—x,
L. Xg.J
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Dritter Schritt (af = 10, so u, > x):

X a " r171[-10 035 20 —7 2
A=A, ;m (a%’—eg)(d%g>+é6)=A2~_116., ; [-10:35 20 -7 20 90 11],
26
1
—4
L—4
v=lxl= 3/ 15 1 -03 1 4 —017 1 1=A4(-3,)
X —1) 34 207 2 9 01| —x
% 2055 —4 17 —3 —14 —0,1 || —u,
u, 0. 0 0 02 0 0 041 —u
u ! L 000 0—-08 0 0 04 —x,
{ ] i -——xs
L. Us

Unser Algorithmus hért jetzt automatisch auf, weil die noch freien Ele-
mente aﬁ?’(i =k=12,3;j=1=23,6;als0o i =4,5; 1 j=1,4,5) alle
gleich Null, also fiir das Pivotelement aff] unbrauchbar sind. Die Rangzahl r
der urspiinglichen Matrix A und wegen af) = af}) = 0 dieselbe # der erweiter-
ten Matrix A, ist gleich der algorithmischen Schrittzahl p, d. h.

r=g(A) =rt= Q(AO) = p == max q(Aq) = 3.

Das End-Gleichungssystem v; = A;(—¥,) gibt uns also die allgemeine
Lisung des Start-Gleichungssystems an, uzw. die Kompatibilitdtsbedingung

=[u,]=[07—[0 0.2 0.4
us| |0] [0 —0.8 0.4

und die allgemeine Losung fiir die Haupt-Unbekannten

0<u

£

Us

jl':ul} =af) + A, Ty u; (w0, 2 0)

Uy

Iy=[z,]= 31— 1 —0,3 —0.17[u,]— 1.5 1 4% |=
g |—1 2 —07  01{|u, 34 2 9|lx,
%4 2] |4 17 —01f]u,] [—55 —3 —14]|x,
=8 — Tyuy — Ay, xy:
u, >0, u, >0, u, >0: %, 20, v, 20, x;,Z0

Im Falle des (urspriinglichen) Gleichungssystem sind alle u; = 0; wegen
af) = 0 erfiillt sich die Kompatibilitit.
Damit ist unsere Aufgabe ganz geldst.

3
o) =
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6. Betrachten wir endlich, wie man eventuell unseren SMS zur Lé-
sung eines nichtlinearen, reellen US. oder GS anwenden kann. Es sei also
ein urspriingliches US

a(x) <a, mit a(x)€C? fir yr€K cE,, (18a)

d. h. mit stetigen a(x), a'(x) = A(x) und a’(x) = U(x) in einem konvexen
Bereich K C E,, gegeben. Weiter liege eine grobe annihernde Losung x(”
des GS a(x) = a, auch in K, gesamt mit seiner geschlossenen R-Umgebung:
Up(x) c K. Sonst ist a(x), a, € E, und im allgemeinen n == m.

Einer einfachen Behandlung halber sei hier n = m [d. h. A(®) quadra-
tisch], sogar

n=m=r=g[A(x)] fir Ve €K (18a’)
[d. h. A(®) regulir: |A(x)] == 0 in K]. Substituiert man a(x) mit seinem
TavLor-Polynom ersten Grades in der Umgebung von @ fiir das linearisierte
Us (1U0S)

a@® + A@®) (@—a™ < a, (dr=x—a9), (18b)

dann fithrt links den nichtnegativen Differenzvektor u € E,. nebst eine
Umordnung ein:

A~z o)1 A (@) - dar) = Ay(x @) —Ax) (18c)
[0 = du, ay(x) = a, — a(x), A(x) = J(x)= ig%lj (19)

so erscheint das zu (13b) analoge (erweiterte) dquivalente linearisierte Glei-
chungssystem (AlGS), jetzt aber mit variablen (d. h. von den Anniherungen
a®, 2", .. 2D, .. abhingigen) Koeffizienten.

Unter diesen Umstidnden veréindert sich unser Lisungsalgorithmus SIMA
nach (14b) nur darin, daf man nach jedem. so auch dem g-ten Kleinschriite
aus der expliziten Herstellung

_/jxq = | o) (29D)] - Aq(l.(q-l)). — Au,),
Au, ol (x9D) — Az, (20a)

Av@ = agn(m(q—l)) -+ Aq(.r(q“1>)- (~ Ay@)

bei GS-Bedingung (in den ersten ¢ Koordinateﬁ) Aug = 0 und bei Anfangs-
bedingung (in den letzten n-—gq Koordinaten) Ax, = 0, also bei Nullbedingung
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Ay@ = 0 den g-ten Korrektionswert dw, = off) (x9) bestimmt.* und damit
die neuere Lésungsanniherung

@) — pe-D L _1(13(‘1) = [~ + a(q)(m q—l)) [q =1,2,.... n; (901))
(D = x‘(IO)) x© 0 ol = B;1_, a@™] -

ausrechnet. Dann bildet man die Funktionswerte ¢@(®@) und A (@) fiir
den folgenden, also ¢ + 1-ten Kleinschritt, der — durch die Formel (12) und
nach dem Muster (30) - die neuere explizite Herstellungen als die Formel
unseres »dynamischen« SAMA

AOD = [0~ 7@y )]s~
+ (A = vo(gs — g )(af T e )] - (— AyT) = (21a)

= o V(x D)+ A, (D) (—dy(@)
liefert. Um schon durch die Kleinschritt-Losungen 2D ohne Schwanken,
immer niher der exakten Losung @), so auch einer wirklichen Konvergens-

beschleunigung zu kommen. soll man die Auswahl jedes Pivotelementes af\g}\_q
an der Hauptdiagonale nach der absoluten Engpaf3-Regel**

v Lo %9 )
min [0 =min 2 — M — g0 (g=1,2,..¢—1)  (21b)
itk #ke afl L af,
durchfithren. Hier war — bequemlichkeitshalber — die natiirliche Reihen-

folge k, = q -~ 1 vorausgesetzt,
Nach dem letzten. also n-ten Kleinschritt entsteht fiir das US die Lage

A'T(n)__:agr)(:n(n—-l)),%_An(m(n—-l)) . (_;/Ju(n)) [0 i: .;]ll,(”), An(m("“‘)) Az Aa-l(_r(n-—l))] (zza)

oder — mit zweckmiBiger Schreibweise — der erste GroBschritt

2D = ) = 21 LMD L A (D) - (— Ju (22b)

und derselbe fiir das GS bei Aut™ = 0 in der Form
20 = ) — =D L gD, (22¢)
Ist die Startanniherung 70 genug nahe zur genauen Lésung x0),
kann man so alle Matrizen A, an der Startstelle 29 bilden und nur die Vekto-

ren of an der Stellenfolge ¥~V beachten. Statt dem obigen. dynamischen

*und ** Diese Details erinnern uns an die lineare Optimierung durch unseren SMA.




ERGEBNISSE UBER MATRIXALGORITHMEN 141

SdMA bekommt man so einen halbdynamischen Sd’MA fiir das reguldre US
mit der Formel

oD = g = =D LoD L ASY @) (—du). (23a)

Nimmt man auch alle Vektoren an der Startstelle ®, fiithrt dieser statische
SIMA zur Formel

) = 2 = 2O L A=Y 2O o (D) AgH(x®@) - (—Ju™), (23b)
wo der SIMA sich also nur bis auf Inversion — ohne Ausniitzen der gleich-
zeitigen weiteren Korrektionsméglichkeiten — beschriinkte. Dieser Fall ist

genau der erste Grofischritt der NEwrox—RapmsonN-Methode (NRM;).

Wiederholt man den Grofschritt (in n Kleinschritt) von Startanniherun-
gen D, M, 2D | ausgehend etwa 1-2-3-mal bei SAMA, etwa 2-3-4-mal
bei SA’MA und etwa noch mehrmal bei SIMA (oder im groBen: bei NRM),
ergeben sich gewdhnlich schon kaum variable, also der genauen x¢) sehr
naheliegende anndhernde Lésungen, d. h.

N~y pNED a0 (24)

Es ist beachtenswert, dafl die sog. modifizierte NRM (oder SI'MA) die
A-Matrizen auch bei den GroBschritten an der Startstelle 2 rechnet.

Betrachten wir endlich die rekursiven Formeln fiir die Grofischritte hei
den 4 erwihnten Algorithmen., um ihre Beziehungen zu beleuchten (mit
I=n, I' = n-1 und mit weiteren Vereinfachungen):

2Rl = QU @@l (@) AQT (1) (— Jul+T) [/S’ci:\—ll] s

| xQHT — QT L @1(3@4T) L T(aQ) - (—Ju*T) [Saad], (2%a-d)
xR =@ L TV (29) + Ty(x?) - (—Aul+1) [S/lﬁo NRM] s
| xQ =20 Ty (xR) & Tyfa?)- (— Ju-1) |'51'MA, mNRM] 5

wo es hei GS AuR*N = 0 gibt.

Sonst kennt man aus der Literatur [5] den Beweis und die Formel
der Konvergenzgeschwindigkeit der zwei letzten Methoden und dhnlicherweise
kann man auf die Beschleunigung bei den zwei ersten anzeigen. — Auf Grund
des Obigen ist es nicht schwer, auch den nichireguliren Fall zu behandeln. —
Zum Schluf} verweisen wir auf die natiirlichen Kontakte dieses Abschnittes 6
mit der nichtlinearen Optimierung [3].

Nach dieser Behandlung und nach den erwihnten Arbeiten [1—4] kann
man vielleicht den SMA, nebst seinen Anwendungsvarianten als ein Algo-




142 F. FAZEKAS

rithmus fast yfiir alles« in der linearen und nichtlinearen Algebra und Optimie-
rung betrachten,
Beispiel 2. Zu lésen ist im Parallelepipedon

x,=1[0,3 03 03]* <a=I[r, x, x]*<x,=[L 1, 1]*

das (urspriingliche) nichtlineare Ungleichheitssystem (US) nach (18a)

92

o ; 5
alx)=[ x + § + il (1= a,
247 + xf—dx, 0

3xi—dw, + 3 0j

oder statt dessen das (erweiterte) dquivalente nichtlineare Gleichungssystem (AGS)

0 < du=[du]=[1— (“'1 -+ Yg -+ "3) = a,—a(x) = ct,(x)
duy)  |0—(2x] + x5 — 4y
Adu, 0—(3x; — 4x2 + x3)

durch die Losung des dquivalenten linearisierten Gleichungssystems (AlGS)

0 < du=Jdu]=[1— (a7 + 25+ =3) 2%, 2%, 2, 1 1=
Au, 0—(2x] + 2} — 4x;) 4”:1 2x, —4 —dx,
Ax, 0—(3x) — 4x, + xs) x, —4 2x4 —dx,
—

= A (@) (— 4&).

uzw. mit Hilfe unseres sdynamischen« SAMA nach (20-21) in Kleinschritten.
Beginnt man mit der nullten Approximation 9 = [0.5 0,5 0.5]*, be-
kommt man das fiir Ju allgemein geléste Start-AlGS, nach (18¢)

0< Ju=[du,]=002511 1 I 1 | =A,x)(—A%):
Au, 125 2 1 —4||—ux bei dr = 0 ist
Auy 1,00 3 —4 1| —dx, Aw = et i) > 0.

- Jx3_

Erster Kleinschriit [die »Querschnitte« mit den Hauptachsenelementen
sind: Q" = a,p/a;; = 0,25 << QP = ay fay; = 1 < Q8 = aylas, = 1.25] also
wihlt man das Pivotelement a,, = 2x, = 1, den Umtausch Jdu, — Jx, und

die Pivotdyade

- 1 A oA
JA(x) = — — (a,—e,) (@€Y
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das fiir Jv, allgemein geléste AIGS, an beliebiger Stelle @ ist:

Aoy =[dx]=[ (1 —x] —x —x3)/2x,1/2x; xp/%; ENEN 17=
du, —2 b2 4, F—2 2, —4—4x, | | du,y
Au, —3 -3a) - 2x5 +4a, —3  —4—6x, —dx, Az,
Ax,
= Ay(x)(—4Y);
dasselbe an der Stelle x(®:
o, =[dx, =025 1 1 1][_1 7T=4A,x")(-45,);
du, 0,751 —2 —1 —6}] —du, bei Ay, = 0 ist
Auy 0.25 —3 =T =2~ Az, Auy, Auy <0, dxy = 0,25

— Az und so
D =a® + e, @®) = [0,75 0,50 0,50]*%;

die Matrix Al(a}) an der Stelle 2V ist:

A (V) =7-0,0417 = 0,6667 0,6667  0,66677.
{ 0.7500 © —2 —1 —6
0.2500 | —3 —17 —2
Zweiter Kleinschritt [die Querschnitte mit den freien Hauptachsenele-
menten sind: QY = al{//al) = —0,750, Q) = al}/al) = —0,125, wo also
Q] < Q5D ist] so uahlt man das Pivotelement a(l) = —dx, = —2, den
Umtausch Aug - Jx, und die Pivotdyade

N 1 ; .
AA(x) = -~ ‘ay(ﬂ‘:s“ ~e;)(ad,+-e%),;
33

das fiir Je, allgemein geloste A1GS, an beliebiger Stelle ist:

dey = [dx,]={(—-1— 7x1-xq Py )4,
Au, 14223 —4(x,— x5) 4 | |

(3 31%—9\3—~4A_)/1¢3 i

Aoy (3--3x3 — 2a3— 4w, )fdx, |

S 1jdx, —(24x,)2%, Vi, ([ 1 ) = A x)(—49);
143/x,  4(14x,)+(4+6x,)x, —1—1fx, || —Auy
3/4x, (2-+3x,)/2x, — 1/4xy —dx,

—Aug
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dasselbe an der Stelle &
Avgzldxi‘:[ 0,0417 | —0,3333 —1.6667 0,3333 _”_1___' ==

Au, 0 LT 20 —3 —Au,
Ax;] |—0,1250 |

1.5 3.5 —0,5 — Az,
= A, (x®)(—4,):
bei Ay, =0 ist du, =0, dx, =0, Adx, = —0,1250 und so
2 =2V + ey (@) = [0,7917 0,5000 0,3750]%;

die Matrix A,(x) an der Stelle &® ist:

Ay (x®) =[—0.,0012 | —0,3158 —1.5790  0.3158].
—0,0833 © 9 24,6667 —3,6667
~0,0208 . 2 4,6667 —0,6667

Dritter Kleinschritt [man wihlt das letzte freie Hauptachsenelement als
Pivotelement, d. h. afy = 4(1 + x,) -+ (4 +— 6x,)/%, = 24.6667] so den Um-
tausch Adu, ~ dx, und die Pivotdyade

das fiir Jv, allgemein geloste AIGS, an der Stelle 2™ ist:

I

Ax, .—0,0034.1%0,3649 0,0405 —0,1486 || — Au,
Ax,| |—0,0051 | 0,2973 —0.1892  0,0268] | — Au,

A, = rxlrro,oms 1 0.2604 0.0640 0.0812 1

= Ay(x®)(—3,):
bei Ay, = 0 ist Adu; = 0, Adx;, = —0,0065, Ax, = —0,0034; sx; = —0.0051
und so

2 =2 L e (@?) = [0,7852 0,4966 0.3699]*.

Das ist identisch mit dem Ergebnis des ersten Grofschrittes I unseres »dynami-
schen« SAMA, fiir das urspriingliche GS a(x) = a,, d. h.

xd =x® = [0,7852 0,4966 0,3699]*.

(Inzwischen erwies sich die Regularitit der Matrix A(z) im 2 < < x®).
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Und dies ist fiir uns — ohne weitere Grofischritte — ganz geniigend.
Vergleicht man n#dmlich diesen Ergebnisvektor mit denselben der (hier
einzelweise mit drei Kleinschritte dquivalenten) GroBschritte der bekannten
NewTo~N—RarasonN-Methode (NRM), d. h. mit den Vektoren

2O =1[0,5 0,5 0.5]%, 2D =z J(zO). e (2)9) = [0,875 0,500 0,375]*.
2D = ) L JYxD) - e (2D) = 70,7898 0.4966 0,3699]%,
E1D) = ) L J=1 D). ¢ (21D) = [0,7852 0,4966 0,3699],

so sieht man sofort die t’bereinstimmung des Vektors o'V unseres SAMA mit
dem Vektor 2™ der NRM. Das bedeutet hier eine dreimal so grofle Kon-
vergens-Geschwindigkeit des SdMA als dieselbe der NRM. Offenbar verdient
also der SdMA das Attribut »konvergenz-beschleunigend«.

Akzeptieren wir also den " des SAMA als anndhernde Lésung des
urspriinglichen GS-s a(x) = @, im Sinne von (22¢). so ergibt sich dieselbe
des urspriinglichen US-s a(®) <{ @, im Sinne (22b). wie folgt:

X0 ~e ) = a2 L A ) (—Ju®),

xg')]% x7=[0,78527--[0,2604  0.0640  0,08127 — Au,].
1 120 10,4966| 10,3649  0,0405 —0,1486 || —Ju,
x-!QJL 9], 10.3699] 10,2973 —0.1892  0.0268 | — Au,

Zusammenfassung

Anwendungszwecke unserer (vorher zur Optimierung benutzten) SMA und SMS.
— SMA als rangerzeugender Matrixalgorithmus; rekursive Formel, Beendigung, Kompati-
bilitdat, Rangzahl. — SMS, als Vereinigung mehrerer Schritte in einem Sprung: ihre Hauptachsen-
und Zickzack-Formen, die Struktur der Endmatrix. — Der Fall der Regularitit; hauptach-
siale SMA und SMS. als invertierender Matrixalgorithmus bzw. Martixsprung.

Lineares Ungleichheitssystem, sein dquivalentes Gleichungssystem in Matrix- und
Hypermatrixform. SMA als Losungsalgorithmus (SIMA): die Struktur der allgemeinen Lsung,
die Kompatibilititsbedingung: der Fall des Gleichungssystems, der Regularitit. Beispiel 1.

Nichtlineares Ungleichheitssystem, sein dquivalentes Gleichungssystem. Dynamischer
SMA als Losungsalgorithmus (SdMA) in Kleinschritten: Optimierungsanalogien (Nullbedin-
gung, absolute Engpal-Regel): Formeln fiir den ersten GroBschritt, Wiederholungen, Been-
digung: Spezialfille und Beziehungen in GrofBschritten, Konvergenzbeschleunigung. Beispiel
2. — SMA (nebst seinen Varianten) zeigt sich also als ein Algorithmus fast »fiir alles¢ in
Algebra und Optimierung.
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