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Einleitung

Das Singularitdtenverfahren hat sich zur Berechnung radial durchstrém-
ter Laufrdder mit riickwirts gekriimmter Beschaufelung sehr gut bewihrt.
Diese Methode wurde von GRUBER in einer praktisch gut verwendbaren Form
fiir die Forderung sowohl von inkompressiblen [1] als auch von kompressiblen
[2] [3] Medien ausgearbeitet. Dieses Verfahren ermoglicht die Bestimmung
der Schaufellinie fiir gewiinschte Leistungskennwerte bei beliebiger Zirkula-
tionsverteilung ldngs der Schaufel und bei gegebenen Hauptabmessungen
des Laufrades.

Die Berechnung erleichtert es wesentlich, wenn ein guter Niherungs-
wert des Steigungswinkels g, jener logarithmischen Spirale von Anfang an
bekannt ist, die iiber die Eintritts- und Austrittskante der Schaufel verlduft
(Abb. 1). Wenn dieser Winkel nicht richtig gewidhlt wurde, mufl die ganze
Berechnung mit einem auf Grund des ersten Rechnungsganges korrigierten
Winkelwert wiederholt werden,

Schon frither wurde ein Verfahren zur Berechnung von g, bei inkompres-
siblen Medien entwickelt, das bei konstanter Laufradbreite ebenso wie bei
konischer Deckscheibe verwendet werden kann und das aus einer geschlossenen
Formel geniigend genaue Werte liefert [4] [5].

Die Berechnung von Laufridern mit konstanter Breite

Die Untersuchung bestimmt zun#chst die annihernde Schaufellinie*
Der gesuchte Wert von (3, ergibt sich als der Steigungswinkel jener logarith”
mischen Spirale, die iiber die Eintritts- und Austrittskante dieser annihern d

bestimmten Schaufellinie verlauft.

Die Schaufellinie wird auf Grund der Geschwindigkeitsdreiecke bestimmt.
Damit bleibt der Umstand unberiicksichtigt, dal die Schaufelzirkulation
eigentlich von den auf den Schaufellinien verteilten Wirheln induziert wird.
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18 I. KURUTZ

Die Wirbelbelegung entspricht hierbei der angenommenen Zirkulations-
verteilung.

Aus dem auf einen beliebigen Radius r bezogenen Geschwindigkeits-
dreieck (Abb. 2) folgt:

u C

ctgf=— ——. (1)

- logaritmische
Spirale

Schaufellinie

Hier bedeuten: u die Umfangsgeschwindigkeit des Rades am Radius r, ¢, und
¢r die tangentiale und die radiale Komponente der Absolutgeschwindiglkeit.

Da es im weiteren zweckmifBig ist, die Ausgangswerte der Berechnung
in dimensionsloser Form auszudriicken, wird die Druckzahl! ;s und die Liefer-
zahl ¢* in geeigneter Weise umgeindert. Die Druckzahl wird bei der Behand-
lung von Laufridern, die von inkompressiblen Medien durchstrémt werden.
zumeist in der Gestalt
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angewandt. Hier bedeutet Apgyy die ideale Gesamtdruckerhdhung, u, die
Umfangsgeschwindigkeit des Laufrades mit dem AuBendurchmesser D, und
o die Dichte des Mediums. Diese Formel 1408t sich bei drallfreiem Eintritt, d. h.
bei ¢;, = 0 auf Grund der Eulerschen Turbinengleichung

Apgid = Q€ Uy
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in der Form

(2a)
schreiben.

Da dieser Ausdruck von der Dichte unabhingig ist, kann er auch fiir Lauf-

rider angewendet werden, die von kompressiblen Medien durchstrémt werden.
Die Lieferzahl ist
Ql Cori

v D, 7 by u, U, 3)

worin Q, das in der Zeiteinheit in das Laufrad einstrémende Volumen und b,
die Breite des Laufrades am Auflendurchmesser D, bedeutet. Die radiale
Geschwindigkeitskomponente c¢,; wird so berechnet, als wire das Medium
inkompressibel.

Wegen der Kompressibilitdt dndert sich jedoch die Dichte, die tatsdch-
liche radiale Komponente der Absolutgeschwindigkeit wird mithin

i . (4)

Im weiteren wird das Verhiltnis der tatsiichlichen Dichte p zu dem Wert p,.
der Dichte im Ruhezustand vor der Verdichtung, wiederholt Verwendung
finden. Dieses Verhiltnis erhiilt man aus der Energiegleichung der Gasdynamik.
wenn man sie im laufradfesten, rotierenden Koordinatensystem aufschreibt.
Nach entsprechenden Uménderungen ergibt sich
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Hier wurde die dimensionslose Bezeichnung

[3]

o

eingefiithrt. Die Machsche Zahl M wird aurch die Beziehung
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bestimmt, in der a, die Schallgeschwindigkeit in Ruhezustand vor der Ver-
dichtung bedeutet. Die Potenz mit dem Exponenten 1/(x — 1) kann bis un-
gefdhr M = 0,8 (bei Luft bis u, ~+ 280 m/s) durch den Niherungswert ersetzt
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werden, da sich hierbei kein zu grofler Fehler ergibt. Die angegebene Beziehung
fiir das Dichteverhélinis ist der Literatur [3] entnommen.

In diese Bezichung sollte natiirlich der tatsichliche Wert von w/u,
eingesetzt werden, dieser ist aber am Anfang der Berechnung noch nicht
bekannt. Da fiir g, eine geschlossene Formel gesucht wird, kommt eine schritt-
weise Naherung nicht in Frage. Die weitere Berechnung geht also von der
Relativgeschwindigkeit w; aus, wobei inkompressible Strémung vorausgesetzt
wird.

Wie schon erwidhnt, wird die annihernde Schaufellinie auf Grund der
Geschwindigkeitsdreiecke bestimmt. Entsprechend werden auch die Relativ-
geschwindigkeiten — die zur Berechnung des Dichteverhiltnisses benétigt
werden — aus den Geschwindigkeitsdreiecken berechnet (Abb. 2) gemifl
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Diese Gleichung liaBt sich unter Beriicksichtigung der Formeln [2] und [3

fiir pig bzw. ¢ uméndern. Dabei wird :l; == —— , ferner — auf Grund der
. . 2 Xy

=—— gesetzt. Der Wert von
Cori X Can

Gestalt der Zirkulationsverteilung lings der Schaufeln abhingig.

Bei der ausfithrlichen Berechnung des Laufrades wird die Gestalt der
Zirkulationsverteilung langs der Sehne einer Schaufel dessen geraden Schaufel-
gitters aufgenommen, das durch konforme Abbildung der Laufradschaufel
entstand. Frithere Untersuchungen haben gezeigt, daB gute Ergebnisse erzielt

werden konnen, wenn lings der Sehne im geraden Gitter eine konstante

ri

Kontinuitédtsgleichung — ist von der

Zirkulation angenommen wird. Hiervon ausgehend und unter Beriicksichti-
gung der Abbildungsfunktion kann die Anderung der Zirkulation bzw. von ¢,
in Abhingigkeit von r bzw. x bestimmt werden. Die Herleitung dieser Beziehun-
gen wurde schon frither in einer Arbeit [4] verdffentlicht, die sich mit Lauf-
ridern fiir die Férderung inkompressibler Medien befafit. Hier sei nur das
Endergebnis

¢, x, Inx

Coy Inx, =«
angegeben. Damit nimmt die Gleichung fiir (i¢;/u,)* die Form
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und die Gleichung (5) fiir p/g, die Gestalt

0 —1a M2 IED ~(P*2—{— Vi p . Vi [ Inx )2 (6)
0 2 x Inx, 4 1= Inx,

<0 =

an. Mit dieser Beziehung und mit den Gleichungen (2a), (3) und (4) kann der
Ausdruck (1) fiir etg f/ in mehreren Schritten in die Formen

Ctt‘rﬁ:— =_—— =&
Cr ¢, Uy Corp € O Cau Us Corp Cp Qg
1 (x4 v Inx MU (2P .
ctgp=|= e BT 4 [ e
g% | x, 2¢9* lnax, 2 | x )

"z[‘———wid lnx—-—%[x—z)- Inx]-
In x, 4 = Inx,

gebracht werden.
Es ist leicht einzusehen, daB sich die rechte Seite dieser Gleichung in
zwel Teile aufteilen 148t:

ctg f = (ctg )i + Jctg f. (7)
Das erste Glied, (ctg 8)i ist von der Machschen Zahl unabhingig und ist gleich

jenem Wert, der sich fiir inkompressible Strémung ergibt. Das von M ab-
hangige Glied ist:

1 %) . 1 5 X 2 ]
detgfp =|— = “l'd—, e
- p* | x, 2¢% Inux, x
+ Vid jn . — Pia _T_g_“( Inx V3] M2
In x, 4 |2 ) !lnx 2
Nach kurzer Rechnung folgt daraus, daf
. o) * A 12
detgf ¥ _ Yia olne— f_mlﬂd__(lnx)2+
M2 2 2 ¢* x5 In x, 8 ¢*(lnx,)?
vug® 3 x| yhd (nap

4lnx, «f 16 ¢* (In x,)? x°

Der Steigungswinkel der iiber die Eintritts- und Austrittskante der
Schaufel verlaufenden logarithmischen Spirale 188t sich — aus dem bekannten
ctg f — aus folgender Beziehung berechnen:
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X2

ctg B, = 1 J‘—?E—éd'c 8)

In x, x
1

Dieses Ergebnis ist identisch mit Gl. (17) in der Publikation [4], die sich
mit der gleichen Frage befafit.

Setzt man den Ausdruck (7) fiir ctg § in die Gleichung (8) ein, kann jedes
der beiden Glieder selbstindig integriert werden. Die Integration des ersten
Gliedes ergibt die schon frither — Gl. (18) in [4] — abgeleitete Beziehung fiir
(ctg fo)e:

1 x5 —1 Yia
ctg a)i — = —_ N 9
(cte fo) 2¢*%In x, x5 4 p* ©)

Das zweite Glied ist

X

Aetg B, = ! ——-?i_‘—di—{-————w"d :xlnxdx——»
z )

M2 In x, | x 2 p* 2% In x,
1
3 . ta J(lnxo) g +")Uld(P x5 [lnx dx
8 o¢*(In x,)? x 4lnx, J 3
1
P a3 J (ln x)3
16(;0*(1nx2)3
Nach Integration ergibt sich
detgf, @ | i 1 a1 1 .
M2 2 4¢* | Inx, 22 2(Inx,)?
Yig P* { 1 x3— Pl
8 Inx, 2 (In x,)? 8 ¢*
I o
3, 1 -I——i l1+Inx, 3 1] (10)
32 | Inx, 2 (Inxz)® 4 (Inx,)
Demnach errechnet sich ctg fo aus den Gleichungen (9) und (10) zu
ctg fla = (ctg fa)i + detg fa (11)

woraus folgt, daB ctg f; mit dem Quadrat der Machschen Zahl proportional
wichst.
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Die hier abgeleitete Formel ist zwar etwas kompliziert, doch ermiglicht
ihre Anwendung eine erhebliche Arbeitseinsparung, weil sie die Wiederholung
der ausfiihrlichen Berechnung gegenstandslos macht.

Der Kontrolle dieser Beziehungen wurden die Ergebnisse einiger fritherer
ausfiihrlicher Berechnungen zugrunde gelegt. Die Ausgangsdaten und die
Ergebnisse sind in der nachstehenden Tabelle zusammengefaBt.

D,/D, = x, 1 16l 20
Vg 09 L2 10
o 03 03 02
M | 0,736 0,7 :, 0,75
Ba aus der ausfithrlichen Berechnung 31°26° | 38°28 31° 44/
{(8,) Niherungswerte nach den Formeln (9). (10) :

und (11) 307507 38°44° . 32004
B~ (B 0 —0°16"  —0°20

Die Genauigkeit der Ndherungsformel ist befriedigend. Sie erméglicht,
die wiederholte Durchfilhrung der ausfiithrlichen Berechnung zn vermeiden.

Die Berechnung von Laufridern mit konischer Deckscheibe

Die Untersuchungen zur Bestimmung des Winkels j, erstreckten sich
auf Laufrider mit konischer Deckscheibe.

Weun die Deckscheibe ein Kegel (die Erzeugende eine Gerade) ist, so
gilt fiir das Breitenverh#ltnis

Lokl

Hier bedeuten b, und b, die Laufradbreite am Auflen- bzw. am Eintrittsdurch-
messer.

Die Breitendnderung mufl auch bei der Bestimmung der Radialkompo-
nente der Absolutgeschwindigkeit beriicksichtigt werden, es wird also

Cpi bq x2

l

k
Car; b x
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was in die Gleichung (1) und in die Berechnnug von wju, einzugehen hat.
Es werden ferner die Beziehungen

B — bl,"’bZ:
x, — 1
und
by

eingefithrt. Unter Umgebung der Herleitung sei festgestellt, dafl sich das
Ergebnis in einer der Gleichung (11) dhnlichen Form aufschreiben 1d6t, daf}
aber / ctg g, jetzt nicht in geschlossener Form erscheint:

Xa

1

Inx, .
1

detgf

X

ctg Bo = (ctg ﬁa)i - dx.

Das (ctg po)i kann nach der fritheren Publikation [5] bestimmt werden:

Y pm— LN
2 ¢*In x, x3 3 X3
PPN |
4¢* | Inx, (Inwx,)

Der Integrand zur Bestimmung von . etg f, ist durch die Gleichung

1 Adetgh _ Ag* N 2 Ay, clnx
M2 x 2x (4 — Bx)? " 2¢*xdlnx,

_ 3‘—47}’74 (In %) + Beg* - Byia *lnx -
8p*(lnx,)> =x 2(4 — Bx)? 20* x31n %,

"i_ . 3 B’w-l‘d (111 x)‘_’ + A Yig P~ %5 Inx o
8 p*(Inx,)? 41n x, x% (4 — Bx)?

n Aylgx;  (Inx)? By, ¢ X3 Inx N

" 16¢*Inad a2 41nx, x2(4 — Bx)?

Bylxd ()
" 16 0¥ (In x,)? x?

1

gegeben. Nachdem man die Konstanten aus den Ausgangsdaten berechnet
hat, kann man den Integranden fiir verschiedene Werte von x tabellarisch
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berechnen und die Integration graphisch durchfiihren. Steht zur Berechnung
des Laufrades keine elektronische Rechenmaschine zur Verfiigung, erméglicht
auch dieses Niherungsverfahren eine Arbeitseinsparung, doch ist die Bestim-
mung von f, wesentlich langwieriger als bei Laufridern mit konstanter Breite,

Zusammenfassung

Die riickwirtsgekriimmte Beschaufelung eines radialen Laufrades kann auch dann
nach dem Singularititenverfahren berechnet werden, wenn es kompressible Medien fordert.
Das Verfahren geht von der logarithmischen Spirale aus, die ber die Eintritts- und Aus-
trittskante der Schaufel verlduft. Wird der Steigungswinkel dieser Spirale zu Beginn nicht
richtig angenommen, mull der Rechnungsgang wiederholt werden.

Nach dem hier geschilderten Niherungsverfahren kann der Steigungswinkel mit
befriedigender Genauigkeit bei Laufridern von konstanter Breite aus einer geschlossenen
Formel, bei Laufridern mit konischer Deckscheibe durch graphische Integration berechnet
werden.

Das hier bekanntgegebene Niherungsverfahren ermiglicht es, Wiederholungen der
ausfithrlichen Berechnung zu vermeiden.
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