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При BblR()'l.e уравнений теории слоистых пластин и оболочек, сос

тоящих из жестких и ~iягких слоев, обычно используется упрощающее 

допущение, что коэффициенты Пуассона для :\lЯГЮIХ слоев равны нулю 

[I -4]. 
Это предположение обосновано, если коэффициенты Пуассона доста

точно малы. Представляет интерес .оценить связанную с ЭТIШ допущение"1 

погрешность, так как для ряда l\lатериалов, используел1ЫХ в качестве мяг

ких слоев, коэффициент Пуассона близок к 0,5. 
Настоящая статья посвящена исследованию влияния коэффициентов 

Пуассона трансверсально-изотропного заполнителя на критические усилия 

в задаче об устойчивости l\1НОГОСЛОЙНОЙ регулярной пластины, прямоуголь

ной в плане. Определяется также относительная погрешность критических 

усилий, полученных в предположении, что коэффициенты Пуассона запол

нителя равны нулю. При ЭТО;ll используются некоторые результаты работ 

[3,4]. 
1. В теории многослойных пластин, состоящих из слоев с резко раз

личающиыися УПРУГИЛШ характеристикаЛIИ, обычно используются гипотезы, 

учитывающие это обстоятельство. Для «жестких» слоев считается справед

ливой гипотеза Кирхгофа-Лява; дЛЯ «1\IЯГКИХ» слоев существенными пред

полагаются дефорлшции поперечного сдвига и, может быть, поперечного 

обжатия ((трансверсально ыягкие слои») [1-4]. В. В. Болотин [1] на 

основе оценки порядка членов, входящих в фОРЛ1УЛУ для плотности энергии 

дефОР1l1ации многослойной пластины, дал классификацию «жестких» и «мяг

ких» (трансверсально мягких) слоев. При этом для плотности потенциаль

ной энергии жесткого слоя справедлива формула: 

(1.1) 

• Московский ЭнергеТIIческий Институт, кафедра сопротивления. ~\атеР!Iалов. 
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Аналогичное выражение для трансверсально Л1ЯГКОГО (в дальнейшем 

просто .\lЯГКОГО) слоя будет: 

и = ~ (Uzez + ТхоУх: + TyzyyJ +ЕЕ2 О(Ь). (1.2) 

Здесь Uk, Т/а - напряжения, ek, I'kl - деформации, чертой снабжены вели

чины, относящиеся к «жеСТl(Юl» СЛОЯЛ1. KpoMe.:roro, Е - характерный 
.\lОдуль упругости жесткого слоя, € - характерная дефор.\шция, Ь - малый 

параметр, характеризующий порядок величины пренебрегаеЛlЫХ членов. 

Оху: - декартова систелш координат, ось z которой перпендикулярна сре
ДIШНЬШ ПЛОСКОСТЮl слоев. 

Учитывая, что выражение (1.1) получено на основе гипотезы Кирх
гофа-Лява, и допуская, что выражения (1.1) и (1.2) :lЮГУТ II:llеть одинако

вый порЯ,J,ок, наХОДШl для энергетической погрешности Ь следующую 

оценку: 

()~~ ('Н2 E~) 
i.'2 ' 

Здесь Н - толщина слоистой пластины, ? - величина, обратно про пор

циональная показателю И3:l1еняе:1l0СТИ наllряженно-дефор.\шрованного со

стояния, Е - характерный illОДУЛЬ упругости ЛIЯГКОГО слоя. 

Более полное исследование энергетической погрешности дано в работе 

[1] в случае, когда коэффициент Пуассона для illЯГЮП слоев равен нулю. 

ВIIДОIl3:l1еЮl:l1 соответствующие рассуждения ПРЮlенительно к ОРТОТРОПНЫ1l1 

МЯГЮШ СЛОЮl С отличньши ОТ нуля коэффициента:llИ Пуассона. 

2. Pacc:l1oTPI!.\l ЛlНогослойную пластину с ОРТОТРОПНЫЛlI! l\\ЯГКЮШ 

слоя.\ш. Пусть плоскости упругой сюшетрии материа;Iа ;\1Ягн:их слоев парал

~lельны координаТНЫЛ1 П,lОСКОСТЮ1. Тогда, пользуясь заКОI!О:l1 Гука для 

ортотропного :llaтериа.lа, наХО,J,IШ 

(2.1) 

Здесь 

Е 
Ь10 = _1 (1"'1 + '1'311'.,з) , - () - - (2.2) 
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в рюш:ах гипотезы Кирхгофа-Лява для жестких слоев справедливы 

соотношения: 

- -
'"'-./ Туо "--' 1)а , 

где 1} = Н/}., (f - характерное шшрижение (а = ЕЕ). 

ДЛЯ Л1ЯГКI!Х слоев И:\lеют :\lесто соотношения, вытекающие из непре

рывности переlllещеIШЙ и трех ко:\шонент напряжений на границах жестких 

и !llЯГКИХ слоев: 

Используя закон Гука, ПОЛУЧtШ соотношения для деформаций сдвига 

Е 
f'xz'"'-./ 1) сЕ, 

13 

Наконец, для дефор:\13ЦИЙ поперечного обжатия наХОДИ:\l 

Оценим порядки слагае:\1ЫХ, входящих в выражение для плотности 

потенциальной энерги!! дефорл13ЦИИ :l1ЯГКИХ слоев (1.2) 

т х:: )' х: ~ а с ., (2.3) 
'lPl 

Здесь обозначено 

Порядки слагаемых, входящих в выражения для плотности потен

циальной энергии дефор:\шции жестких слоев (1.1), определяются соотно
шением 

(2.4) 

Для того, чтобы энергия деформации мягких слоев была сопоставлена с 

энергией дефор;\шции жестких слоев, достаточно выполнения одного из 

следующих соотношений: 

1)2 1)2 
-"--,1,-,,,-,1, (2.5) 
'lPl 'lPz 

(2.6) 

2 Periodica Polytechnica М. XI/l. 
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Если выполнены соотношения TO.lbKO (2.5), ТО в выражении (1.2) можно 
опустить слагаеi\10е uzSz. Для oAHoBpeJ\leHHoro выполнения соотношений 

(2.5 и (2.6) необходимо, чтобы отношение 172()'IjJ,JCP ИJ\lело порядок единицы, 

другими словами, слагаеJ\lОе И: ё: сле;:J,ует сохранить, лишь если отношения 

ЕзЮ~з j\ШЛЫ по сравнению с единицей. Это требование i\10жет быть выпол

нено лишь для узкого класса ыатериалов. ТаК!l2\1 обраЗОJ\l, при поперечном 

изгибе слоистой пластины почти всегда можно пренебречь поперечньш 

обжатие2\1 i\1ягких слоев. 

Полученный вывод теряет C!!.lY в задачах, где НОР2\шльное напряже

ние И: играет более существенную роль, че2\l напряжения сдвига "ixz , "iyz . 

Данньш УСЛОВИЯi\1 удовлетворяет, напр!шер, задача об устойчивости слоис

той пластины. При ЭТО.\1 важную роль наЧИНaIОТ играть коэффициенты 

Пуассона. Дело в том, что согласно пеРВО2\lУ из соотношений (2.3) при () -+ о 

вклад произве,J.ения И; ЕО: также стре2\ШТСЯ к нулю с точностью до слагаемого 

порядка Ее2О(О). 
3. Рассмотрим задачу об устойчивости слоистой пластины с транс

версально изотропньши СЛОЮlИ. Для упругих постоянных введем обозна

чения 

E 1 = Е2 = Е, Ез = Е', 1'12 = J'21 = V ,)'1з = 1'23 = Vo 

J'31 = J'32 = р' G1З = G2З = С. 

в принятых обозначениях значение Ьзз дается фОР.\lУЛОЙ 

1- )! 

Ьзз =IE' -----
1 -1' - 21'01" 

(3.1) 

Степень «СЖИ;\lаеl\lОСТI1» j\штериала .\lЯГКОГО слоя ~lОжет быть определена зна

чение.\l знаi\1енателя в выражении (3. J). ДЛЯ несжюшеj\lОГО материала это 
значение равно нулю. В ЭТО:'1 случае учет коэффициентов Пуассона эквива

лентен гипотезе об отсутствии поперечного обжаТIIЯ 2"l1.ЯГКИХ слоев. И в 3T02"l1 
случае погрсшность, связанная с неучеТО;\l коэффициентов Пуассона, дости

гает 2"l1aI.zС!I:\ШЛЬНОГО значения. 

В качестве примера расс.\lОТРИМ, используя результаты работ [3, 4], 
устойчивость illНОГОСЛОЙНОЙ пластины со следующш1И параil1еТРЮ1И: 

Е = 2,1· 10! KHj012 , lt = iz, n = 7, 1{'1 = ·1jJ2 = 10-5, 

рх = Ру' ~,= 0,5, h 10-3 ;'У' 

пр!! различных значениях паРЮ1етра l' = "аР'. 

Здесь h и iz - толщины j\1ЯГЮIХ Н жестких слоев соответственно, 11 -
число жестких слоев, ;.х, }'У - длины полуволн В направлеНШI осей х и у 
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при потере устойчивости, Рх и ру - критические значения сжимающих 

напряжений в жестких слоях. 

На рис. 1 приведены графики заВИСИll1ОСТИ критического значения 

сжимающего напряжения в зависимости от относительной длины полуволн 

формы потери устойчивости при различных значениях параметра у. 

----========:J' о=Q2ч9 : о=а225 
1,6 f---\--

~------------~o=O 

I 
1.2~----~ ______ ~ ______ ~ 

2 3 51g!iг) 

Рис. 1. Влияние КОЭффициентов Пуассона (1' = Vo v') .\IЯГЮ!Х слоев на критичеСЮlе 
СЖЮlalOщие напряжеНIIЯ в жестких С.10ЯХ 

Рис. 2. Относительная погрешность критических СЖlшаlOЩИХ напряжеНIIII 

На рис. 2 даны графики относительной погрешности вычисления 

критических напряжений, связанной с пренебрежение1\1 коэффициентов 

Пуассона в мягких слоях. 

Сопоставление кривых приводит к выводу, что влияние коэффициентов 

Пуассона в задачах об устойчивости слоистых плит может быть весЫlШ 

существенным. Кроме того, значения коэффициентов Пуассона могут влиять 

на форму потери устойчивости. Действительно, в раССЛlОтреННОlll ПРlшере 

нулевое значение параЛlетра у соответствует локальной потере устойчивости, 

а при J' = 0,249 потеря устойчивости носит глобальный (общий) характер. 

2* 
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Резюме 

в настоящей статье исследовалось влияние КОЭффИЦllентов Пуассона трансвер
ca"lbHO-IIЗОТРОПНОГО заполнителя на кгшт!!ческие УС!!ЛIIЯ в задаче об УСТОЙЧIIВОСТII ~IНOгO
С,lОЙНОЙ регулярной плаСТIIНЫ, прююугольной в плане. Определялась также относитель
ная погрешность КРllтическ!!х ус!!лшl, полученных в предположен!!и, что КОЭфф!!циенты 
Пуассона заПОЛНllТеля равны НУ"lЮ. Пр!! ЭТЮ\ были IlСПО"lьзованы некоторые результаты 
работ [3,4]. 
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