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1. Einleitung

Bei Fahrzeugen (besonders bei Schiffen), Deckenkonstruktionen, Briik-
kenfahrbahnen gelangen h#ufig gerippte Blechkonstruktionen, Tridgerroste
zur Anwendung. Derartige Konstruktionen werden meist nach der Theorie
der isotropen bzw. orthotropen Platten (z. B. HusEr, TimosrENKO [1] u. a.)
berechnet. Die Genauigkeit der als Kontinuum durchgefithrten Berechnung
befriedigt jedoch bei kleiner Rippenzahl nicht, und bei komplizierten Lage-
rungs- bzw. Belastungsverhiltnissen erfordert sie einen sehr groBen Arbeits-
aufwand. Das Verfahren von MassoNET [2] und GIENCKE [3], das eine Nihe-
rungslgsung der genauen Differentialgleichung liefert, gibt nach Unter-
suchungen von Farkas [4, 5] fiir Rippenzahlen von weniger als 5 (d. h. fiir
Blechkonstruktionen mit 4 %4 oder weniger Feldern) bei quadratischer Form
der Felder keine befriedigende Losung, und auch die Lagerung kann nicht be-
liebig sein. Hieraus folgt. daB man in solchen Fillen fiir die Berechnungen
statt eines kontinuierlichen Modells zweckmaBig ein diskretes Modell ver-
wendet. Zu diesem Zweck hat DusAs [6] die fiir das Kontinuum aufgeschriebene
partielle Differentialgleichung auf eine Differenzengleichung zuriickgefiihrt
und deren numerische Lésung ausgearbeitet.

Als noch natiirlicher bietet sich als Losung der Aufgabe die Berechnung
als Trigerrost an, wobel sich die natiirlichen Teilungen durch die Rippen von
selbst ergeben. Die Berechnung als Tridgerrost liefert sowohl fiir wenige als
auch fiir viele Rippen gleich genaue Resultate. Sie hat jedoch den Nachteil,
daf} der Arbeitsaufwand der Berechnung mit wachsender Teilungszahl — so-
wohl beim Deformations- wie auch beim Kraftgréflenverfahren — schnell
zunimmt. FAREAS untersuchte eine totale, in Richtung beider Koordinaten-
achsen gleichmiBig verteilte Belastung, der die als Kontinuum durchgefiihrte
Berechnung ihrem Charakter nach niher liegt. Fiir eine aus einzelnen kon-
zentrierten Kréften bestehende Belastung verdient offenbar die Berechnung
als Trégerrost noch mehr den Vorzug.

Im allgemeinen striubt man sich wegen der auftretenden linearen
Gleichungssysteme mit vielen Unbekannten gegen Tridgerrost-Berechnungen.
Mit Rechenmaschinen bereitet jedoch auch die Lésung komplizierterer
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Gleichungssysteme keine Schwierigkeit. Trotzdem ist es angebracht, die
Rechenarbeit auch in solchen Fillen herabzusetzen und das Gleichungssystem
in eine handlichere Form zu bringen (diagonale Umformung, Zerlegung in
unabhingige Teile usw.), was in den meisten Féllen auch die Aufstellung des
Gleichungssystems erleichtert. Fiir die Berechnung bedeuten Trigerroste mit
quadratischen Feldern in quadratisch symmetrischer Anordnung Sonderfille.
Trotz der Eigenart dieser geometrischen Anordnung trifft man in der Praxis
oft solche quadratische Trégerroste. Mit guter Niherung kénnen als solche
z. B. Deckenkonstruktionen mit einem Seitenverhiltnis von etwa 1 : 1, ferner
die zwischen zwei Schottspanten liegenden Abschnitte der Deck- und Boden-
konstruktionen von Schiffen usw., als solche angesehen werden.

Die Symmetrieeigenschaften der quadratischen Trigerroste wurden
bisher zur Untersuchung allgemeiner Belastungen nicht in vollem MaBle aus-
geniitzt. In seinem Aufsatz hat FArKAs [5] bei der Untersuchung der totalen
Belastung — d. h. einer Belastung, die selbst auch iiber vier Symmetrieachsen
verfiigt, —, die durch die Symmeirie gegebenen Méglichkeiten zur Verein-
fachung herangezogen, seine Untersuchung jedoch auf allgemeine Belastungen
nicht ausgedehnt.

Im folgenden soll die Ermittlung der inneren Krifte, die aus einer be-
liebigen, senkrecht auf der Trigerrostebene angreifende Belastung entstehen,
unter voller Ausniitzung der quadratischen Symmetrie der Konstruktion
behandelt werden.

2. Symmetrieverhiltnisse von Trigerrosten quadratischer Anordnung

Eine quadratische Konstruktion besitzt vier in einer Ebene liegende
Symmetrieachsen (Abb. 1). Entsprechend 146t sich die Belastung im allgemei-
nen in mehrere Symmetrie-Ordnungen einreihen. Legt man die Koordinaten-
achsen durch den Mittelpunkt des Quadrats parallel zu dessen Seiten, dann
sind offenbar die beiden Koordinatenachsen und auch die mit ihnen einen
Winkel von 45° einschlieflenden Diagonalen Symmetrieachsen.

Von héchster Ordnung ist die Symmetrie der Belastung dann. wenn
diese dhnlich wie die Konstruktion symmetrisch in bezug auf alle vier Achsen
ist. Wenn bei dieser Belastungsart an einem Punkt mit den beliebigen Ko-
ordinaten (i, k) die duBere Kraft P; ; wirkt, dann mufl offenbar an den
Punkten mit den Koordinaten (-+k, +i), (—1, —k), (—k, —1), (+k, —1).
(—1i, +k), (—k, +i) und (+i, —k) gleichfalls eine Kraft P wirken, man hat
also — mit Ausnahme der unmittelbar auf die Symmetrieachsen wirkenden
Krifte — ein Krifteoktett. Bei doppelter Symmetrie ist die Belastung sym-
metrisch entweder beziiglich der beiden Koordinatenachsen oder in bezug
auf die beiden Dijagonalen. In diesem Falle liegt ein Kréftequartett vor.
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Abb. 1. Symmetrieachsen eines Trdgerrostes quadratischer Anordnung

Richtung der Laufende Nummer der Belastungsgruppe:
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Abb, 2. Symmetrishe und antimetrische Belastungsgruppen an einem quadratischen Triger-
rost und deren Ableitbarkeit

SchlieBlich tritt im Falle nur einer Symmetrieachse, wie bekannt, ein Krifte-
dublett auf. Zu jeder symmetrischen Belastung kann natiirlich deren anti-
metrisches Paar gebildet werden, d. h. eine Kriftegruppe mit vierfacher,

doppelter bzw. einfacher Antimetrie.
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AuBer diesen Grundfillen kann auch die Kombination von Symmetrie-
und Antimetrie-Verhiltnissen vorkommen, so z. B. Antimetrie in bezug auf
beide Koordinatenachsen mit gleichzeitiger Symmetrie beziiglich der Diagona-
len. Die 21 mdglichen Fille (schliefilich des der allgemeinen Belastungen ent-
sprechenden Falles der O-Symmetrie bzw. O-Antimetrie) sind in Abb.2 zusam-
mengefallt. In der Kopfleiste des Bildes und an dessen linker Seite ist graphisch
die Richtung der Symmetrieachsen angedeutet, zu welchen die jeweilige
Belastungsgruppe eine Symmetrie bzw. Antimetrie besitzt. Das Vorhanden-
sein von vier Symmetrieachsen wird also mit einem ¥, derjenige von zwel
Symmetrieachsen mit einem -~ oder X und jenes von einer Symmetrieachse
jenachdem mit l — =~ bezeichnet; schlieBlich hat der Fall, bei dem keine Sym-
metrieachse vorhanden ist, die Bezeichnung 0. Im Bild sind die Kreuzungs-
felder der Reihen bzw. Spalten, die aufeinander orthogonale Belastungsgrup-
pen darstellen, gestrichelt; die zu diesen heiden Gruppen gehérenden statisch
unbestimmten Grofen lassen sich also aus zwei voneinander unabhingigen
Gleichungssystemen ermitteln. Die Belastungsgruppen, die den leer gelassenen
Feldern entsprechen, bilden keine orthogonalen Systeme.

Der orthogonale Charakter der Belastungsgruppen ldf3t sich nach folgen-
dem Gedankengang leicht beweisen: Sind zwei Belastungsgruppen orthogonal,
so haben die Einheitsfaktoren, die mit dem Integral des Skalarproduktes
je einer aus den beiden Gruppen gewihlten — ansonsten beliebigen — Ein-
heitsbelastung bestimmt werden konnen, notwendigerweise den Wert Null.
Dem ist tatsdchlich in jedem als orthogonal bezeichneten Fall so; wenn man
némlich in der Konstruktion nach Belieben einen Oktanten (das Feld zwischen
zwei nebeneinander liegenden Symmetrieachsen) auswihlt, um das erwihnte
Integralprodukt zu bilden, so kann man stets einen anderen Oktanten finden,
in dem der Wert des Integralproduktes die gleiche Grofle, aber ein entgegen-
gesetztes Vorzeichen hat. Ihre Summe betrdgt folglich Null. Da die Auswahl
des Oktanten an keine Bedingung gekniipft war, ist offenbar das Resultat
der Integration iiber die ganze Konstruktion ebenfalls gleich Null.

Von den méglichen symmetrischen und antimetrischen Gruppen in-
teressieren hier in erster Linie die Gruppen héherer Ordnung, d. h. diejenigen,
die, auf mehrere Gruppen gleichzeitig bezogen, orthogonal sind.

Der Abb. 2 ist zu entnehmen, dall die Gruppen 4 und B bzw. 4 und C
untereinander stets orthogonal sind. Demgegeniiber bilden die Gruppen B
und C miteinander kein orthogonales System. Innerhalb der Gruppen D und E
besteht nur noch teilweise Orthogonalitit, und schlieBlich bildet die Gruppe F
(die der ganz allgemeinen Belastung entspricht) iiberhaupt kein orthogonales
System. Die Orthogonalitdt der Gruppen hoherer Ordnung ist im allgemeinen
die Folge des gleichzeitigen Aufiretens von Symmetirie und Antimetrie. Dafi
die Gruppen 4, B bzw. C von héherer Ordnung sind, zeigt sich auch darin,
daf} sie sich nicht aufeinander zuriickfithren lassen, wihrend die Gruppen
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D, E und F jeweils hergestellt werden konnen als einfache Summen einzelner
Glieder der Gruppen 4 und B oder 4 und C. (In Abb. 2 ist auch diese Erzeu-
gungsmoglichkeit angegeben.)

In Tabelle 1 ist die Erzeugung der allgemeinen Belastung aus den Grup-
pen A und B dargestellt. Es ist bemerkenswert, daBl wihrend ein torsions-
weicher Trédgerrost mit n Teilungen und gelenkiger Lagerung (n — 1)2-fach

Tahelle 1

| Unhestimmtheitsgrad der einzelnen Belastungsgruppen bei einem Tragerrost
o mit n Teilungen und gelenkiger Lagerung
Lfd. Nr.der|

Belastungs-| : -
gruppe  Torsionsweiche Verbindung Torsionssteife Verbindung
n gerade @ n ungerade ; n gerade n ungerade
. f(nr—1)’3—1'()2———2)3—-—1‘ (n — 1P —1 =a° (n—2—1 a1
8 8 :‘ 8 T 8 Ty
 a—lp—1 w1 (n—1p—1  (n=1P—1  n*—1 (o= 1p
- s | 8 N ‘ 1 8 ' 4
A;ﬂu_ (n == 12— 1 ' n? —1 . (n4+1P—1  n? n? —1 ot =1
' 8 8 ] ! 8 ' 4
s (n—38F—1(n—2Ff—=1 n—38PF~1  (r1P—1 n—2P—1 (- 1)
] 8 | 8 ‘ 4 8 ' 4
(n—1P—1 (m—12 @—1P—1 an=1 (i—12 an-—1
’ s 4 4 T2 P
777777 . An—1)2—1 (n— 13 tn—1P—1  nn 1) (n —1¥  aln-—-1)
i ; - - -
; 4 4 4 ‘ 2 4 ‘ 2
21 (e — 1) (n — 1) (n — 1) =+ 2n(n -+~ 1) (n — 1) — 2n(n — 1)

unbestimmt ist, die einzelnen orthogonalen Belastungsgruppen hachstens
1/4 (n — 1)* Unbekannte enthalten.

Der Arbeitsaufwand der Berechnung ist bei einer nicht ganz allgemeinen
Belastung, d. h. bei einer Symmetrie bzw. Antimetrie niedrigerer Ordnung,
erheblich geringer, da man in solchen Fillen nur weniger als 6 orthogonale
Gruppen zu beriicksichtigen braucht.

Die allgemeine Belastung des Trigerrostes mit quadratischer Symmetrie
148t sich also nach obigem immer in 6 orthogonale Gruppen aufgliedern. Die
statisch unbestimmten GroBen dieser Gruppen konnen aus voneinander unab-
héngigen Gleichungssystemen ermittelt werden.
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Bemerkt sei hier, daBl die fiir vier Symmetrieachsen resultierenden
Schlufifolgerungen nicht nur fiir quadratische Trigerroste gelten, sondern
auch auf beliebige Arten von Konstruktionen mit vier Symmetrieachsen
(z. B. auf Schalen, Rahmen usw.) ausgedehnt werden kénnen.

3. Einige praktische Probleme
der Berechnung quadratischer Triigerroste

Bei der Lésung nach dem KraftgroBenverfahren bildet man das Grund-
system am einfachsten, indem man die Verbindung der einzelnen Lings- und
Quertrdger miteinander in Gedanken aufhebt. Damit werden die einzelnen
Trégerelemente zu einfachen, gleich langen Balken auf zwei Stittzen (evtl
beiderseits eingespannt). Trotzdem kann die Aufstellung der Deformations-
gleichungen bei groflen Teilungszahlen ziemlich schwerfallig werden und zur
Quelle zahlreicher Irrtiimer werden. Die Ermittlung der Koeffizienten des
Gleichungssystems 148t sich erheblich vereinfachen, wenn es gelingt, zu er-
reichen, dafl die den einzelnen Unbekannten zugehérigen Momente nur auf
einen verhiltnismaBig kleinen Teil der Konstruktion wirken. Das laBt sich
stets so einrichten, wenn man in den verwickelteren Belastungsgruppen noch
eine lineare Transformation durchfiihrt (siehe das Zahlenbeispiel).

Die Ergebnisse der bisherigen, fiir torsionsweiche Tragerroste mit gelen-
kiger Lagerung giiltigen Untersuchungen, kénnen sinngemifl auch auf rings-
um eingespannte bzw. torsionssteife Tréigerroste erweitert werden. Die Berech-
nung des am Umfang eingespannten Trigerrostes 146t sich durch Anwendung
eines statisch unbestimmten Grundsystems auch formell auf den Fall der rings-
um gelenkigen Lagerung zuriickfithren. Der Unbestimmtheitsgrad des torsions-
steifen Tragerrostes ist im Verhéltnis zum torsionsweichen Fall erheblich hoher,
die quadratische Symmetrie kann jedoch auch in diesem Falle ausgeniitzt wer-
den und die unabhéngigen orthogonalen Belastungsgruppen hestehen auch hier.

Wenn die geometrische Anordnung des Trigerrostes der quadratischen
Symmetrie nicht genau entspricht, kann dieses Verfahren offenbar nur als
Niherung angesehen werden. Man kann dann die an einzelnen Stellen auf-
tretenden Abweichungen (Unsymmetrie der Auflagerung oder abweichende
Steifigkeit eines einzelnen Trdgerelementes usw.) mit der verallgemeinerten
Perturbationsrechnung auf die Untersuchung weiterer zusitzlicher duBerer
Lasten zuriickfithren, wobei auf die durch die Symmetrie gebotenen Vorteile
nicht verzichtet zu werden braucht [7, 8].
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4. Zahlenbeispiel

Es sollen die inneren Krifte des in Abb. 3 dargestellten, am Knoten-
punkt 6 mit der Kraft P belasteten Trigerrostes mit 6facher Seitenteilung
(d. h. mit 6 X6 Feldern) und gelenkigen Anschliissen untersucht werden, der
aus Balken konstanter Steifigkeit besteht. Die Aufgabe ist 25fach statisch
unbestimmt. Die Lagerung an den vier Ecken bzw. ringsum am Umfang

p = 1000 kp
= const. -
£ = const.

Abb. 3. Tridgerrost mit allgemeiner Belastung und 66 Teilungen

ergibt bei gleicher Zahl von Rippenteilungen den gleichen Unbestimmtheits-
grad. (Es ist dies leicht einzusehen, wenn angenommen wird, daf} die End-
balken biegesteif sind.) )

Bei Ausniitzung der quadratischen Symmetrie kommen in den 6 unab-
hidngigen Gleichungssystemen je hochstens 6 Unbekannte vor, ja es gibt
sogar eine Gruppe, die nur 1 UUnbekannte enthilt. Es geniigt, den Wert der den
doppelt symmetrischen Gruppen 5 und 6 zugehorigen Einheitsfaktoren ledig-
lich bei einer der beiden Gruppen zu berechnen, da beiden Gruppen nur innere
unbekannte Krifte gleicher Anordnung zugehoren, jedoch um 90° gegenein-
ander verdreht. Bei Matrizenrechnung braucht man die zur Losung des Glei-
chungssystems notige Matrixinversion fiir die Gruppen 5 und 6 ebenfalls nur
einmal auszufithren.

Die Zerlegung der Kraft P in 6 orthogonale Komponenten ist in Abb. 4
dargestellt. Ausfiihrlicher wird hier die Berechnung der (in bezug auf die
Koordinatenachsen symmetrischen, beziiglich der Diagonalen antimetrischen)
Kraftegruppe 3 erdrtert. Diese Gruppe enthilt 6 Unbekannte. Wird das Grund-
system durch Aufhebung der Verbindung zwischen den Quer- und Lings-
tragern hergestellt — was im gegebenen Fall am anschaulichsten ist —, ge-
héren zu den einzelnen iiberziihligen Verbindungskriiften einheitlicher Grofie
die in Abb. 5 gezeigten Belastungsmomente (es ist nur ein Quadrant dar-
gestellt). Von den Momenten sind in erster Linie Mj; M und M{ ziemlich
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~Abb. 5. Zu den iiberzéihligen Verbindungskriften der 3. Belastungsgruppe gehorige Biege-
momentenflichen. (Die mit Doppellinien ausgezogenen Pfeile wirken auf die Balken in
Richtung =x.)

kompliziert, weshalb die Berechnung der Einheits- bzw. Belastungsfaktoren
duBlerst langwierig und arbeitsaufwendig ist. Die Berechnungsarbeit wird
durch eine lineare Transformation vereinfacht. Am zweckmiBigsten wird man
.diese lineare Transformation durch Vergleich der Momentenbilder auswihlen.
Die Richtigkeit dieses Verfahrens 1dft sich kurz folgendermafien beweisen:
Fassen wir die Momentenfunktionen M;j(s); Mi(s) ... Mg(s) in einen Vektor
Zusammen:

m'* = [Mj(s), Mj(s)... My(s)].
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Die statisch unbestimmten GréBen seien mit

bezeichnet. Mit diesen Definitionen ldBt sich das System der AnschluBigleichun-
gen in die Form

Dx4+-d=0 (1)
bringen mit
70y 050 ... . Opg
" ds
D={m m¥* = 2a
J JE (2)
" L 0 6 _i
010 |
o |
i— ( m My = | - (2b)
JE :
‘t) .
5. ]

Multipliziert man die Gl. (1) von links mit einer Transformationsmatrix T
und setzt man zugleich an die Stelle der Unbekannten X die Verdnderliche
= T*y ein, dan n hat man

(ITD) T*y -+ Td = 0. (3)

Mit (3) kénnen die Bezichungen (2a) und (2b) in die Form

) ds r ds
Tm) (Tm)* —vy - | (T )Y M, — = 0 3a)
| @my @ayr oy o+ | @) M — (3a;
(t) (t)
gebracht werden. Wird die Bezeichnung m = Tm’ eingefiihrt, so kann das
System der Anschlufigleichungen formell in einer der Beziehung (1) dhnlichen
Form geschrieben werden:

Dy +d=0. (4)

In dieser Gleichung kommt aber statt des Momentes m’ das Moment m vor.
Durch geeignete Wahl der Transformationsmatrix T 148t sich ein wesentlich
einfacheres System der Beanspruchungsbilder erreichen. An Hand der Momen-
tenbilder empfiehlt es sich z. B., folgende Matrix zu wihlen:

| 0 0000

0 1 0000

r—| 0 0 1000
—-1 -1 0100
—12 0 1010

0 1/2 —100 1
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My =My

>

Abb. 6. Zu den iiberzihlizen Verbindungskréften der 3. Belastungzgruppe gehorige Biege-
momentenflichen nach der linearen Transformation

i

Abb. 7' Die urspriinglich und nach der linearen Transformation beanspruchten Trigerele-
mente am Trégerrost. (Die dick ausgezogenen Elemente sind belastet.)

Das neue Moment 1 = Tm’ ist in Abb. 6 wiedergegeben. In Abb. 7 wurden
vergleichsweise jene Trigerelemente dicker ausgezogen, in welchen unter der
Einwirkung der Momente m’ und m ein Moment entsteht. Das neue System
ist sichtlich einfacher.

Damit vereinfachen sich aber nicht nur die Integrationen, sondern auch
das Gleichungssystem, da die Matrix D 6 Nullelemente (8,4 055, 05, . . .) ent-
hilt, so daB ihre Inversion weniger Arbeit erfordert. Die endgiiltige Bean-
spruchung kann entweder durch Riickkehr zum System x oder durch unmittel-
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bare Beniitzung des Systems y ermittelt werden, da leicht einzusehen ist, daf

M(s) = M, (s) < m* (s)y = M, (s) +m"* (s)x.

A=B=C=D=0 kp
pl8=125 kp

A= 55556 kp MP = 16720 mkp

B = 27778 kp ME = 49544 mkp
C= 5554 kp My = 25384 mkp
D= 1112 kp ) i M= 18538 mkp
P = 1000 kp ¢ My = 10320 mkp

Abb, 9. Vollstindiges Biegemomenten-Schaubild des Trigerrostes

Die Grofie der zur Gruppe 3 gehorenden Beanspruchung ist in Abb. 8
wiedergegeben, aus der Gesamtbelastung dagegen entsteht das Moment nach
Abb. 9 (ausfiihrlich sind nur die auf den Balken 9 wirkenden Momenten-
schnitte eingezeichnet).

Das Zahlenbeispiel wurde von Assistent Attila FEKETE ausgearbeitet,

Zusammenfassung

Die Untersuchung der allgemeinen Belastung quadratisch symmetrischer Trigerroste
1aBt sich auf die voneinander unabhingige Ermittlung der Wirkung von 6 orthogonalen Be-
lastungsgrappen zuriickfithren. Dadurch wird die Berechnungsarbeit erheblich vereinfacht,
besonders dann, wenn man durch eine lineare Transformation zu neuen handlicheren Verin-
derlichen {bergeht. Es ist zweckmalig, das Kréftespiel einer nur an wenigen Stellen von
der Symmetrie abweichenden Konstruktion mit Hilfe der verallgemeinerten Perturbations-
rechnung zu ermittein.
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