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Im Maschinenbau kommt es oft vor, dafl keine Miglichkeit besteht,
einen Maschinenteil (im weiteren Bauteil) nach den traditionellen Methoden
zu gestalten und zu konstruieren, weil z.B. die angreifenden Kréfte so kom-
pliziert sind, daf sie sich mathematisch nicht erfassen lassen oder wegen
der Kompliziertheit der Formeln verhiltnism#fiig grofle Vereinfachungen
notwendig machen, die zu unzuldssigen Ungenanigkeiten fithren. Nicht selten
crfordern die Betriebsanforderungen die Gestaltung so komplizierter Bauteile,
daf sie fiir die nétige Festigkeit auf mathematischem Wege in beruhigender
Weise nicht bemessen werden kénnen. In solchen Fillen wird der ndherungs-
weise berechnete — und entsprechend gestaltete und hergestellte — Bauteil
einer seiner Verwendung im Betrieh entsprechenden Priiffung unterzogen,
deren Ergebnis entscheidet, ob er den gestellten Anforderungen entspricht.
Nach den modernen Bemessungsgrundséitzen wird hierbei untersucht, cb
der auszufithrende Bauteil unter der wechselnden Beanspruchung eine aus-
reichende Lebensdauer haben wird. Bei diesen Untersuchungen handelt es
sich also um Ermiidungspriifungen. Auf Grund der Ergebnisse solcher Priifun-
gen mull der Bauteil mitunter neu gestaltet und neuerlichen Kontrollpriifun-
gen unterzogen werden. Das bedeutet, daf} ein Bauteil, bis es seine endgiiltigen
Form erhilt, nicht selten in wiederholt modifizierter Gestaltung hergestellt
werden mull.

Die auf diese Weise gepriiften Bauteile sind bisweilen so grof3, daf keine
geeignete Einrichtung zur Durchfiihrung der vorgeschriebenen Prifung zur
Verfiigung steht: ihre Herstellung in mehreren, fiir die Priiffungen geeigneten
Stiicken aber gestaltet sich iiberaus kostspielig und unwirtschaftlich.

Zur Erhéhung der Wirtschaftlichkeit und zur Kostensenkung bietet sich
der Weg, die Ermiidungspriifungen und die endgiiltige Formgestaltung an
Modellbauteilen in verkleinertem Ma@stab (im weiteren Modellen) durchzu-
fiihren. Indes erscheint es notwendig, die Moglichkeiten hierzu vorweg grund-
sdtzlich zu kldren.

Die Untersuchung der Moglichkeit von Modellversuchen mufl von der
Annahme ausgehen, dafl das Modell aus dem gleichen Werkstoff nach der
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gleichen Technologie hergestellt wird, wie das Original und daf auch die tech-
nologischen Prozesse auf beide die gleichen Wirkungen haben.

Die Untersuchung gilt zunichst den Spannungszustinden im nachge-
bildeten Bauteil und in dessen Modell.

Welche Voraussetzungen miissen gegeben sein, damit die Spannungen
unter der Belastung des Modells eines Maschinenteiles von Punkt zu Punkt
mit den in den entsprechenden Punkten des Originals auftretenden Spannungen
iibereinstimmen? Oder anders ausgedriickt: Welcher Zusammenhang besteht
zwischen den am Bauteil und am Modell auftretenden Spannungen, wenn sie
durch dhnliche Belastungen beansprucht werden.

Die Antwort auf diese Frage erteilt die Ahnlichkeitstheorie, die in der
Warme- und in der Strémungslebre allgemein angewendet swird.

Zwei Erscheinungen heiflen dhnlich, wenn das Verhiltnis ihrer ent-
sprechenden Einflufigz6Ben identisch ist. Werden z.B. die in einem Objekt
auftretenden magnetischen Feldstdrken mit einem bestimmten Faktor multi-
pliziert, erhilt man die in den entsprechenden Punkten des anderen Objekts
auftretenden Feldstirken. Dieser Faktor ist fiir die verschiedenen EinfluB-
grofen im allgemeinen nicht gleich.

Die Differentialgleichungen dagegen, die die Erscheinungen beschreiben,
stellen Zusammenhinge zwischen diesen unterschiedlichen Gréflen auf. Auf
dieser Grundlage kénnen die Zusammenhinge zwischen den Faktoren bestimmt
werden, Ist a , der fur die Groflen A geltende Faktor, lassen sich diese Zusam-
menhdnge immer in der Form

Lalyt g
Uy Ay
schreiben.

Ohne auf den Beweis niher einzugehen, sei festgehalten, dafi die in den
folgenden Lkonkreten (Festigkeits-) Priifungen angewendete Methode All-
gemeingiiltigkeit hat.

Gibt man den Gréfen der Objekte I und Il die entsprechenden Indizes,
dann hat man

Ay By _ Ay By
X, Y, X, Y-

oder fiir eine ganze Reihe dhnlicher Erscheinungen

AB... .
——— = K = konst.
XY..
Diese K-Zahlen, die streng genommen dimensionslos sind (wovon aher
gegebenenfalls Abweichungen méglich sind), werden XKriterien genannt,
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NewToXN hat nachgewiesen, dafl zwei Erscheinungen #hnlich genannt werden,
wenn ihre Kriterien iibereinstimmen [1].

Nach Kirrirscaew—Guaymax [1] brauchen jedoch nicht sidmtliche
Kriterien gepriift zu werden, es geniigt vielmehr, die ﬁbereinstimmung der
sogenannten Grundkriterien zu sichern, da dies die ﬁbereinstimmung der
weiteren, sogenannten abgeleiteten Kriterien nach sich zieht. Die Gruad-
kriterien enthalten jene Kennzahlen, die die Erscheinung eindeutig bestimmen,
u. zw. selbstverstindlich einschliefllich der vollen geometrischen Ahnlichkeit
und der Ahnlichkeit der Randbedingungen. (Auf Grund der geometrischen
Abnlichkeit sind auch die oben erwihnten sentsprechenden Punkte« defi-
niert usw.)

Wendet man sich nun den Differentialgleichungen zu, die das Span-
nungsteld beschreiben, scheint es zu geniigen. die Gleichungsreihe zu betrach-
ten, die das statische Spannungsfeld beschreibt, weil bei Ermiidungsbelastun-
gen im allgemeinen keine erhebliche Massenkrifre auftreten. (Die Wirkung
der bei Ermiidung auftretenden Massenkrifte wird vernachlissigt.)

Diese Gleichungsreihe [2] schreibt sich mit den iiblichen Bezeichnungen

wie folgt:

Statische Gleichungen

=0
8Ty , 80, | BTy
LI Yo Yo )
3z 5y 83
o7, otr., , a0,
= - = = =10
dx oy 5z
Geometrische Gleichungen
17 = (u. v, w) Verschiebung des gepriiften Kérperelementes im Vergleich zu
dem unbelasteten Zustand.
Su. av sw
&, == £, = — e, =
dx 3y 9z
Bu ou v 3w 3w Bu
Y —fr A = . v ey -
rxy H vz b X ~ !
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Physikalische Gleichungen

(HooxEsches Gesetz)

e, == ... zvklisch

2(m -~ 1) _

Ty
mFE

Yex == ... zyklisch

Randbedingungen: Die Lésung dieses Gleichungssystems muBl — sofern
die Spannungen auf die Oberfliche, d. h. auf die Beriithrungsebene des Kérpers
bezogen werden — mit den den Kérper in gegebener Verteilung beanspruchen-
den Spannungen iibereinstimmen.

Unter solchen Bedingungen ist die Lésung der Aufgabe nach Kirca-
HOTFF [3] eindeutig.

Es sei ein Koérper mit einer an seiner Oberfliche verteilten Belastung
plr) gegeben, unter deren Einwirkung ein Spannungsfeld (g;, 7). ein Ver-
formungsfeld (&, 7;) und ein Verschiebungsfeld v zustandekommen soll.
An diesem soll eine Ahnlichkeitstransformation erfolgen, wobei sich sdmtliche
lineare MaBe auf das iy-fache vergréBern sollen. (Bei der Ditferenzierung
wachsen auch die »Elementarlingen« im Nenner dhnlich an!)

Jeder Elementarvektor E soll auf das ip-fache vergréflert werden, da aber
auch die Elementarflichen auf das iz-fache wachsen, ist die Vergréferung hei
unverinderter Dimension ip/if,-fach.

Es sei angenommen, daBl — von Punkt zu Punkt gemifl der Ahnlich-
keit — das Spannungfeld (i;o;, i;' 7). die Deformationen (ige;, igyy), die
Verschiebungen i,; sind. Zu untersuchen ist, ob eine solche Lésung die Glei-
chungen und die Randbedingungen zu befriedigen vermag.

Die Gleichungen sind gruppenweise gleich, es braucht also nur je eine
von ihnen untersucht zu werden.

Statisch:
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Geometrisch :

. Bz, u)
d &x = . ®
(i, x)
i;i, ~ Bu
I, * 6x
Physikalisch:
ljéy = —= ((m - 1) 1j Gy = (lf O, T Y0y -+ 73 G-)) .
m
1 , ‘
Le=——((m+1o,—(0,+ 0.+ 0)).
i mkE

Man hat in Betracht zu nehmen, daf} die Gleichungen fiir die urspriing-
lichen Spannungen, Deformationen und Verschiebungen erfiillt sind, befrie-
digen auch die angenommene Wertreihe die geometrischen und physikalischen
Gleichungen, sofern der Reihe nach die Zusammenhinge

i1,
—‘?L =1 und

zu Recht bestehen.

Die statischen Gleichungen sind jedenfalls erfiillt.

Die Randbedingungen haben (wenn die Spannungskomponenten, die
mit dem Einheitsvektor entsprechender Richtung multipliziert worden sind,
als Vektorgréflen betrachtet werden) die mathematische Form

7 ist hier der Ortsvektor eines Punktes der Kérperoherflache. s;, f;; sind Rich-

tungskosinus-Grofen und somit gegen eine (winkelgetreue) Ahnlichkeits-

transformation invariant. Fiir die transformierte Form schreibt sich dieselbe
Bedingung (nach den entsprechenden Fldchenpunkten) zu

L=

- pras

lg XV,
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Da die Randbedingungen fir die urspriinglichen Gréfien erfiillt sind, gelten sie
auch fiir die neuen, wenn
LR
.2 3 *
lg 1]'

Nach Kircuuorr ist aber jeder Randbedingung ein und nur dieses einzige
Liosungssystem zugeordnet. Bei der erwihnten Anderung der Randbedingun-
gen kénnen also die Spannungen nur den angenommenen Charakier haben.
Im konkreten Fall sind 1, und i; bekannt. Diese bilden mit dem geometrischen
Gebilde die Eindeutigkeitsbedingungen, die »Eingriffskennzahlen«, wihrend
die Werte von i;, iy und 7, aus den drei abgeleiteten Zusammenh&ngen ermit-

telt werden konnen:

Praktisch stellt sich die Frage meistens folgendermaBen: der Korper
wird durch eine gewisse Zahl »konzentrierter« aktiver Krifte und »konzen-
trierter« Reaktionskrifte beansprucht, die durch Vermittlung kraftiiber-
tragender Elemente an der Oberflidche ein verteiltes Kriftesystem zustande
bringen.

In Wirklichkeit gibt es keine skonzentrierte Kraft« (ihre Annahme dient
ausschlieflich zur Vereinfachung der Berechnungen). es gibt nur das auf eine
sehr kleine Fldche verteilte Kriftesystem. Diese Erwigungen treffen auch f{iir
lastiibertragende Elemente zu, es leuchtet also ohne weiteres ein, dafi die Ver-
teilung der entstandenen verteilten Lasten von der Geometrie des iibertragenden
Elementes abhéngt. Dies gilt auch dann, wenn an der Kraftiibertragung auch
andere — z. B. hydrodynamische — Kréfte (bei Gleitlagern) beteiligt sind;
auch diese haben ihre charakteristische Verteilung.

Der Zusammenhang einer konzentrierten Kraft mit der durch sie aus-
gelosten verteilten Belastung beschreibt die Formel

Cp ist hierin der Kosinus, der p in die Richtung von P projiziert; gegen eine
Ahnlichkeitstransformation ist er invariant. Das Integral der Projektionen
nach anderen Richtungen ist Null. Das rechtsseitige Integral nimmt bei den —
wie oben — gednderten Bedingungen die Form

ﬂ 2 (1B]) cpijdF = ipﬂm CpdF =i,P.

(F) (F)
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an. Zusammenfassend 148t sich hieraus feststellen: Wenn ein Korper durch
ein konzentriertes und verteiltes Kréftesystem beansprucht wird und die
hierbei entstehenden Spannungen, Deformationen und Verschiebungen bekannt
sind, entstehen in einem i,~mal gréBeren dhnlichen Kérper, bei einem an den
entsprechenden Stellen angreifenden 7,-mal groferen konzentrierten und
i,/iz-mal groferen verteilten Kriftesystem i,-mal grofiere Spannungen, iz- und
irmal gréoflere Deformationen bzw. Verschiehungen (natiirlich miissen auch
die eventuellen kraftiibertragenden Elemente einander in Form und Charakter
ghnlich sein). Die drei Zusammenhinge zwischen den Multiplikatoren lassen
sich nicht so umwandeln, dafl sie nur einen Zusammenhang zwischen Kraft-
multiplikator und geometrischen AMultiplikator (Eindeutigkeitshedingungen)
ergeben: in diesem Sinne gibt es kein Grundkriterium. Die geometrische und
Randbedingungsihnlichkeit (Belastungsihnlichkeit) gewihrleistet auch die
anderen Ahnlichkeiten. Behandelt man den VergréBerungsmultiplikator der
konzentrierten und verteilten Kridfte — der mit 7, bezeichnet wird — geson-
dert, erhilt man den Zusammenhang

In diesem Falle erhidlt man das Grundkriterium

K, :Lzl .

P

Aus den drei anderen Bedingungen konnen folgende abgeleitete Kriterien
hergeleitet werden (o ist hierbei eine allgemeine Spannungs-, 4 eine Deforma-

357

tions-, v eine VerschiebungsgroBe):

2
K =2",
P
A2
Kn__—1 —
- P
vl
K,= 7

Die beiden letzteren sind nicht dimensionslos, weil beim HooxkEschen
Gesetz die eventuelle Anderung von E, das eine Dimension hat, nicht beachtet
wurde.

Wird also K; auf Grund des Gesagten mit den entsprechenden Gréflen
ghnlicher Gebilde berechnet, ist das Ergebnis konstant, Wandelt man die
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Zusammenhinge so um, dafl K; zum Proportionalitdtsfaktor wird, erhidlt man

P
P
z:I'3~£.
!

All das leuchtet aufler aus der streng mathematischen Ableitung auch
aus folgender orientierender fjberlegung ein:

Zwischen Spannung und Kraft besteht offenbar ein linearer Zusammen-
hang. Die Spannung ist eigentlich ein verteiltes Kriftesystem, auf welches
das Prinzip der Superposition angewendet werden kann. Bei konstanter Kraft
vermindert sich thr Wert mit dem Quadrat der linearen Abmessungen, ver-
groBert sich doch so jene Oberfliache, nach der »der spezifische Wert der
Kraft¢ {ihre Verteilung) zu berechnen ist.

Im Sinne des Hookeschen Gesetzes wichst die Deformation mit der
Spannung linear.

Die Verschiebung ergibt sich aus der Summierung der Produkte aus den
Deformationen (den spezifischen Werten der Lingenidnderungen) und aus
den linearen Abmessungen, sie nimmt also mit der um Eins kleineren Potenz
der Lingenmale ab und bleibt im linearen Zusammenhang mit der Kraft.

Untersuchung der Spannungsgradienten

Bezeichnet man die allgemeine Spannungskomponente mit g, so ist

do
grad g = — .
dr

Auf analoge Weise und unter analogen Bedingungen hat man

i ’ Z 1 i
grad g __ 7. . S A
— T 1 * lorag = —— = 3
i, i, i
2 f g
. grad ol3 . P
K, = = gradop = K, —,
P B
wie dies — #hnlich wie oben — auch unmittelbar einleuchtet. Der Wert des

Gradienten ist die auf die Lingeneinheit entfallende Spannungsinderung in
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einer bestimmten Richtung. Mit der Anderung der linearen Abmessungen
verteilt sich dieselbe Anderung — bei konstanten Spannungen — proportional
auf mehrere oder wenigere Lingeneinheiten. Der Gradient wird also einer um
Eins hoheren Potenz denlinearen Abmessungen umgekehrt proportional sein,
als die Spannung.

(Das Schrifttum berticksichtigt die Anderung des Spannungsgradienten
fiir den Fall der einfachen Biegung und Drehung durch den MaBifaktor, dessen
Werte in den Mitteilungen der verschiedenen Verfasser voneinander abweichen.

Die Dauerfestigkeit hdngt auch von der Grofie der Flichenrauhigkeit ab.
Fiir den Fldchenrauhigkeitsfaktors gibt die Literatur Werte in Abhdngigkeit
von der Werkstoffqualititan, Werte also, die von der Gréfle des Bauteiles unab-
hingig sind.

Die Priifung eines gegebenen Bauteils kann diesen Literaturangaben nur
informativen Charakter beimessen, weil die Beanspruchungsverhiltnisse bei
den meisten Bauteilen nicht einfach, sondern kompliziert sind, und weil die
Wirkung der Fliachenrauhigkeit mutmaBlich auch von der Gréfie des Bauteils
abhéngt.)

Bewertung der Miglichkeiten von Modeliversuchen

Unserer Annahme nach richtet sich der Eintritt einer Ermiidungserschei-
nung nach einem von p und grad o abhiingigen Wert. Als gleich gefihrlich
miissen jene Zustinde hetrachtet werden, in welchen diese Funktion

D(n: grad o)

ein und dieselben Werte hat.

Hitte der Wert von grad o keinen EinfluB, hinge @ bei dhnlichen Objek-
ten nur von P/? ab. Bei einem gewissen kritischen Wert von (P?) wiirden
an den unterschiedlich grofen Priifksrpern Anderungen unabhingig von den
Abmessungen auftreten. Der grad o héngt aber von P/I” und I ab, somit kann
auch @ als

P
D | 1
I
aufgefalit werden, wenn P die Grifle einer charakteristischen Belastung und
eine charakteristische Linge bezeichnet.

@ = konst. bedeutet eigentlich die Funktion

deren Bestimmung die Aufgabe der Versuche bildet.
In dieser Kurve wird auch die Wirkung anderer Faktoren, wie z.B.
der EinfluB der Rauhigkeit zum Ausdruck gelangen.
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Die bestimmte Funktion ist eigentlich die Verallgemeinerung, oder
genauer, eine praktischere Betrachtung der MaBlstababhéngigkeit des kritischen
Spannungsniveaus, welches irgendeine Ermiidungserscheinung mit irgendeiner
Wahrscheinlichkeit auslést. Bei gegebener Geometrie und bhei gegebenem
Belastungshild ist es niimlich vom Gesichtspunkt der Versuche aus sinnlos,
den Spannungsbegriff aufrechtzuerhalten. Den Konstrukteur interessiert ndm-
lich blol das Problem, wie grofi die Belastung ist, der eine Konstruktion
gegebener Gréfle ausgesetzt werden darf; das ergibt sich aus dem Zusammen-
hang P = 2y. Der Begriff der Spannung ist niitzlich, solange die rechnerisch
ermittelten Spannungsspitzen in dem zu bemessenden Bauteil anhand eines
Vergleichs mit den an normgerechten Proben gemessenen Ermiidungsgrenz-
werten kontrolliert werden. (Bei komplizierten Bauteilen liefert aber die rech-
nerische Ermittlung der Spannungsspitzen nicht immer heruhigende Ergeb-
nisse.) Ad absurdum genommen sind die nur eine Bezugshasis. Wo man sich
aber auf nichts bezieht. sondern den Bauteil selbst auf seine Eignung fiir
wiederholte Beanspruchungen priift, benétigt man keinen Spannungsbegriff.

Die vorliegende Arbeit setzte sich das Ziel, aus Modellversuchen Folge-
rungen auf die Belastbarkeit des urspriinglichen Bauteils zu ziehen.Hierzu
bedarf es des Spannungsbegriffes nicht, blof der Klarlegung der Natur des
allgemeinen Maflstabeffekts (der auch andere Faktoren enthilt). Ist er bekannt,
besteht kein Hindernis, ein Umrechnungsverfahren fiir ein Modell zu kon-
struieren. Vermutlich werden die Kurven (l) #&hnlicher Maschinenteile von-
einander qualitativ nicht stark abweichen, ja tiber ein gewisses Maf hinaus ist
selbst ein (/) = konst. denkbar. (Der EinfluB des Gradienten nimmt ab.)
Sofern dies zutrifft und ein Modell entsprechender Gréfle hergestellt werden
kann, ist die Bewertung des Modellversuches trivial. All das henétigt jedoch
noch experimentelle Untersuchungen, die iiber die Brauchbarkeit dieser
Betrachtung entschieden werden.

Zusammenfassung

Die Arbeit liefert den theoretischen Beweis dafiir, daB mit kleineren Vernachlidssigungen
die Mdoglichkeit besteht, bei Ermiidungspriifungen Modellversuche durchzufijhren. Die Wiz-
kungen der einzelnen Einflufigr5Ben, wie z.B. des Spannungsgradienten, lassen sich theoretisch

nicht berechnen: sie kénnen nur experimentell ermittelt werden. Die so gewonnenen Ergeb-
nisse bieten die Méglichkeit, ein Umrechnungsverfahren fiir Medelle zu konstruieren.
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