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Im modernen Masehinenbau finden dünnwandige Träger zunehmende 
Yerwendung. Setzt man einen konstanten Trägerquerschnitt voraus, bereitet 
die Berechnung auf Verdrehung keinerlei Sclnrierigkeiten. Bei veränderlichem 
Querschnitt längs des Trägers ist die Integration der Differentialgleichung der 
Drillung wesentlich schwerer. Derartige Probleme treten zum Beispiel im Fahr
zeugbau (heim Rahmen der Kraftwagen [5]) auf, "'0 dünnwandige elastische 
Träger häufig Anwendung finden, da sie hei geringem }Iaterialauf\,'and eiJH' 
genügend große Fesligkeit und Elastizität sichern. 

Für Näherungsberechnungen werden die für dünnwandige elastische 
Träger mit konstantem Querschnitt üblichen Beziehungen verwendet, wobei 
für den Querschnitt ein Mittelwert eingesetzt wird. Rechenvorgänge dieser 
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Abb. 1 

Art führen hesonders hinsichtlich der in der Trägern auftretenden Spannungen 
zu Fehlergehnissen. Wahrheitsgetreue Ergebnisse können nur dann erzielt 
werden, wenn die Differentialgleichung des Trägers auf einen veränderlichen 
Querschnitt ühertragen wird. Gleichzeitig lassen sich dann auch die Fehler
gebnisse der Näherungsherechnungen bestimmen. 

Pe riodica PolytC'cbnica )1. Xi3. 
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Die Verdrehungs differentialgleichung der geraden dünnwandigen Träger 
mit kontinuierlich-veränderlichem Querschnitt (Abb. 1) wurde von N. F. Bot
scharow abgeleitet [2]: 

d3 1 dI", d2 GIT drp , ,--- ---
dz 3 I", dz dz2 EI", dz 

Hierin bedeutet: 
z die Abszisse emes beliebigen Querschnittes: 

- Cf den Verdrehungswinkel des Querschnittes; 
Im den Wölbwiderstand; 
I T das Drillträgheitsmoment; 

- E und G den Elastizitäts- bzw. den Gleitmodul: 
NI das Verdrehmoment. 

7}f 
(1) ---=0. 

EI., 

Die Lösung rp(z) der Differentialgleichung (1) hängt vom Verfestigungs
grad der Enden des Trägers ab, der den \\1 ert der Integrationskonstanten 
bestimmt. Ist der Ausdruck des Verdrehungswinkels rp(z) bekannt, dann hat 
man die Möglichkeit, seine Ableitung zweiten Grades sowie das Bimoment für 
jeden beliebigen Querschnitt zu berechnen: 

B = -EI.,r". (2) 

Der Querschnittveränderung wegen ist selbst die freie Verdrehung einge
engt, da auch die Verwölbung entlang des Trägers veränderlich ist. Die Wölb
normalspannung 'wird in Abhängigkeit vom Bimoment aus der Bezjehun~ 

B(I) " 
(j '" = -- = - Er (I) 

I", 
(3) 

bestimmt, wohei (I) die Wölbgrundkoordinate darstellt. 
Bei konstantem Querschnitt längs des Trägers ist das zweite Glied der 

Differentialgleichung (1) gleich Null, während die Gleichung konstante Koef
fizienten hat. (Dieser Fall wurde in den Arbeiten W. Z. WLASSOWS [l] behan
delt.) Im allgemeinen Fall des veränderlichen Querschnittes hängen die Koeffi
zienten der Differentialgleichung dritten Ranges von der Abszisse z ab. Infol
gedessen führt die Integration nicht zu einer allgemein ausführbaren Lösung. 
Für bestimmte Fälle wird als Näherungslösung folgende Reihe [2] empfohlen: 

rp = ao - a1 z + a2 Z2 - a3 z3 .•. + an zn . (4) 

Die Werte der Koeffizienten au' a1, az - , an werden auf Grund der 
Befestigung der Enden des Trägers unter Berücksichtigung der Differential-
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gleichung bestimmt. Diese Berechnungsart ist schwierig und ungenau. Je 
größer die Zahl der Reihenglieder ist, um so genauer ist das Ergebnis der Be
rechnung. Die elektronischen Analogrechner ermöglichen eine rasche und 
genaue Lösung der Differentialgleichungen mit yeränderlichen Koeffiziente;. 
Im folgenden wird das qualitatiye Programmbild der Gleichnung an Hand 
eines konkreten Beispiels gezeigt. 

Multipliziert man die Differentialgleichung (1) mit I w' dann bedeuten 
die ersten Glieder der Gleichung die Ableitung eines Produktes nach =: 

(5) 

Das qualitatiye Programmbild der Differentialgleichung (5) ist in Abb. 2 'wie
dergegeben. Bei der Darstellung dieses Programms wurden die üblichen Pro
grammiersymbole yerwendet [4]. Die Integrationskonstanten sind im Programm 
nicht enthalten. Die Integrationskonstante der Veränderlichen »z« ist gleich 
Null, 'während die Größe der übrigen Integrationskonstanten vom Verfesti
gungsgrad der Trägerenden abhängt. Es werden folgende drei Fälle behandelt: 

1 '" 

a) Träger mit freien Enden. 
b) Träger mit eingespannten Enden. 
c) Träger mit links eingespanntem und rechts freiem Ende. 
In diesen Fällen sind für die Trägerenden folgende Bedingnngen gültig: 

-IV 

a). 
b). 
c). 

2 Koeflizienfen
potentiometern 

q;(O) = 0 ; 
(((0) = 0 ; 
(f(O) = 0 ; 

q/' (0) = 0; 
<p' (0) = 0 ; 
<p' (0) = 0 ; 

>------rjJIZI 

_E!f 
dz 

<p"(l) = 0;1 
<p' (I) = 0 ; 

<p" (I) = 0 ; J 

l!!!f 
T dz 

I; lntegrier- 2 Funlttions- ~ 2 i'tuitiplizier- 1 Umkehr
einheit einheilen erzeugern I einheilen 

Abb. 2 

(6) 
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Am linken Ende des Trägers (z 0) sind stets nur zwei Anfangsbedin-
gungen bekannt. Die dritte wird durch Probieren aus der Erfüllung der Bedin
gung am rechten Trägerende (z = I) ermittelt. Wenn der elektronische Analog
rechner wiederholend arbeitet, kann eine genügend gen aue Regelung der 
unbekannten Integrationskonstante innerhalb einiger Minuten erzielt werden. 
~ach Festlegung der IntegratioDskonstanten ermöglicht der Analogrechner die 
Darstellung der Funktionen cp, cp' und cp" mit Hilfe eines Registrierapparates. 

Der elektronü:che Analogrechner kann nur zur Lösung bestimmter 
Fälle verwendet werden. Als Anwendung soll hier die Verdrehung eines U
ProfilE mit linearer _4..nderung der Querschnittshöhe hehandelt werden. Das 
Profil ,,-urde aus 6 = 6 mm dickem Blech hergestellt (Abb. I). Die Größe des 
Verdrehmoments war ilI = 50 mkp, die Elastizitätskonstanten des Trägerma
teriaJs ware!l E = 2 . 10" kp/cm2 und EiG = 2,6. Dif' Ahmrssungen des Trä-

30 CIll : 16 Clll : /z, = 24 cm: b = 3 cm. 

Die Höhe .iedf'~ !w!iehigen QUf'r"chnittes kann au;:: folgf'l1(JeI1l Ausdruck 
hereclllH't ,,-('rdf'l1: 

16 
10 

[eIn] . 

::'omit "in,l (lip f!."eollletrischen Kennziffern des Querschnitte,,: 

r)h~ b:: 2h + 3b 
( 16 

51,2 - ---------
12 h _e. 6b 

Ir = 0.37 ,y: (h -;- 2b) 2,55 -t-

10 

8z 

1000 

(7) 

(3) 

(9) 

Dureh Einsetzen in die Differentialgleichung (5) und nach Vereinfachung 
t'rhält man: 

cl 

cl::; 

( 16 + -1::;0 r 1 28 + 1::;0 I 

51,2 -------------------- ----

-(0,98 

10 

3,08::; ') clq-

1000 cl::; 

2,5 

1000 
= 0. (10) 
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Die auf dem elektronischen Analogrechner programmierte Differ~utial
gleichung wurde mit folgenden Maßstäben bestimmt: 

lUg> =500 V/rad; kI: = I VJcm; ivIT = 0,25 sekJcm. 

Bezeichnet man mit Z und T die Maschinenvariablpn des Analogrech
ners, so gelten folgende Beziehungen 

-10 dl/J 
dT 

z dq, 
-Tö dT 098 i!!! + 3,08 ~ -

, dT W Z dT -, '" G !TI 

+ 100 V 0.5 

~c ~,o 
G!TI 1.0 - .L!f!i 1.0 i d21j; r dT' r dT2 

100~~~fO~ ~IO:~ 
r@-J 

-z -@J-l{>-l-z 

rIIDl 
10' r -@J-l{>-l- -10' r 

lO'r Iz; 

z-''---'''''''' 

- z 

ffi 
z d<;! 

'iO dT 
z -IO~ X dT 

-z 10 21 

Abb. :i 

(ll) 

Die Maschiuenzeit T mußte eingeführt werden. weil der t'\ektroni;;cllt: 
Analogrechner in Abhängigkeit von ihr integriert, 

Für 

F(Z) 
16164 

i ~) 
(12) 
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hat die M:aschinengleichung die Form 

- ---- = o 98..L-'-Z ---5 d [1 d2 cp ] ( 3 08 'dr[> 
dT F(Z) dT2 ' I 1000) dT . 

(13) 

Das quantitative Programmbild der Maschinengleichung (13) ist in 
--\.bb. 3 dargestellt. Bei seiner Zusammenstellung und Darstellung wurde 
berücksichtigt, daß die Gleichung auf einem Analogrechner MN 7 program
miert 'wurde, was sich auch in der Darstellungsweise widerspiegelt. Im Pro
gramm 'wurde die rechte Seite der Gleichung (13) mit G(T) bezeichnet. 

Die Variablen werden in die Multipliziereinheiten und Funktionserzeuger 
des elektronischen Analogrechners MN -7 mit dem Zeichen : eingegeben. 

- 250 1--4---i-----lF--,,;'''i-+--l15 

- 5,DO I------"''<i-- 12 

- 'i.50 ~----+----;,1Y~---+------l 8 
I 

5 

, 
~--------~---

Abb. 4 

Folglich enthält das quantitative Programmbild in Abb. 3 mehr Umkehrein
heiten, als das qualitative Programmhild in Ahb. 2. 

Die Größen wurden mit verschiedenen Potenzen der Zahl 10 multipliziert. 
um einerseits genügend hohe Registrierspannungen zu erhalten, andererseits 
mußte herücksichtigt werden, daß die ~Iultipliziereinheiten nur den hundertsten 
Teil des Produktes der multiplizierten Werte geben. 

Im gegebenem Beispiel, in dem I T eine lineare Funktion von z ist, konnte 
der zweite Funktionserzeuger aus dem qualitativen Programm vernachlässigt 
werden. 
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Die Integrationskonstanten C und D müssen so gewählt, d. h. geregelt 
werden, daß die gegebenen Bedingungen a, bund c nacheinander erfüllt werden. 

Zur Programmierung wurde der elektronische Analogrechner MN-7 
des Lehrstuhls für Technische :lVIechanik der Technischen Universität Buda
pest verwendet. 

Zur Registrierung der Ergebnisse diente ein X-Y-Schreiber. Das Ziehen 
einer Kurve erforderte 20 Sekunden. 

Die für die drei behandelten Fälle erhaltenen Diagramme wurden unter 
Berücksichtigung der verwendeten Maßstäbe von neuem aufgetragen. 

Die auf diese Weise ermittelten Diagramme sind aus den Abb. 4, 5 und 
6 ersichtlich. 

10 

5 

o 

- 5 

-10 

._-~ 
t 

Abb. 5 

Aus den Ergebnissen können folgenden Schlußfolgerungen gezogen wer-
den: 

1. Auch am Träger mit freien Enden (Fall a) treten durch Verdrehung 
Bimomente auf. Ihr Höchstwert B max "J 1,05 m2kp, liegt nahe an der Mitte 
des Trägers (z "'" 30 cm). Ihm entspricht die aus Gleichung (3) berechnete 
Wölbnormalspannung Ü w r-./ 60 kp/cm2 • Diese Werte lassen sich durch Nähe
rungsberechnungen unter Zugrundelegung des mittleren Querschnittes nicht 
bestimmen. Daraus folgt der eingeengte Charakter der Verdrehung, der der 
kontinuierlichen Veränderung des Querschnittes zuzuschreiben ist. Aus Abb. 4 
ist die Gesamtverdrehung Cf (1) ~-' 18,6 . 10-2 rad. ersichtlich. Dieser Wert 
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weicht nicht viel von rp (I) = 18 . 10-~ rad. ab, den die Berechnung auf Grund 
des mittleren Querschnittes ergab. 

2. Beim Träger mit eingespannten Enden (Abb. 5) tritt am linken Ende 
(z = 0) ein Bimoment B "'-, 15,5 m2kp auf, das um etwa 18% kleiner ist als das 
auf Grund des mittleren Ouerschnittes berechnete B 18,8 m 2kp. Am rechten 
Ende ist das Bimoment mit B ~ 19,5 m 2kp nur um etwa 4% größer ist als das 
mit Hilfe des mittleren Querschnittes berechnete. Der mit dem elektronischen 
Analogrechner erzielte Verdrehungswinkel rp(l) ~ 9,95 . 10- 3 rad. weicht nur 
um 5% vom Ergebnis der Näherungsberechnungen ab. 

3. Bei dem an einem Ende eingespannten Träger (Fall c) tritt das Höchst
bi moment B max ~ 30 m 2kp am eingespannten Ende auf. Sein \Vert liegt um 
8% unter dem durch die Näherungsberechnungen ermittelten B = 32,5 m2kp. 

tf: 10· rad/cm 

H 

Abb. 6 

Hingegen liegt die Gesamtyerdrehung (p(l) ;:;,,- 'l,H .. 10-~ rad. um 21 % höher 
als die auf Grund der Näherungsberechnung bestimmte (3,43 . 10- 2 rad.). 

4. Ein Yergleich der Ergehnisse der heschriebenen Fälle führt zu der 
Feststellung, daß die Höchstwerte dcr \Völbnormalspannungen bei dem an 
einem Ende eingespannten Träger (Fall c), die Höchstwerte der Gesamtverdre
hung rp(l) dagegen an dcm an heiden Enden freien Träger auftreten. 

5. Die ermittelten Werte entspreehen einem Träger, dessen Querschnitt 
sich langsam ändert. Zwischen den mit dem elektronischen Analogrechner 
ermittelten Ergehnissen und den durch :\"äherungsher<'chnungen h<,stimmten 
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Werten bestehen Abweichungen. Die auf die Größe der Spannungen bezüglichen 
Unterschiede dürfen bei den Berechnungen der Trägerfestigkeit nicht vernach
lässigt werden, insbesondere wenn der Träger auch auf Biegung beansprucht 
"wird. Die A.bweichungen sind bedeutend größer, wenn sich der Querschnitt 
längs des Trägers in stärkerem Maße ändert. 

Es kann daher behauptet werden, daß der elektronische Analogrechner 
bei der raschen und gen auen Berechnung der auf Verdrehung beanspruchten 
dünnwandigen elastischen Träger mit kontinuierlicher Veränderung des Quer
schnittes von ganz besonderem Nutzen ist. 

Zusammenfassung 

Bei veränderlichem Querschnitt längs des Trägers verursacht die Integration der 
Differentialgleichung der Drillung nicht unbedeutende Schwierigkeiten. Die elektronischen 
Analogrechner ermöglichen eine rasche und gen aue Lösung der Differentialgleichungen mit 
veränderlichen Koeffizienten. Als Anwendung wird die Verdrehung eines U-Profils mit linearer 
Anderung der Querschnittshöhe behandelt, ~u. zw. für folgende Fälle: 

a) Träger mit freien Enden; 
b) Träger mit eingespannten Enden; 
c) Träger mit links eingespanntem und rechts freiem Ende. 
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