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Im modernen Maschinenbau finden diinnwandige Triger zunehmende
Verwendung. Setzt man einen konstanten Trigerquerschnitt voraus, bereitet
die Berechnung auf Verdrehung keinerlei Schwierigkeiten. Bel veridnderlichem
Querschnitt lings des Tragers ist die Integration der Differentialgleichung der
Drillung wesentlich schwerer. Derartige Probleme treten zum Beispiel im Fahr-
zeughau (beim Rahmen der Kraftwagen [5]) auf, wo diinnwandige elastische
Triger hidufig Anwendung finden, da sie bei geringem Materialaufwand eine
geniigend grofe Festigkeit und Elastizitdt sichern.

Fiir Niherungsberechnungen werden die fiir diinnwandige elastische
Trdger mit konstantem Querschnitt iiblichen Beziehungen verwendet, wobei
fiir den Querschnitt ein Mittelwert eingesetzt wird. Rechenvorginge dieser

Abb. 1

Art fiithren besonders hinsichtlich der in der Trigern auftretenden Spannungen
zu Fehlergebnissen. Wahrheitsgetreue Ergebnisse konnen nur dann erzielt
werden, wenn die Differentialgleichung des Trigers auf einen veridnderlichen
Querschnitt iibertragen wird. Gleichzeitig lassen sich dann auch die Fehler-
gebnisse der Niherungsherechnungen bestimmen.
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Die Verdrehungsdifferentialgleichung der geraden diinnwandigen Triger
mit kontinuierlich-veridnderlichem Querschnitt (Abb. 1) wurde von N. F. Bot-
scharow abgeleitet [2]:

=0. (1)

Hierin bedeutet:

- z die Abszisse eines beliebigen Querschnittes;
~ @ den Verdrehungswinkel des Querschnittes;

~ I, den Wolbwiderstand;

— It das Drillirdgheitsmoment;

-— E und G den Elastizitits- bzw. den Gleitmodul;
— M das Verdrehmoment.

Die Losung ¢(z) der Differentialgleichung (1) hingt vom Verfestigungs-
grad der Enden des Trigers ab, der den Wert der Integrationskonstanten
bestimmt. Ist der Ausdruck des Verdrehungswinkels ¢(z) bekannt, dann hat
man die Moglichkeit, seine Ableitung zweiten Grades sowie das Bimoment fur
jeden beliebigen Querschnitt zu berechnen:

B=—EIlq". 2)

Der Querschnittverinderung wegen ist selbst die freie Verdrehung einge-
engt, da auch die Verwolbung entlang des Trégers verdnderlich ist. Die Walb-
normalspannung wird in Abhiéngigkeit vom Bimoment aus der Beziehung
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bestimmt, wobei o die Wglbgrundkoordinate darstelli.

Bei konstantem Querschnitt lidngs des Trigers ist das zweite Glied der
Differentialgleichung (1) gleich Null, wihrend die Gleichung konstante Koef-
fizienten hat. (Dieser Fall wurde in den Arbeiten W. Z. Wrassows [1] behan-
delt.) Im allgemeinen Fall des verdnderlichen Querschnittes hingen die Koeffi-
zienten der Differentialgleichung dritten Ranges von der Abszisse z ab. Infol-
gedessen fithrt die Integration nicht zu einer allgemein ausfithrbaren Losung.
Fiir bestimmte Fille wird als Naherungslosung folgende Reihe [2] empfohlen:

Jo| 2 P »
(p:ao—a1g+a2.@——agﬁ...—}-ang”. (4:)

Die Werte der Koeffizienten a,, a,, 2, — — -, a,, werden auf Grund der
Befestigung der Enden des Trédgers unter Beriicksichtigung der Differential-
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gleichung bestimmt. Diese Berechnungsart ist schwierig und ungenau. Je
grofer die Zahl der Reihenglieder ist, um so genauer ist das Ergebnis der Be-
rechnung. Die elektronischen Amnalogrechner ermdglichen eine rasche und
genaue Losung der Differentialgleichungen mit verdnderlichen Koeffizienten.
Im folgenden wird das qualitative Programmbild der Gleichnung an Hand
eines konkreten Beispiels gezeigt.

Multipliziert man die Differentialgleichung (1) mit I,, dann bedeuten
die ersten Glieder der Gleichung die Ableitung eines Produktes nach z:

i(_r@ d;(/’)___G_ITd‘p +£:0, (5)
dz dz, | E ds E '

Das qualitative Programmbild der Differentialgleichung (5) ist in Abb. 2 wie-
dergegeben. Bei der Darstellung dieses Programms wurden die iiblichen Pro-
grammiersymbole verwendet [4]. Die Integrationskonstanten sind im Programm
nicht enthalten. Die Integrationskonstante der Verdnderlichen »z¢ ist gleich
Null, wihrend die GroBe der iibrigen Integrationskonstanten vom Verfesti-
gungsgrad der Trigerenden abhingt. Es werden folgende drei Fille behandelt:

a) Triger mit freien Enden.

b) Trager mit eingespannten Enden.

¢) Triger mit links eingespanniem und rechts freiem Ende.

In diesen Fillen sind fiir die Trigerenden folgende Bedingungen giiltig:

0. =0i FO=0: =0
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Am linken Ende des Trigers (z = 0) sind stets nur zwei Anfangsbedin-
gungen hekannt. Die dritte wird durch Probieren aus der Erfiilllung der Bedin-
gung am rechten Trigerende (z = ) ermittelt. Wenn der elektronische Analog-
rechner wiederholend arbeitet, kann eine geniigend genaue Regelung der
unbekannten Integrationskonstante innerhalb einiger Minuten erzielt werden.
Nach Festlegung der Integrationskonstanten ermdglicht der Analogrechner die
Darstellung der Funktionen ¢, ¢" und ¢" mit Hilfe eines Registrierapparates.

Der elektronische Analogrechner kann nur zur Lésung bestimmter
Fille verwendet werden. Als Anwendung soll hier die Verdrehung eines U-
Profils mit linearer Anderung der Querschnittshohe behandelt werden. Das
Profil wurde aus 6 =— 6 mm dickem Blech hergesteilt (Abbh. 1). Die Griofie des
Verdrehmoments war M = 50 mkp, die Elastizititskonstanten des Trigerma-
terials waren I = 2 - 10° kp/em® und E/G = 2.6. Die Abmessungen des Tri-

gers waren:
[=:80cem: hy=16cm; h,=24cm: b=38cm.

Die Hohe jedes heliebigen Querschnittes kann aus folgendem Ausdruck
J 2 £

berechnet werden:

hy, — I

LEGU R _L:_ [cm]. (7)

h=h, +
I 10

Somit sind die geometrischen Kennziffern des Querschnittes:

23 2% - 3b (16 g TO'HZS - T(T)
I, — oh* b 2h -+ 3 512" | 00 e (8)
12 h - 6b 64 = z

I, =037 0% (h -+ 2b) = 2,55 - [em?]. (9)

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung (5) und nach Vercinfachung
erhilt man:

[16+»——z—‘2‘28+-:—'l
10 10 aq

a4 51,2 - - L [
ds 64 - dz*
10 .
=\ de 2.5
— {09 L 3085 f(/__. 2 _ 0. (10)
1000 | d= 1000
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Die auf dem elektronischen Analogrechner programmierte Differential-
gleichung wurde mit folgenden Malistiben bestimmt:

M, =500 Vjrad; M.=1 V/jem: M7 = 0,25 sek/ecm.

Bezeichnet man mit Z und T die Maschinenvariablen des Analogrech-

ners, so gelten folgende Beziehungen

O=M,p: Z=M,z; T=M;= (11)
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Abb. 3

Die Maschinenzeit T mufite eingefithrt werden. weil der elektronische

Analogrechner in Abhingigkeit von ihr integriert.

Fiir y ‘ 61 - TZO_J
F(Z)= s - (12)

51.,2‘ 16 - 2 (284———1

! 10/ | 10|
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hat die Maschinengleichung die Form

—d—[———l i ] = (0.98 L 308 142 5 (13)
dT | F(Z) dT? 1000 | 4T

Das quantitative Programmbild der Maschinengleichung (13) ist in
Abb. 3 dargestellt. Bei seiner Zusammenstellung und Darstellung wurde
beriicksichtigt, daB die Gleichung auf einem Analogrechner MN-—7 program-
miert wurde, was sich auch in der Darstellungsweise widerspiegelt. Im Pro-
gramm wurde die rechte Seite der Gleichung (13) mit G(T) bezeichnet.

Die Variablen werden in die Multipliziereinheiten und Funktionserzeuger

des elektronischen Analogrechners MN—7 mit dem Zeichen - eingegeben.
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Abb. 4

Folglich enthdlt das quantitative Programmbild in Abb. 3 mehr Umkehrein-
heiten, als das qualitative Programmbild in Abb. 2.

Die GréBen wurden mit verschiedenen Potenzen der Zahl 10 multipliziert,
um einerseits geniigend hohe Registrierspannungen zu erhalten, andererseits
mufite beriicksichtigt werden, dafl die Multipliziereinheiten nur den hundertsten
Teil des Produktes der multiplizierten Werte geben.

Im gegebenem Beispiel, in dem I eine lineare Funktion von » ist, konnte
der zweite Funktionserzeuger aus dem qualitativen Programm vernachldssigt
werden.
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Die Integrationskonstanten C und D miissen se gewidhlt, d. h. geregelt
werden, daf} die gegebenen Bedingungen a, b und ¢ nacheinander erfiillt werden.

Zur Programmierung wurde der elektronische Analogrechner MN—7
des Lehrstuhls fiir Technische Mechanik der Technischen Universitit Buda-
pest verwendet.

Zur Registrierung der Ergebnisse diente ein X —Y-Schreiber. Das Ziehen
ciner Kurve erforderte 20 Sekunden.

Die fiir die drei behandelten Fille erhaltenen Diagramme wurden unter
Beriicksichtigung der verwendeten Mafistibe von neuem aufgetragen.

Die auf diese Weise ermittelten Diagramme sind aus den Abb. 4, 5 und
6 ersichtlich.

@108 radfem? @108 radfcm P103 rad
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Abb. 5

Aus den Ergebnissen kénnen folgenden Schlulifolgerungen gezogen wer-
den:

1. Auch am Tridger mit freien Enden (Fall a) treten durch Verdrehung
Bimomente auf. Thr Héchstwert Bngac o2 1,05 m?kp, liegt nahe an der Mitte
des Trigers (z = 30 em). Thm entspricht die aus Gleichung (3) berechnete
Wolbnormalspannung o, o< 60 kp/em? Diese Werte lassen sich durch Nihe-
rungsberechnungen unter Zugrundelegung des mittleren Querschnittes nicht
bestimmen. Daraus folgt der eingeengte Charakter der Verdrehung, der der
kontinuierlichen Verdnderung des Querschnittes zuzuschreiben ist. Aus Abb. 4
ist die Gesamtverdrehung ¢ (/) =< 18,6 - 1072 rad. ersichtlich. Dieser Wert
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weicht nicht viel von ¢ (I) = 18 - 102 rad. ab, den die Berechnung auf Grund
des mittleren Querschnittes ergab.

2. Beim Tréger mit eingespannten Enden (Abb. 5) tritt am linken Ende
(z = 0) ein Bimoment B =2 15,5 m?kp auf, das um etwa 189, kleiner ist als das
auf Grund des mittleren Querschnittes berechnete B = 18,8 m’kp. Am rechten
Ende ist das Bimoment mit B =< 19,5 m?kp nur um etwa 49, gréfer ist als das
mit Hilfe des mittleren Querschnittes berechnete. Der mit dem elektronischen
Analogrechner erzielte Verdrehungswinkel ¢(l) 2= 9.95 - 10~3 rad. weicht nur
um 5% vom Ergebnis der Nédherungsberechnungen ab.

3. Bei dem an einem Ende eingespannten Triger (Fall ¢) tritt das Hochst-
bimoment Bmayx =~ 30 m?kp am eingespannten Ende auf. Sein Wert liegt um
89, unter dem durch die Ndherungsberechnungen ermittelten B = 32,5 m>kp.
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Abb. 6

Hingegen liegt die Gesamtverdrehung ¢(l) 2= 4,14 - 1072 rad. um 219%, hoher
als die auf Grund der Ndherungsberechnung bestimmte (3,43 - 10-2rad.).

4. Ein Vergleich der Ergebnisse der beschrichenen Fille fiithrt zu der
Feststellung, daB3 die Hochstwerte der Wiélbnormalspannungen bei dem an
einem Ende eingespannten Triger (Fall ¢), die Hiochstwerte der Gesamtverdre-
hung ¢(l) dagegen an dem an beiden Enden freien Triger auftreten.

5. Die ermittelten Werte entsprechen einem Triger, dessen Querschnitt
sich langsam 4ndert. Zwischen den mit dem elektronischen Analogrechner
ermittelten Ergebnissen und den durch Niherungsherechnungen hestimmten
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Werten bestehen Abweichungen. Die auf die GroBe der Spannungen beziiglichen
Unterschiede diirfen bei den Berechnungen der Tragerfestigkeit nicht vernach-
lassigt werden, insbesondere wenn der Triger auch auf Biegung beansprucht
wird. Die Abweichungen sind bedeutend gréfler, wenn sich der Querschnitt
langs des Trigers in stirkerem Mafle dndert.

Es kann daher behauptet werden, dafl der elektronische Analogrechner
bei der raschen und genauen Berechnung der auf Verdrehung beanspruchten
diinnwandigen elastischen Triger mit kontinuierlicher Veriinderung des Quer-
schnittes von ganz besonderem Nutzen ist.

Zusammenfassung

Bei veriinderlichem Querschnitt lings des Trdgers verursacht die Integration der
Differentialgleichung der Drillung nicht unbedeutende Schwierigkeiten. Die elektronischen
Analogrechner ermiglichen eine rasche und genaue Losung der Differentialgleichungen mit
verdnderlichen Koeffizienten. Als Anwendung wird die Verdrehung eines U-Profils mit linearer
Anderung der Querschnittshéhe behandelt, u. zw. fiir folgende Fille:

a) Trdger mit freien Enden;

b) Trdger mit eingespannten Enden;

¢) Triger mit links eingespanntem und rechts freiem Ende.
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