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Bezeichnungen
A Querschnittfliche
A, Fliache des Querschnitteiles iiber y == 5
A’ Flache des reduzierten Querschnitteiles iiber y = 3
b Polabstand -
e, Auflerer Randfaserabstand
—e, Innerer Randfaserabstand
fis fos usw.  die mit den reduzierten Querschnitteilen verhilinisgleichen Vektoren
F., F, aktive Krifte
I Tragheitsmoment des Querschnittes auf die Achse z
1, reduziertes Trigheitsmoment
K. K, Grenzquerschnitte des dem Zentriwinkel dp zugeordneten Stabelementes
M Biegemoment
M, das statische Moment des Querschnitteiles iiber y = 1 auf die Achse z
My das statische Moment des reduzierten Querschnitteiles iiber y = 7 auf die
Achse z
Mg, der an der Stelle ¥y = —e, angenommene Wert von M;
N Normalkraft

Psr = Or (22) verteilte Belastung
p: = 7(2z)  verteilte Belastung

r=R 4y,

R Kriimmungshalbmesser der Schwerpunktlinie des gekriimmten Stabes

S Schwerpunkt des Querschnittes

V Schubkraft

x = —4% Kennzahl des reduzierten Trigheitsmomentes

¥ Abstand einer beliebigen Querschnittsstelle von der Schwerpunktachse z (aus-
wiirts positiv)

Ye Ordinate der Stelle der plétzlichen Veriinderung von (z) bezeichnet

z die auf die Symmetrieebene des Querschnittes senkrechte Schwerpunktachse

(=) Halbbreite des symmetrischen Querschnittes

) d=

=

a der Winkel der y-Achse mit der an den Querschnittumfang gelegten Tangente

7 Ordinate der gepriiften Schicht

5o die in der Schwerpunktschicht des Querschnittes auftretende Tangentialspan-
nung

G, Radialspannung (im allgemeinen)

Grn die an der Stelle (R -~ 7)) auftretende Radialspannung

Gr, Gy Radialteilspannungen

iR Tangentialspannung auf Grund der Grashofschen Formel berechnet

Ty Ok, die in den Querschnitten K; und K, auftretende Tangentialspannung o,

T Schubspannung (im allgemeinen)

T, die an der Stelle (R -~ 7) auftretende Schubspannung
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T,, To die in den Querschnitten K, und K, auftretende Schubspannung
1 2 1 2 P =
T
S o
dy
7 Schubspannung im Umfangspunkt des Querschnittes
Q iy g &5p . . -
¢ der Winkel des untersuchten Querschnittes mit der Vertikalen
dp der dem untersuchten Stabelement zugeordnete Zentriwinkel

Bei Berechnungen gekriitmmter Stiibe ist die Anwendung der sogenannten
Grashofschen Formel gebriuchlich, die die im gekriimmten Stab entstehende
Radial- und Schubspannung véllig auler acht 1a8t. Diese Vernachldssigung
ist in der Regel ohne Bedeutung, doch gibt es Fille, in denen auch sie bekannt
sein miissen. Ein solches Problem taucht z. B. bei der Berechnung der

Abb. 1

SchweiBindhte, bzw. allgemein der Verbindung von Stdben mit gekriimmt
ter Mittellinie auf, die durch Schweiflen oder Kleben aus Teilen hergestell-
werden.

An den Seiten eines kleinen Wiirfels, der an einer heliebigen Stelle aus
dem Stab herausgeschnitten wird, treten die Spannungen o, 6, und 7 auf
(Abb. 1); die Untersuchung bleibt hierbei auf Stiibe mit konstantem, zur Ebene
xy symmetrischem Querschnitt beschriankt, deren Schwerpunktlinie (Mittel-
linie} eine ebene Kurve beschreibt. Zur Untersuchung wird ein Koordinaten-
system gewihlt, dessen Ordinatenachse aus dem Schwerpunkt S des Quer-
schnittes radial nach auswéirts zeigt, wihrend seine Abszissenachse die ge-
kriitmmte Mittellinie tangential berithrt. Es wird angenommen, daf} sich Form
und Dimension des Querschnittes infolge der Belastung nicht verdndern. Hin-
sichtlich jener Querschnitte, die stark herausstehende Giirtel besitzen, bei
denen also die nach z gerichteten Vernachldssigungen keineswegs zugelassen
sind, verweisen wir auf die Dissertation von STEINHARDT [1].

Genaue Untersuchungen nach der Elastizitétslehre sind nur bei rechteckigen
Stabquerschnitten mdglich, mit den in der Festigkeitslehre iiblichen Annah-
men hingegen kénnen die obenerwidhnten Spannungen rechnerisch ermittelt
werden.
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In der Festigkeitslehre pflegt man die Untersuchung ebengekriimmter
Stdbe auf dhnliche Weise durchzufiihren, wie die an geraden Stiben. Die vom
Biegemoment und von der Normalkraft herrithrenden Spannungen werden
auf Grund der Grashofschen Formel berechnet, die von der Annahme des
Ebenbleibens des Querschnittes ausgeht. Die durch die Schubkrifte ausgelosten
Spannungen bleiben zumeist unberiicksichtigt, werden sie aber dennoch erfaBt,
bedient man sich iiblicherweise der fiir gerade Stidbe giiltigen Formel. Die
Grashofsche Formel gibt iiber die von der Kriimmung des Stabes herrithrenden
Radialspannungen keine Auskunft. Mit diesen befafite sich schon PFLEIDERER
[2], die Ergebnisse seiner Berechnungen haben jedoch keine Verbreitung
gefunden, wahrscheinlich weil seine Formeln weit komplizierter sind als die

VedV
i

Abb. 2

Grashofsche Formel und die von der Elastizititslehre gebotene Genauigkeit
noch immer nicht erreichen. Mit der Frage der Abmessungsverinderungen
haben sich viele Autoren befaBt; hieher gehort die Literatur iiber die diinn-
wandigen Rohre und iiber die Untersuchung verhaltnismiBig diinner Quer-
schnitte mit herausstehenden Giirteln [1, 3, 4. 5]. Auch bei kompakten
Querschnitten zeigt sich dieselbe Wirkung: BErGs Artikel [6] bietet in dieser
Hinsicht eine gute Anleitung.

Die vorliegende Abhandlung bezweckt eine insofern exaktere Bestim-
mung der Spannungsverhiltnisse in gekritmmten Stiben, als sie fiir die Ermitt-
lung der aus dem Schub entstehenden Spannungen unter Verwendung der
Grashofschen Formel einen Zusammenhang ableitet und auf dieser Grundlage
auch die einfache Berechnung der Radialspannungen erméglicht. Die Unter-
suchung wird auf die fiir gerade Stibe iibliche Weise durchgefiihrt. Somit
bedient sich auch diese Berechnung jener Methode der Festigkeitslehre, nach
der die Verteilung der o-Spannungen lings des Querschnittes aus der Annahme
des Ebenbleibens des Querschnittes abgeleitet wird; auf Grund der so erhal-
tenen Spannungsverteilung werden dann die 7-Spannungen berechnet, unter
deren Einwirkung allerdings der Querschnitt im geometrischen Sinne nicht
mehr eben bleibt.

1%
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Der Querschnitt K, des ebengekriimmten Stabes wird durch das in die
Symmetrieebene des Stabes fallende Biegemoment M, die Zugkraft N und
die Schubkraft ¥V belastet, wihrend im Querschnitt K, die Beanspruchungen
M+ dM, N -4 dN und V-+ dV vorhanden sind (Abb. 2). Zwischen den Quer-
schnitten K, und K, ist der gekriimmte Stab unbelastet. Um die Gleichge-
wichtsgleichungen aufschreiben zu kénnen, wird der Nullpunkt des Koordi-
natensystems in den Schnittpunkt der Wirkungslinien der Krifte N und

N - dN verlegt. Die Gleichgewichtsgleichung in Radialrichtung lautet:

. . : . . dy . [ B d
(V' = dV)cos ~d§-- — (N -~ dN)sin - Y Vecos dy _ N sin m—(B- =0
die Gleichgewichtsgleichung in Tangentialrichtung hingegen
_ ; ) k ) [ o v do
(V- d¥V) sin ~(~I§'[~ - (N -+ dN)cos # -+ T sin —d—(‘i ~— N cos —-i =0,

b ) -~ ot

und die Moment-Gleichgewichtsgleichung fiir den Punkt 0 schlieBlich

dyg

(F + dV) R six 5‘2”_ — (M + dM) + VRsin—- + M =0.

Da dg klein ist und somit
dy dy

do
A~z —— , ferner cos P o
2 2 2

sin

vereinfachen sich die Gleichungen wesentlich, so dafi (1) die Form

v — N gy df —N f" =0

. (1)

(3)

. dy
annimmt. Neben den anderen kann das Glied dN > vernachldssigt werden,

es wird mithin
dV — Ndp = 0,
das heifit
N ¥
do

Ferner wird aus (2)

V'i;’i+dvﬂi-:_d1\f+vif”;:0.

4 & -

(4)
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Hier kann das Glied dVTgD neben den anderen vernachlissigt werden. es

~

gilt also
dN -+ Vdp =0,
das heiBlt
= (5)
dy
Und schlieBlich geht (3) in die
vRIE Ly Y gy vR 7
9 2 9

- & =

. o 4y
ither. Hier kann wieder das Glied df/R—o— vernachlissigt werden. man hat

alse
VRdy —dM = 0,
das heif}t
1 dM dM .
L S (6)
R dy ds

Aus der Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte folgt, daf} die Spannung
unter dem Einfluf} des Biegemoments M und der Normalkraft N — nach
der Grashofschen Formel — in der von der Schwerpunktsachse z gemessenen
Entfernung y vorzeichengerecht im Querschnitt K|

N M MR M R -
Opy =~ T = T —7— = Oy y (%)
4 RA I, R+y 0 R+ '
und im Querschnitt K,
N4+dN  M+dM = M -+dM R
Oks ™= T ™ Y :
A RA 1, RLy

dN dM  dM R
Oy, = Ok, + -+ + = 0y, + do, (8
MO T R4 I, T Rey 07 o

betrigt.
Das in Abb. 2 dargestellte Stabelement mit dem Zylindermantel vom
Halbmesser R -+ n wird in zwei Teile geteilt. Das Gleichgewicht in dem in
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Abb. 3 dargestellten dulleren Teil wird durch die im Mantelteil (2 z) (R - 7) dg
entstehenden tangentialen Spannungen 7, und die radialen Spannungen o,
sowie durch die in den Querschnittsteilen entstehenden Spannungen og,, 7,
und o, 7, gesichert. Die Verteilung der Spannungen 7, und o,, am Mantel
entlang wird als gleichmifig betrachtet.

L=y ] Ty=Ty )
5/(1 . &
S N\ T
- SRR R RN NN
o § 7
&g L G — -
R Vol ; — N f=x
\( !
N e
] -
Abb. 3

Es sei angenommen, daf} 7, in dem aufgetragenen Sinne wirkt. Dann
schreibt sich die Gleichgewichisgleichung zuniichst in der Richtung der t
Achse zu

2, e, e

{rz (y)dA — cos

lo [ d
' ‘ oy, dA4 -+ sin 2y
2 ) 2

A

gf - y }
5 - O, d4 -

&

cos

N i i

e
€

;smd¢{n@wA“wAhHR+nu¢:o. (9)

i

In dieser Richtung ist der Resultierende der aus den Spannungen o,
entstehenden inneren Krifte aus Symmetriegriinden gleich Null, weshalb sie
auch nicht aufgetragen wurde. Annahmegemifl werden die an den gleichen y-
Stellen an einem (2 z) breiten, (2 2)dy = dA grolen Flichenelement entstehen-
den Spannungen als konstant betrachtet, weshalb das einfache Integral statt
des filr den allgemeinen Fall von dA nétigen Doppelintegrales geniigt; der
Ausdruck dA4 = (2 z) dy liefert die Begriindung dafiir, daB sich die Integra-
tionsgrenzen auf y beziehen.

Mit den wegen der kleinen WinkelgrsBen moglichen Vereinfachungen und
in Anbetracht dessen, dafl zwischen den den gleichen y-Stellen der Quer-
schnitte K, und K, zugehérigen Spannungen 7, und 7, = 7 nur eine Differenz
von dt bestehen kann. ergibt sich — nach Kiirzung — die Gleichung

€; 4

j(% o) dA - ig’LUizz(y)dA + Jdrd:’l] — 7, (25)(R L n)dg. (10)

4 i (i
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Neben 2 v d4 ist dtv dA vernachldssighar, und ferner gilt

AN | dM | dM R
Gi\"g - GK1 = da? == i - ’

—t ! Y .
A "R4 I, ° R-ty

Da do; auf Grund der Gleichungen (5) und (6) durch die Schubkraft ausge-
driickt werden kann, hat man
__Vd¢ | VRdg | VRdy v R~ VRdp = R

i 3 J - ) ¥

do, = ,
A RA I, = R-+y I, R +y

womit die Gleichung (10) die Form

€, e

PR 4 J R a4y J rdd =17 (2:) (R + 1) dg (11)
I, K R—y )
annimmt. Aus Gleichung (11) erhilt man — nach Division mit dp — die

Integralgleichung fiir die Spannungen 7:

€ €
VR | R :
ydA ~§-—)rdA:r,‘ 2z) (R -+ 7). 12
IojRﬂ, [(22) (R +7) (12)
n t

Dafiir, dafl der Ausdruck

o

7, = 14 iws, { R }~ (13)
I,(2z) 1Ry
— wobei M; = ‘S‘:y dA4 —, die Lésung der Integralgleichung darstellt, liefern

folgende Uberlegl,ungen den Beweis:

a) An den Stellen y = - ¢ bzw. y = —e, (diese letztere ist keine
notwendige Bedingung mehr) ergibt die Substitution in die Gleichung (13)
ebenso Null fiir die Spannung in den Randschichten, wie die Gleichung (12).
An der Stelle y = 9 = e, ergeben sich n#mlich Integrale mit derselben
oberen und unteren Grenze, wobei (2 z) = ~o. In der inneren Randschicht
erhdlt man mit y = 9y = —e, wegen

+e
-
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b) Die Ausdriicke (12) und (13) ergeben fiir die Anderung der Spannung

in der y-Richtung (fﬁrd—r-——. 7’| den selben Zusammenhang. Der Ausdruck

(12) wird fiir die Differgntiation so umgeformt, dafl die obere Integrations-
grenze die Verdnderliche v sei, und auch die Substitution d4 = (2 z)dy wird
durchgefiihrt. Die Breitenabmessung (2 z) des Querschnittes ist von y ab-
hingig:
dz
dy

’

Demgem#f wird fiir die Vorbereitung der Differentiation statt des fixen

y = 1; die Verdnderliche y bzw. statt 7, die Spannung t geschrieben, es wird
somit
VR [ R
V 8 . (" . .
— y(2z)dy — | 1(2z)dy = 1(2z) (R + y).
I, R+ v o
e, ¢,

Aus dieser Gleichung erhilt man dureh Differenzieren nach y den Ausdruck

VR R (9s) - 2(25) = v (25) (R = v) = 7(25") (R — ¥) -+ 7(25). (14)
In R+ Y

Wird die Gleichung (13) dhnlich wie (12) umgeformt, erhilt man nach kleinerer
Umordnung den Ausdruck

v

(23) (R + 37 = = — B [(22) dy

0
€1

Aus diesem wird durch Differenzieren nach y

7' (22) (R 4 y)? + 7(25') (R = y)? = 7(22) 2(R ~ 1) = —

Die Gleichung (14) kann durch einfaches Umordnen in dieselbe Form
gebracht werden wie die Gleichung (15), (12) und (13) ergeben also fiir die
Funktion t(y) dieselbe Differentialgleichung.

Da der unter a) erwidhnte Umstand verbiirgt, dall die Losungen der Dif-
ferentialgleichungen auch in der Konstante identisch sind, ist bewiesen, daf
die Gleichung (13) die Losung der Gleichung (12) darstellt.
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Der auf diese Weise fiir die Spannungen 7 erhaltene Ausdruck weicht
VM,
1{2z)

in zwel Faktoren von der fiir gerade Stdbe gebriduchlichen Form ab:

Er enthilt
1. statt des Trdgheitsmoments I das reduzierte Trigheitsmoment I,

2. das Quadrat des Reduktionsfaktors

Dementsprechend kann die Auftragung der Spannungsverteilung so
erfolgen, daf} das fir den geraden Stabquerschnitt berechnete Spannungs-

> A

I
verteilungsbild > mit dem Faktor A multipliziert wird (praktiseh kénnte

(25 0
nattirlich sof01t aufgetragen werden), worauf die Reduktion in der Weise

( )

erfolgt, daBl zweimal nacheinander Hyperbeln konstruiert werden (Abb. 4).
Wie nidmlich aus Abb. 4/d ersichtlich, ist

CD:4AB=R: (R +%) und somit AD"=CD = AB _—

ferner

und schlieBlich

AF =CE= 4D -2 :AB( R }
Ty R +y
Die Stelle der maximalen Spannung 7 ergibt sich sogleich aus der Kon-
VM
struktion; sie wird durch die aus dem Nullpunkt an die Kurve }—(—2—3- gelegte
o(22

Tangente bestimmt. Beachtung verdient die Tatsache, dafl sich die Stelle von
Tmax im Falle eines stark gekriimmten Stabes gegen den Kriimmungsmittel-
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punkt des Stabes hin verschiebt, u. zw. dorthin, wo auch der Spannungswert
oy grof} ist. In solchen Fillen ist auch der Maximumwert wesentlich gréfier
als jener, der sich aus der fir gerade Stidbe gebrduchlichen Formel ergibt.

I
Bei wenig gekriimmten Stdben weicht dagegen sowohl der Faktor — als

0
; 9
i

auch {

) kaum von der Einheit ab, womit die Praxis, in wenig gekriimm-
— \’
(A

ten Stdben die v-Spannung aus der fiir gerade Stédbe giiltigen Formel zu ermit-
teln, ihre Rechtfertigung findet.

Bei Stdben mit kreisrunden, elliptischen oder dhnlichen Querschnitten
hat die Lage der den Umfangspunkten zugeordneten kleinen Wiirfelelemente
bzw. der spannungslose Zustand der freien Oberfliche zur Folge, dal die

Abb. 5

7-Spannung an der in die Querschnittebene fallenden Seite mit der Ordinaten-
achse einen Winkel einschlieft (Abb. 5). Bei Untersuchungen von geraden
Stiben ist es iiblich, die aus den Gleichgewichisgleichungen ermittelte Span-
nungskomponente

VM,

1(2z)

lings der Geraden y = const. P als konstant zu betrachten wird, womit man

fur die an der Umfangstelle § auftretende Schubspannung die Beziehung

7, .

7q = —>— erhilt. Es kann angenommen werden, daB an der PQ-Linie
cos a

entlang keine groflere Spannung 7 aufiritt. Die obige Untersuchung der in

den Querschnitten gekriimmter Stdbe entstehenden Spannungen bezieht sich

auf die Spannung t,, und da die freie Oberfliche spannungsloes ist, ergibt

Ty

sich auch in diesem Fall 75 = , d. h. die fiir den geraden Stabquer-

cos a
VM, 1

I(2z) cos @
Sinne der Punkte 1 und 2 geiindert werden (Abb. 6).

schnitt gezeichnete -Kurve mufBl auch in diesem Falle im
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o
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Aus dem Gleichgewichtszustand des in Abb. 3 dargestellten Teiles lassen
sich auch die Radialspannungen o, ableiten. Die Gleichgewichtsgleichung
in Richtung r lautet

e, e,

— 0, (2z) (R + 7) dg - cos —%—-- ‘ ,dA — cos dy ‘rl d4 —

P

i 7

— sin .‘-Zfﬁi 0y, dA - sin d} ;'GKE d4=0. (16)

i

i

I3

/__._

Abb. 6

Die Radialkomponente der inneren Krifte, die aus den an der inneren Mantel-
seite auftretenden Spannungen 7, ermittelt werden kann, ist gleich Null,
weshalb sie in der Gleichgewichtsgleichung erst gar nicht angefiihrt ist.

Mit den wegen der kleinen Winkelwerte gestatteten Vereinfachungen

werden die den gleichgearteten Spannungen entsprechenden Integrale getrennt
berechnet.

Aus Gleichung (13) folgt, dafl

V, M, R 2 7,
Ty 55— ( ) = —= f(n)
In (23) n 0
und
V, M, R 2 V
7 = —3 5 ‘ : =—fn).
I,(2z) tR+ 7 I,
v, dV
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Die Schubkraft kann mit Hilfe der Gleichung (4) eliminiert werden, es wird
somit

Ndg
To— T = Ff(??)v
0
e, _\_ €
f(f.z ) dd = N Jf(;;) a1 . (17)
o 0
7 7

Nach Substitution von d4 = (2 z)dy ist der Ausdruck

Jon) =

M, R 2
[22 (m)] {R-i~n ,

— bei Substitution des Fixwertes 1 durch die Verdnderliche y — durch Teil-
integration integrierbar. Dazu miissen

€, ¥
w= M, = s ydd = — (l v(2z)dy .
sowie .
, { 1 )2
TIPSR
lR + ¥
eingesetzt werden, wonach
u = —(2z)y
und
1
P = —
R -y
Daraus folgt
£y €y 1
r M. o ]
n)dA =R} — | —= — ——2zvl—— )d'
[ { lR._J [1=eon |~ g
}7 .\7
Der der Stelle y = # zugehorige Integralwert ist
€, ‘I &,
: 1 A _
nyd4d =R2)0 - —5  — = g4l. 18)
|7 b g (

Auf die gleiche Weise kann der Wert ok, 4+ ok, ermittelt werden:

g o N M MRy 7, .
Ko 71 Ky “ 4 j RA T IO R+y i ¢
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Damit nimmt das Integral die Form

4 Ul . "N M ;
i(f—) (On, + Ox,) dAd = dy -~ T : 1 -
2 : A R
Loy MR ) S S d(pJ‘de A
0 v — Y

7 b7l

o
~1

(19)

an. Nach Einsetzen der Teilergebnisse aus den Ausdriicken (17), (18), (19) in
die Gleichung (16) und nach Kiirzung mit dp sowie in Anbetracht dessen,

daBl auller den anderen Gliedern

g dodA = 0.

erhdlt man

— 6y (25) (R ) + —R[ el e ]-~
I, R+y JR+y
S E.RE Jdi _ MR J Y dd4=0.
4 RA I, JR+x»
Nach Ordnen und mit den Bezeichnungen
11 R 4=
R+y
n
und
[ dd =4,
hat man die Gleichung
NR*M . M,
— 0, (2z) (R + 7)) + ——"2_ — (NR 4+ M)—> —
a I, (R+) I,
_ ( N _V{_) A
R/ .

Aus dem Ausdruck
I, = x AR?
Wilfd
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womit man aus Gleichung (21) nach neuerlichem Umordnen das Ergebnis

(22)

erhilt. Vorzeichengerecht ergibt sich die Spannung o,,, wenn N im Zugkraft-
fall positiv, und wenn M in dem Fall positiv ist, wenn es den Stab stidrker
kriimmt — wie dies auch bei Anwendung der Grashofschen Formel anzu-
nehmen ist —, und wenn schlieBlich die Integrale 4,, M, und M so berechnet
werden, dafl -—e, die obere Grenze ist.

RxA,

Dem erhaltenen Ergebnis entsprechend kann die Radialspannung o,
wenn in der Schwerpunktfaser keine Spannung o; auftritt, wenn also

aus der Normalkraft N berechnet werden, und zwischen N und o, derselbe
Zusammenhang besteht wie zwischen der Schubkraft ¥ und der Spannung 7,.
Ist 6, = 0, muB} auch das erste Glied des Ausdruckes bestimmt werden.
Seine graphische Konstruktion ist etwas komplizierter als die des zweiten
Gliedes. Die einzelnen Schritte der Konstruktion sollen wieder auf einen
Rechteckquerschnitt bezogen gezeigt werden (Abb. 7 und 8).

€1
A=A (y)= S dA
ist die Querschnittfldche zwischen einer beliebigen Faser 5jund der Randfaser
e; (Abb. T/a), die mit abnehmendem y zunimmt (und zwar linear, wenn der
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Querschnitt rechteckig ist) (Abb. 7/b). Laut Regel muf diese Kurve mit dem
Wert Rx = const. multipliziert werden (Abb. 7/c), die Abszisse der Abbildung
wird also die Dimension cm® haben. Der Hichstwert an der Stelle v = —e,
betrigt

R x4 = —-IL
R

Der Ausdruck M{=|——— vydd ist das statische Moment des soge-

7
nannten reduzierten Querschnittes, zu seiner Bestimmung wird also der auf
Grund des Zusammenhanges
R R

dy

dy= - dA

d4d’ = (2z')dy = (23)

reduzierte Querschnitt benéstigt (Abb. 8/a). Den Regeln der Momentenkon-
struktion entsprechend erhilt man den M{-Wert an der y,-Stelle, indem man
an den der Fliche des reduzierten Querschnitteiles proportionalen Vektor
fi — der in die den Parallelseiten des fraglichen Querschnitteiles (annihernd
eines Trapezes) parallele Schwerlinie gezeichnet werden mufl — ein Vektor-
polygon mit dem Polabstand b und ein Seileck konstruiert (Abb. 8/b und
8/c). Der erste und der zweite (im allgemeinen der letzte) Seilstrahl schneiden
an der Schwerlinie s—s der urspriinglichen Fliche den Momentenabschnitt
HL aus, der auf die Gerade y, projiziert werden muf (Punkt L,). Die Ver-
bindung der so erhaltenen Punkte ergibt die Kurve M[(y), die ihr positives
Maximum in der Schwerpunktachse erreicht und an der Stelle y = —e,
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bestimmt negativ ist, weil der tiber der Schwerlinie befindliche, der positiven
y-Werten zugeordnete Flidchenteil durch die Reduzierung des Querschnittes
vermindert und der unter der Schwerlinie befindliche negative Teil vergréBert
wurde.

R

Dal,=xAR*= —R|———yd4 = — RM,

(A

M= —2%

My PxAdyieMily ifam,,@%@/

AN

Ryl

L_Uo_
Abb. 9
/221)
z
£ 4

[ | e {11 .

Gz C 1@
Abb. 10

Durch die Summierung Rad,(y) + M{(y) erhilt man die Kurve ¢) der

- R
Abb. 9: wird diese noch im VerhﬁltnisR—‘—reduziert, gelangt man zur
=Y
Abb. 9/d, die der Form der Abb. 4/e dhnelt.

Im Laufe der Ableitung wurde angenommen, dafl 7, und ¢, an der
Breite (2 z) entlang gleichm#Big verteilt sind. Solange die Funktion z(y) stetig
ist, stoBt diese Annahme auf keinen Widerspruch; es kann héchstens davon
die Rede sein, daf§ dort, w0~d; einen groflen Wert hat, auch in der Richtung

y
= erhebliche Spannungen auftreten und auch die Verteilung von 7, und o,

nicht mehr gleichmifig ist. An jenen Stellen hingegen, wo Unstetigkeiten in
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der Funktion z(y) vorhanden sind, treten prinzipielle Schwierigkeiten auf.
Wird z. B. der in Abb. 10 dargestellte Triger T ldngs der Linie £ — £ zerschnit-
ten, erhdlt man zwei Teile, wobei (2 7)) <7 (2 2,). Teil 2 ist mit Teil 1 nur
durch die (2 z)) breite Fliche verbunden, entsprechend entstehen am oberen
Rand von Teil 2 an den punktierten Stellen weder o,, — noch 7,-Spannungen,
dagegen ist die Spannung am mittleren (2 5;) breiten Teil so grof}, wie sie mit
der Dimension (2 z,), mit der entsprechenden Breite des oberen Teiles berechnet
werden konnte.

Letzten Endes sind die Spannungen 7, und o, in erster Reihe die Folge
der durch das Biegemoment geweckten. an der Stablinie entlang sich
indernden o;-Spannungen sowie der Kriimmung des Stabes. Auf Grund dieser

o= 940 kp

Abb. 11

Deutung kann der mit der kleineren Dimension (2 z;) berechnete, also gréere
Wert von 7, und o, als die an der ﬁbergangsstelle auftretende Spannung
angenommen werden. Die Veridnderung von (2 5) kann némlich einen gewissen
Einfluf} auf die genaue Verteilung von o; ausiiben, die auf einen grofBeren
Flichenteil entfallende Resultante weicht jedoch von den aus der Grashof-
schen Formel ermittelten Werten nicht mehr wesentlich ab, und es sind eben
diese Resultanten, die in den aufgeschriebenen Gleichgewichtsgleichungen eine
wesentliche Rolle spielen.

Als Beispiel fiir die Anwendung der so ermittelten Ergebnisse sollen
nun zwei eingespannte gekriimmte Stdbe mit T-Querschnitt und Viertelkreis-
Schwerpunktlinie untersucht werden. Die den einen belastende Kraft F; ver-
lauft durch den Krimmungsmittelpunkt des Stabes (Abb. 11/a), wihrend
gich der andere Stab in einem geraden Verlingerungsstiick fortsetzt, und die
Kraft F, auf dieses wirkt (Abb. 11/b). Beide Stibe sind gleichen Querschnittes
(Abb. 11/¢). Die Hochstspannung, die in den beiden Stiben unter dem Einfluf
der Belastungen auftritt, betrigt ca. 1400 kp/em?.

Als Ziel wird die Darstellung der Verteilung der Spannungen o, und 1
lings der Querschnitte gesetzt. Zun#chst werden hierzu an der Kontaktstelle
der den Querschnitt bildenden Rechtecke (v, = —6 mm) die dort entstehende
verteilte Radialbelastung p, = o, (2 z) [kp/em] und die verteilte Schubbe-

2 Periodica Polytechnica M. IX/3.
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lastung p, = 7 (2 ) [kp/em] als Funktion der Bogenlinge s aufgetragen. (Der
auf die Stablinge ds entfallende Wert dieser letzteren ist bei geraden Stibe
die sogenannte Schubkraft.) Die Bogenlinge s wird diesmal nicht an der
Schwerpunktlinie des Stabes, sondern an der gepriiften Stelle, d. h. am Kreis-
bogen mit dem Halbmesser r = R + y, = 70 — 6 = 64 mm gemessen: s =
= r ¢ . Der Winkel wird vom vertikalen Halbmesser ab gerechnet. Die Stelle
des Schwerpunktes ist in der Abbildung bezeichnet; die Querschnitisfliache ist
A = 12,8 em?, das Trigheitsmoment I = 34,99 em*, und das reduzierte Trig-
heitsmoment betrigt I, = 33,94 em? In die Berechnung dieser Grioflen wird
hier nicht eingegangen.

Abb. 12

In keinem der Querschnitte des mit der Kraft F) belasteten Stabes
wird eine Spannung in der Schwerpunktfaser geweckt werden, weil (Abb. 12)

N M Fsing , FRsing _

Gy = — -+ = — : 0.

A RA A RA

Deswegen lauft das erste Glied der Gleichung (22) auf Null aus, die Veriénde-
rung der Spannungen o, und 7 ldngs des Querschnittes ergibt sich also aus
ein und demselben Ausdruck. Zweckm#Big konstruiert man die Abbildung
fiir die Belastungen N = 1 Mp bzw. V=1 Mp. Auf diese Weise erhilt man
in jedem beliebigen Querschnitt des Stabes, an jeder beliehigen Stelle des
Querschnittes die Spannung o, bzw. 7, wenn man den aus der Abbildung
ablesharen Wert mit der entsprechenden Kraft N bzw. V multipliziert. In
Abb. 13 ist also der Zusammenhang

o, (bzw. 1) =

(IMp)M,; R
I,(2z) ( R+ vy )
dargestellt.

Entsprechend entsteht im Querschnitt ¢ = 0° unter dem EinfluB8 der
den Stab belastenden Kraft F, = 2,12 Mp die maximale Spannung 7 an der
Kontaktstelle der Rechteckteile 7qax = 193 - 2,12 = 409 kp/cm?, und ebenso
ist im eingespannten Querschnitt ¢, max = 409 kp/cm?.
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Bei dem in Abb. 11/b dargestellten Stab mufl der gerade Stabteil vom
gekriimmten Stab geirennt betrachtet werden. Im geraden Stab entstehen
VM,
I(2z)
werden. Die Abb. 14 wurde ebenfalls fiir eine Schubkraft von 1 Mp konstruiert.
Die in der Schwerpunktfaser geweckte Spannung weicht nur wegen der Ver-

keine Spannungen ¢,; die 7-Spannung kann aus der Formel berechnet

GulT) -2
p ©
T
/‘7p cm
8
. 160 |

Abb. 14

schiedenheit von I, und I von dem aus Abb. 13 ablesbaren Wert ab, an den son-
stigen Stellen verursacht die Verzerrung ziemlich betrichtliche Abweichungen,
Die maximale 7-Spannung betrégt in der Schwerpunktfaser unter dem Einfluf
der belastenden Kraft F, = 0,94 Mp 7,5 = 166 - 0,94 = 156 kp/em?, wiih-
rend die Spannung an der Kontaktstelle der Rechtecke 7, = 160 - 0,94 =
= 151 kp/em? ist. In jedem beliebigen Querschnitt des gekriimmten Teiles
geht die Verteilung der 7-Spannungen auch diesmal aus Abb. 13 hervor. Diesmal
ist es aber nicht moglich, die Verteilung von o, auf einer einzigen Fliche darzu-
stellen, da sich die Werte von M und IV in den Gliedern der Gleichung (22) von
Querschnitt zu Querschnitt dndern und nur der Multiplikator der Kraftwirkun-
gen am gekriimmten Stab entlang konstant bleibt. Das zweite Glied gestaltet
sich auch jetzt der Abb. 13 entsprechend; die dem ersten Glied zugehdrige
Flache wird aus Teilen zusammengestellt. Abb. 15/a veranschaulicht den Aus-

I .
druck RxA,. Hier ist Rx = —>= 3391
AR 12,87

= 0,379 em. Der Ausdruck
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M., der hier mit einfachen Integrationen berechnet werden kann, ist auf
Abb. 15/b dargestellt. Aus der Summierung der beiden Fldchen ergab sich

die Abb. 15/¢ die noch im Verhiltnis

Abb. 15/d.

verindert werden mull: siehe
[l

¥y @ y @

2,064 7040

v @

. 3104

5 ‘ S
RiAy om? S A \ RxA,+ M, /RxA,st');%Cff?
; I s : :
I TR L . I . 18000
rzE
Abb. 15
y
__\_ﬁa,_
SV T ,,ﬁz
/____5 Mp
AN
1B
Abb. 16
o . . . oM ,
Wird die Fliche—i#hnlich wie zuvor—fiir die Belastung N+ -E“ = 1Mp

ausgearbeitet und werden dabei auch die Werte von I, und (2 z) in Betracht
gezogen, erhilt man die Abb. 16, die einen Teil der Radialspannung ergibt:

s M
g == - ——1—-~- R (RxA, + M) ' N+ —} .
I,(2z) R+y R
i .. M )
Am gekriitmmten Stab ist der Wert von N 4+ —— konstant, namlich
_\— _‘_ :E —_ F Sin (p + _F.LI_{__SEW(/_-,:I\;)V — .‘E‘i{’. — const.
R R R

N L M — 940_}2 = 1,343 Mp .
R 1
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Abb. 19
und damit ist :
Ofmax = 0y = —184-1,343 = — 247 kp/em?.

Das zweite Glied o7 ist der Kraft IV proportional und erreicht somit
im eingespannten Querschnitt seinen Gréftwert. Da o, am Stab entlang
konstant ist und sowohl o; als auch ¢] Druckspannungen sind, erreicht
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die Gréfitwerte im eingespannten Querschnitt. Abb. 17 zeigt die Verinderung
der durch die Kraft F, verursachten o,-Spannungen lings des eingespannten
Querschnittes.

An der Grenze der beiden Rechtecke, die den Querschnitt bilden, lassen
sich jene verteilten Belastungen, fiir welche die Verbindungen — sofern die
beiden Teile aus separaten Stiicken zusammengestellt sind — berechnet wer-
den miissen, aus den Spannungen o, und 7 ermitteln. Diese Belastungen wer-
den anhand der Formel p. = o, (2z) bzw. p, = 7(2 z) ermittelt; ihr Wert
verdndert sich an den Stiben von Stelle zu Stelle. Fiir den Stab in Abb. 11/a
werden die fraglichen Belastungen in Abb. 18 angegeben, fiir den Stab in
Abb. 11/b hingegen in Abb. 19.

Zusammenfassung

In der Abhandlung wird die Berechnung der in gekriimmten Stiben geweckten Radial-
und Schubspannungen auf Grund der Gleichgewichtsgleichungen und der durch die Grashof-
sche Formel gegebenen Spannungsverteilung dargelegt. Es wird auf die Méglichkeiten der An-
wendung dieses Verfahrens auf dem Gebiet der Berechnung der Verbindungen von aus meh-
reren Teilen zusammengesetzten Querschnitten hingewiesen. Anhand von Zahblenbeispielen
wird gezeigt, dafl diese Radial- und Schubspannungen erhebliche Werte haben. Die Abhand-
fung gibt ein einfaches graphisches Konstruktionsverfahren zur Bestimmung der Stelle und
GroBe der maximalen Schubspannung an.
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