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Die spannungsoptische Untersuchung ergibt — wie bekannt — die
Differenz zwischen den beiden Hauptspannungen des ebenen Spannungszu-
standes sowie die Hauptspannungsrichtungen (siehe z. B. [1], [2], [3]). Zur
ollstdndigen Beschreibung eines ebenen Spannungszustandes bedarf es
aber noch einer weiteren Aungabe, die nach einer anderen Rechen- oder Mel3-
methode zu bestimmen ist. Die diesbeziiglichen Rechenmethoden fullen auf
den Gleichgewichtsbedingungen des Elementarwiirfels und integrieren die so
resultierenden Differentialgleichungen schrittweise entlang einer im spannungs-
cptischen Modell angegebenen Linie, ausgehend vom Rand des Modells,
oder es werden die durch die Spannungskomponenten ausgedriickten Ver-
triaglichkeitshedingungen des ebenen Spannungszustandes numerisch integriert
[2]. [4], [5]- Die Ausgangswerte der Integration erhiilt man aus den Isochro-
matenwerten am Modellrand. An den durch #uflere Krifte nicht belasteten
Abschnitten des Modellrandes ist n#mlich der Spannungszustand immer
einachsig, die dort beobachtete Isochromaten-Ordnungszahl ergibt also
unmittelbar die dort auftretende einzige von Null verschiedene Hauptspan-
nung. An Lastangriffstellen kann die auf den Rand des Modells normale
Spannungskomponente aus Griéfe und Verteilung der angreifenden Last mit
einer fiir die weitere Untersuchung ausreichenden Genauigkeit bestimmt
werden [5], wodurch bei Kenntnis des dort beobachteten Isochromatenwertes
die Bestimmung der beiden Hauptspannungen an dieser Stelle mdglich wird.

Bei starker Belastung, die auf eine kurze Strecke des Modellrandes
verteilt ist (»konzentrierte« Belastung) verursacht es jedoch Schwierigkeiten,
den genauen Wert der Isochromatenordnung in der Umgebung der Auflager-
fliche der Belastung zu ermitteln. Die Griinde dafiir sind:

a) An solchen Stellen tritt ein hoher Spannungsgradient auf, wodurch
auf dem spannungsoptischen Bild dicht aneinander gereihte schmale Isochro-
maten erscheinen. Erfolgt die Auswertung aus der Photographie des Isochreo-
matenbildes, so erscheinen die Isochromaten wegen des starken Lichthofes
der zwischen ihnen liegenden hellen Streifen stark verblafit. Es kann sogar
vorkommen, daB der Lichthof die Isochromaten ganz verdeckt.
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b) Der Spannungszustand ist wegen der endlichen Modellbreite und des
groflen Spannungsgradienten nicht eben. Auch kann die gleichméBige Ver-
teilung des Kraftangriffes iiber die Modellbreite nicht immer ausreichend
gewéhrleistet werden.

c) Erfolgt die Beleuchtung nicht genau senkrecht auf die Modellflidche,
was sich bei Durchleuchtung im einfachen spannungsoptischen Gerit nicht
immer vermeiden 148t, dann entstehen an der Stelle grofier Spannungsgradien-
ten Abbildungsfehler, die das Tsochromatenbild verfilschen [8].
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Abb. 1. Die MaBskizze des untersuchten Modells

Der bei der Ermittlung des Isochromatenwertes hegangene Ablesefehler
verfilscht die Resultate der nachfolgenden Rechnungen nicht nur an der
untersuchten Stelle, vielmehr wirkt er sich, mehr oder weniger abgeschwicht,
auch auf groBfere Teile der Modellfliche aus.

Aus diesem Grunde ist die Ermittlung des Isochromatenwertes an
Stellen »konzentrierter« Kraftangriffe durch Abzihlen und Ausmessen der
Isochromaten aus den aufgenommenen Bildern und durch Extrapolation der
Isochromatenwerte bis an einen bestimmten Punkt der Kraftangriffsiliache
nicht verlafilich.

Zur Vermeidung der Unsicherheiten der Ablesung wurden vom Verfasser
am Lehrstubl fiir Technische Mechanik der Technischen Universitdt Budapest
Untersuchungen angestellt. iiber die im folgenden an Hand eines Beispieles
berichtet werden soll.

Die Untersuchungen wurden an dem in Abb. 1 gezeigten syvmmetrischen
geschlossenen Rahmen durchgefiihrt. Das Isochromatenbild, zwischen gekreuz-
ten Polarisatoren aufgenommen. ist aus Abb. 2 ersichtlich. Mit Hilfe der
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Abb. 2. Das Isochromatenbild des Modells in gekreuzter Polarisatorstellung
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Abb. 3. Die Spannungen am Umfang des Modells, in kp/em?, berechnet auf Grund der
matenwerte und der spannungsoptischen Konstante des Modellmaterials

Isochro-
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spannungsoptischen Konstante des Modellmaterfals wurden die Spannungen
am Modellrand errechnet und unter Beriicksichtigung des Vorzeichens in
Abb. 3 zusammengefafit. Die spannungsoptischen Untersuchungen wurden
auf einem am Lehrstuhl selbst hergestellten einfachen spannungsoptischen
Gerdt durchgefiihrt. Die Durchleuchtung erfolgte in rotem Licht (/. = 6500 Ay
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Abb. 4, Die Anderung der Isochromatenordnung am Umfang des Modells in der Nihe des
Kraftangriffes

Bei dieser Wellenldnge war die spannungsoptische Konstante des Modell-
k 2
materials S = 13,39 *——P/ﬁ‘—t—— .
Ordnung/em
Wegen der Svmmetrie des Modells wurde in Abb. 3 nur ein Viertel

der Modellfliche abgebildet. Die Anderung des Isochromatensvertes in der

Tatsdchlicher Kraftangriffi’

} A A /A ‘LP

f [ i 2 g H 4 .
¢ | ¢ i 2 ! 4 L
; , L{: ili P %pﬁl/gr : §p :
AN
v N Y : iy :

!
oﬁ:(wdy =p

Abb. 5. Aufteilung des Spannungszustandes in zwei Teil-Spannungszustiinde

Umgebung der oberen und der unteren Kraftangriffstelle wurde in Abb. 4
in groBerem Mallstab noch einmal abgebildet. Das starke Anwachsen des
Isochromatenwertes in der Ndhe des Kraftangriffs ist gut zu erkennen.
Es soll nun im folgenden untersucht werden, ob dieser steile Anstieg
der Isochromatenordnung tatsdchlich auftritt oder nur die Folge eines Abbil-
dungsfehlers ist. Zu diesem Zweck kann der untersuchte Spannungszustand
in die zwei in Abb. 5 sichtbaren Teil-Spannungszustinde aufgeteilt werden.
Der mit I bezeichnete Spannungszustand entsteht, wenn die Resultierende
P der angreifenden Kraft, auf das Modell lings des Querschnittes unter der
Kraftangriffstelle verteilt, iibertragen wird, wihrend der Spannungszustand I1




GENAUERE BESTIMMUNG DER ISOCHROMATEN-ORDNUNGSZAHLEN 137

durch die an ihrer tatsdchlichen Angriffstelle wirkende Kraft P und eine
verteilte Belastung erzeugt wird; diese letztere ist der Belastung des Span-
nungszustandes I der Gréfle mach gleich, aber entgegengesetzt gerichtet.
In geniigender Entfernung von der tatsichlichen Kraftangriffstelle ist der
Spannungszustand I wegen des De Saint Vénantschen Prinzips praktisch
identisch mit dem tatsichlichen Spannungszustand, zeigt aber an Stelle des
Kraftangriffes 4 keine Spannungsspitze. Diese kann nur von der Belastung
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Abb. 6. Uber die Liange 2a gleichmiBig verteilte Belastung auf einer unendlichen Halbebene

des Spannungszustandes II erzeugt werden, weshalb im folgenden dieser
letztere untersucht werden soll.

In der Umgebung der tatséichlichen Kraftangriffstelle kann die verteilte
Belastung p gegeniiber der im folgenden ndher zu untersuchenden tatsichlich

nF

auftretenden ¢, baw. guax = — groBen Belastung vernachlissigt werden.
Der II. Spannungszustand kann deshalb in der unmittelbaren Umgebung
der Kraftangriffstelle mit guter Anndherung als Kraftangriff auf eine unend-
liche Halbebene angesehen werden.

Da der durch diese Belastung in der unendlichen Halbebene verursachte
Spannungszustand bekannt und analytisch in geschlossener Form darstellbar
ist, wurde dieser fiir zwei Arten der Kraftverteilung ausgewertet.

1. Gleichmiflige Kraftverteilung iiber die Linge 2a von der Grifle
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Die Gleichungen der Spannungsverteilung findet man z. B. bei FrocaT [2]

Band II, Seite 60.
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Mit den Bezeichnungen der Abb. 6 schreiben sich die Spannungskom-
ponenten zu

G.= i [2(0, — ©)) + (sin2 0, — sin20,)]
2t '
g, = ——1_[2(0, — 0,) — (sin20, —sin20,)] | (1)
’ 2ot )
e D (0520, — c0s26
ey €os 2 S Z At
T - [ o 1 €o _]

Hier bedeutet ¢ die Dicke der Ebene. Mit den der Abb. 6 zu entnehmenden
Beziehungen

sin O = -

sin 0, =

crgeben sich nach einiger Umformung fiir die Summe bzw. Differenz der
Hauptspannungen

2¢, .
GI+UII:G>: - O, = . (82_01) =
g L
| (2)
v oL v —a
- % arctg — — arc tg —
wit x x
und
o —op=J(o, — o) +4d, = (3)
o (10 4(1.\‘
Tt V’(yg _ az)z + 2 x2 (},‘2 - ajl) —_— at

In der Symmetrieebene (d. h. bei v = 0) hat manhieraus mit den Bezeichnun-

g, 5 X :
gen G, =—> und 2;=-— die Formeln
Tt a
gy -+ oy = — o, arctg — , (2a)
4o
i
Ty — 0 = Gy R (3a)
1=z

In obigen Gleichungen, wie auch in den folgenden Ausfithrungen soll die
algebraisch griflere der beiden in der Modellebene wirkenden Hauptspannungen
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mit &, die kleinere mit ¢;; bezeichnet werden. Von der iiblichen Bezeichnung
der Hauptspannungen (0,, 0., 0;) wurde deshalb Abstand genommen, weil
je mach den Vorzeichen der Hauptspannungen und infolge der dritten,
auf die Modellfliche normalen Hauptspannung von der Griéfle § ¢, sowohl
g, wie 0, und oy, sowohl ¢, wie ¢, sein kann.
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Abb. 7. Durch eine zylindrische Rolle auf eine unendliche Halbebene fibertragene Belastung

2. Die in der unendlichen Halbebene infolge Krafteinleitung durch eine
sylindrische Rolle verursachte Spannungsverteilung

Die Losung dieses Problems findet sich in den Aufsiitzen von HuBer—
Fucms [6] und Porirsky [7]. Der an der Beriihrungsfliche auftretende
Flidchendruck zeigt eine Verteilung entlang einer Halbellipse, wie aus Abb. 7
ersichtlich. Mit den Bezeichnungen der Abb. 7 schreiben sich die von PoriTsky
angegebenen Spannungskomponenten zu

X :
P e — e
5
o o a
e B I
- Ta L sh.
[ X .
1l — — e
°F a 4)
G.o= ] e
Ta chi
P e C ch
2F a
F— R e —
Ta shi
. P . o -
Hierin bedeutct F = — die auf die Dickeneinheit der Platte entfallende Kraft
3
{= L in wobei x = ach {cosy*

v =a - sh fsin 7

R [

* Im vorliegenden Aufsatz wurden die Bezeichnungen aus den Schrifttumsquellen {2]
und [7] unverdndert beibehalten. Ui Mifiverstindnisse zu vermeiden. mufl darauf aufmerksam
gemacht werden. dall die normal auf den Rand der Halbebene verlaufende Koordinaten-
richtung in [2] mit ¥ und in [7] mit v bezeichnet ist. Diese Unstimmigkeit wurde vom Ver-

e . . . . - Q. o 2
fasser durch Einfithrung der dimensionslozen Grile 7, (/.,», = ——in Gl (2a)bzw. 3a und 7, =~
- a a

in Gl. (7a) bzw. (8a)) zu beheben versucht.
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Die Bezeichnung I soll angeben, dal nur der imaginidre Teil des folgenden
Ausdrucks benétigt wird, wihrend R bedeutet, dal nur der Realteil des
nachfolgenden Ausdrucks zu verwenden ist. Um diese Ausdriicke in eine
direkt brauchbare Form zu bringen, miissen Real- und Imaginirteil obiger
Ausdriicke getrennt und die Koordinaten & und 7 mit x und v ausgedrickt
werden.

Nach Durchfithrung der angedeuteten Rechnungen ergeben sich fiir
die Spannungskomponenten folgende Ausdriicke

x .sm2yp o, . ‘ . -
— et T g (sin2 77 cos iy sh £ <+ cos Z95sinvy ch )
2F a 2 '
G, == e+ 5E T -
* Ta i sh?f + =iy
r o .
sin27 — ch &siny .
2F 2a (5)
G, == e
> Ta sh? £ -+ sin?y
X, : : ’
—(sh& — e~ sin#j) —cosy (sh £ ch &+ e~ sin?y)
2F _{a
T,, = e TE
¥ a sh? & — sin?y

Auf Grund der weiter oben aufgeschriebenen Zusammenhinge wird fiir «x

und ¥
. X242 —a® L 1/(02 — 2% — y)2 L 4a%y?
sh*f = 5 =
2a?
c @=L [ (a2 v — @) - daty?
S iy = 53 s
2a?

in denen in beiden Fillen nur die positive Lésung einen physikalischen Sinn
hat, da sh £ und sin 7 real sein miissen.

~

. R . v
An der Stelle x = 0, d. h. in der Symmetrieachse wird sh & = * und
a
sin 7 = 1. Mit diesen wird nach den nétigen Zwischenrechnunrgen an der

Stelle + = 0

(6)

Xv
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Da o, = 0; und o, = oy, wird weiter

, 4F [ ¥ [y 2 i
0‘1“7'0’11:#“[“ —1/ - ;” (7)
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Abb. 8. Die Anderung des bezogenen Wertes der Hauptspannungsdifferenz und -summe
lings der Symmetrieachse der Belastung

- e e . i - v . .
Nach Einfiilhrung der Bezeichnurgen ¢,= —— und 7, =-—. die gleich-
Ta a

bedeutend mit den Bezeichnungen in den Gleichungen (2a) und (3a) sind,
erhalten die Gl. (7) und (8) die Form

o+ oy =20, [4 — VT 7] (7a)
32
; 5 5
Gy — O = 2 [ |:/.0 — —17’*‘ T____?] . (8’:1)
LT A
. . o1 + 0y R .
In Abb. 8 wurden die Funktionen auf Grund der Gleichungen (2a)
Go
Gy — Oy

” Cg . 1 u .
und (7a) sowie die Funktionen — -gem#B den Gleichungen (3a) und

Gy
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(8a) aufgetragen. Bemerkt sei hier, dafl bei beiden Arten der Lastiibertragung
an der Stelle 2, = 0, d. h. in der Mitte der Belastungsfliche o; — oy = 0
ist. Dies bedeutet, dal} dort paralle]l zum Rand der Halbebene eine Spannungs-
komponente entsteht, die nach Gréfle und Vorzeichen der darauf senkrecht
wirkenden Spannungskomponente gleich ist, die der angreifenden #Hufleren
Kraft das Gleichgewicht hialt. Der Spannungezustand ist also in der x — y
Ebene in diesem Punkte isotrop, der Spannungszustand, der durch die tat-
sichliche Krafteinleitung in die unendliche Halbebene entsteht, 1iBt den
Isochromatenwert in der Mitte der Auflagerfliche unbeeinflufit. Da auch
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Abb. 9. Die Wirkung der schiefen Durchleuchtung auf den Strahlengang an der Kraftan-
griffstelle

der 1. Spannungszustand der Abb. 5 an dieser Stelle keine ortliche Spannungs-
spitze erzeugt, darf der Isochromatenwert an dieser Stelle im Sinne obiger
Ausfithrungen keine grofie Abweichung gegeniiber den Isochromatenwerten
an den der Kraftangriffstelle benachbarten Punkten des Modellrandes auf-
weisen.

Im Punkt 4 (Abb. 5) sollte daher die Isochromatenordnung der des
1. Spannungszustandes entsprechen. Dies steht in offensichtlichem Gegensatz
zu der laut Abb. 4 experimentell ermittelten Isochromatenverteilung. Es soll
deshalb im folgenden untersucht werden, womit diese Abweichung erkldrt
werden kaun.

Der Strahlengang im einfachen spannungsoptischen Gerdt ist nicht
parallel sondern konvergent., es entstehen also Bildfehler in allen Modell-
punkten, die auBlerhalb der optischen Achse des abbildenden Systems (Photo-
apparat) liegen. Um nun diese Bildfehler iiber der ganzen Modellfliche mog-
lichst klein zu halten und auBerdem eine moglichst gleichmifig ausgeleuchtete
Isochromaten-Aufnahme zu erhalten, wurde die optische Achse des Photo-
apparates auf die Symmetrieachse des Modells eingestellt (Abb. 9). Infolge-
dessen wird ein abbildender Lichtstrahl, der am Rand des Modells eintritt,
an der anderen Seite in einer Entfernung h vom Rand aus dem Modell aus-
treten. Da aber die Hauptspannungsdifferenz ¢; — oy nach Abb. 8 im Quer-
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schnitt unter der Kraftangriffstelle entlang der Symmetrieachse stark
anwichst, passiert der Lichtstrahl beim Durchgang Stellen des Modells mit
stark unterschiedlicher Hauptspannungsdifferenz.

Mit der quantitativen Untersuchung solcher Erscheinungen hat sich
der Verfasser in einer fritheren Arbeit [8] beschiftigt und fiir die am Modell-
1and auftretenden scheinbaren Isochromaten-Ordnungszahlen die Formel

abgeleitet, in der mit guter Anniherung

d-v

n-f- |'1 -
L

1
I

gesetzt werden kann. Die Bedeutung von d. h. und y ist aus Abb. 9 ersichtlich.
Des weiteren ist '
/.= die Wellenldinge des Lichtes.

’. .
C = —Sﬁdie spannungsoptische Konstante,
f=13,5 cm — die Brennweite des Aufnahmeobjektivs,
n = 1,5 — die Brechungszahl des spannungsoptischen Modell-
materials
v
p = = — der AbbildungsmaBstab, worin y, die GroéBe des auf dem
Negativ entstehenden Bildes von y ist.
Da ¥y = 6 em und ¥, = 0,93 cm. wird
0,93 .
f=-—-—=10,155.
6
Mit diesen Werten hat man
1.03-6_
ho= — e = 0,0409 cm.
1.5-13.5 ‘1; —
L 0,155

Mit der Funktion ¢; — oy aus Gl (3a) ergibt sich aus (9) nach Integrierung

lzf'-’_ a (h2
20 e S el I 10
bt 1n[1 , [1} (10)

m, = Ld } 1+
3 j

3 Periodica Polytechnica M. VIIL2.
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Wird die Hauptspannungsdifferenz nach Gl (8) in Gl. (9) eingesetzt und die
Integration durchgefiihrt, wird

¢ [
m, =--d } 1+
]

(11}

Mit den Zahlenwerten und auf Grund der Tatsache, daB

K d 1 [ Ordnung

—d= = —
i S 13 | kpjem®

und ] 1= ( h P =V T00T38 2 1
; d

ergibt sich aus Gl (10) m, = 2.,48. Ordnung

aus Gl. (11) m, = 4,26. Ordnung.
Die schiefe Durchleuchtung verzerrt zwar auch das Bild des I. Spannungs-
zustandes, der durch die idealisierte Krafteinleitungin das tatsichliche Modell
entsteht, doch kann die Abweichung von der tatsidchlichen Isochromaten-
ordnung wegen des kleinen Spannungsgradienten im untersuchten Modell-
punkt vernachlidssigt werden. Die Isochromatenordnung, die im untersuchten
Modellpunkt bei streng paralleler Durchleuchtung erscheinen wiirde, ist also
um m, kleiner als die aus der Abbildung 2 ersichtliche.

Da die Kraftitbertragung in das Modell durch zylindrische Auflager-
flichen erfolgte, mufl als wahrscheinlich gelten, daf Gl. (11) den richtigeren
Wert fiir m, ergibt. Dieser Wert wurde deshalb in Abb. 4 von den Werten
der Isochromatenordnung abgezogen, womit sich die mit Kreisen bezeich-
neten Punkte ergaben. Die so erhaltenen Isochromatenwerte m = 4,75 bzw.
m =5 liegen dem Werte m = 4,25 ziemlich nahe, der in Abb. 3 als Schniti-
punkt der gestrichelten Linie des Spannungsverlaufs bei idealisierter Kraft--
einleitung mit der Symmetrieachse der Belastung erscheint.

e
®

Auf Grund dieser Untersuchungen kann also festgestellt werden. daf
das starke Anwachsen der Isochromaten-Ordnungszahlen am Rand des
Modells im Bereiche konzentrierter ZuBlerer Krifte nur eine Folge der Abbil-
dungsfehler des einfachen spannungsoptischen Gerites ist und in Wirklich-
keit nicht auftritt. Die in der Nihe des Kraftangriffes tatsichlich auftretenden
Isochromaten hoher Ordnungszahlen sind geschlossene Kurven, die den Rand
des Modells nicht beriihren.

Die tatsdchliche Isochromatenorduung in der Svmmetrieebene des
Kraftangriffes kann also mit guter Ann#herung erhalten werden, wenn das

-

Diagramm der Verteilung der Isochromatenordnungen am Modellrand beider-
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seits des Kraftangriffes mit einem daran tangential sich anschlieBenden Parabe-
bogen verbunden werden (Abb. 10). Die Ordinate des Parabelbogens in der
Symmetrieebene des Kraftangriffes ergibt die gesuchte Isochromatenordnung
m,. Da konzentrierte Belastung ein experimentell nicht zu verwirklichender
Grenzwert, und jede als »konzentriert« bezeichnete Belastung tatsdchlich auf

Araftangriff
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~Abb. 10. Konstruktion der in der Symmetrieebene der Belastung auftretenden tatsiichlichen
Isochromatenordnung

einer kurzen Strecke verteilt ist, kann die Konstruktion der Abb. 10 sinn-
gemiB fiir jede »konzentrierte« Belastung angewandt werden.

Zusammenfassung

»Konzentrierter« Kraftangriff wird in spannungsoptischen Modellversuchen als iibe
eine kurze Strecke verteilte, meist durch Walzendruck erzeugte Kraft verwirklicht. An Stellen
derartiger Kraftangriffe steigt die Isochromaten-Ordnungszahl wegen starker Héufung der
Isochromatenlinien scheinbar auch am Modelirand stark an, ihr genauer Wert laBt sich nur
schwer ermitteln. Es wird gezeigt. daB das Anwachsen des Isochromatenwertes am Modell-
rand durch die Bildfehler des einfachen spannungsoptischen Geriites bedingt ist. Tatséchlich
dndert sich der Isochromatenwert am Modellrand in der Umgebung der Kraftangriffstelle
kaum. Sein Anwachsen erfolgt erst innerhalb der Modellfliche.
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