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Beim Bau von Behilterwagen fiir den Fliissigkeitstransport finden ver-
breitet Behalter mit elliptischem und korbkurvenférmigem Querschnitt Ver-
wendung. Die in der Fachliteratur bisher auffindbaren Studien iiber die Festig-
keitsbemessung derartigen Behilter {1, 2, 3, 4] beziehen sich ausschliefllich
auf Behilter mit elliptischem Querschnitt; sie wurden schon in einem unserer
fritheren Aufsiitze [5] zusammengefal3t. Threr einfacheren Herstellung halber
baut man iiberwiegend Behilter mit korbkurvenférmigem Querschnitt (siehe
Abb. 1). Da zu ihrer Festigkeitshemessung noch keine Methoden zur Verfigung
stehen, schien es zweckmifBig, fiir die Berechnung ein — verhiltnismiBig
einfaches — Niaherungsverfahren zu entwickeln. Das vorgeschlagene Berech-
nungsverfahren wurde anhand der fiir die Kreiszvlinderschale abgeleiteten
Gleichungen entwickelt und wird im folgenden ausfithrlich geschildert.

Abb. 1. Darstellung der Korbkurve

Unsere Untersuchungen wurden an einem durch konstanten Innendruck
belasteten Rohr mit korbkurvenférmigen Querschnitt laut Abb. 1 durchgefiihrt.
Man stelle sich das Rohr als an den AnschluBstellen der Schalen vom Halb-
messer R; und R, durchschnitten vor und lasse die gleichgewichtsichernden
Krifte Q,, n, sowie das Schnittmoment M, wirken (siehe Abb. 2). Infolge der
hestehenden Symmetrieverhiltnisse geniigt die Untersuchung eines Viertels
des Robrquerschnitts. Die durch die Innenkraft p. die Schnittkrifte Q,. n,
und das Schnittmoment M, verursachte Beanspruchung kann auch auf die in
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den Abb. 3 und 4 dargestellte Weise — durch Superponierung der Teilbelastun-
gen — hervorgerufen werden.

Yon den solcherart zerlegten Belastungen verursacht der in den Abb. 3a
und 4a dargestellte Innendruck einen einfach berechenbaren Membranspan-
nungszustand, wihrend die Beanspruchung durch die Belastungen im Sinne

Abb. 3. Zerlegung der auf die Schale I Abb. 4. Zerlegung der auf die Schale 2
wirkenden Belastung wirkenden Belastung

der mit b bezeichneten Abbildungen aus den fiir die Biegetheorie der Zylinder-
schale giiltigen statischen und Form#nderungsgleichungen [6] auf nachstehende

Weise ermittelt werden kann.

Gleichgewichtsgleichungen ohne Beriicksichtigung der durch die Rohrenden
und die Unterstiitzung verursachten Stérungen

Mit den Bezeichnungen der Abb.5 lautet die Gleichgewichtsgleichung
der Schale in Normalenrichtung

N!p —_ Ql: —_— O (1.3)
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die Gleichgewichtsgleichung der in tangentialer Richtung wirkenden Krifte
hingegen
Ne+0.=0, {L.b)

und schlieBlich schreibt sich die Gleichung fiir das Gleichgewicht der um die
x-Achse rotierenden Krifte zu

M,=Q.R=0. (1.c)

In diesen sowle in allen folgenden Zusammenhingen sind die Ableitungen
nach ¢ mit Punkten (*) hezeichnet.

Q% CLY
e for et ey
A
My
/ e dx
XF “L/”r-'x * %ﬁﬁ'dw
an,

Abb. 5. Elementare Zyvlinderschale unter allgemeiner Beanspruchung

GemidBl Abb. 5 betrdgt die Anzahl der unbekannten Schnittkrifte und
-momente fiinf, wogegen zunichst nur die obigen drei Gleichgewichtsgleichun-
gen zur Verfiigung stehen. In ihnen kommen zwar nur drei Unbekannte vor,
doch konnen aus den Gleichungen nichteinmal diese drei Unbekannten ermit-
telt werden, da fiir M, keine entsprechende Randbedingung vorhanden ist.
Ferner kommen N, und M, in den Gleichgewichtsgleichungen gar nicht vor.
Aus diesem Grunde miissen vor allem die Zusammenhinge zwischen den auf
das Schalenelement wirkenden Schnittkriften und -momenten einerseits und
den Verschiehungen der Schalenmittelfliiche andererseits untersucht werden.

Beziehungen zwischen Forménderungen und Schnittkriften

Bei unseren Untersuchungen werden folgende Bezeichnungen ver-
wendet:
w — die radiale Verschiebung der Mittelfliche,
v — die tangentiale Verschiehung der Mittelfldche,
W, W, W, 20, 10 — die Ableitungen von w nach ¢,
v, v* — die Ableitungen von v nach ¢,
u — die Poissonsche Konstante,

2 Periodica Polytechnica M. VIII/3,
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3
K= B die Biegesteifigkeit,
12(1 — u?)
D— ES
1—w?

die Dehnungssteifigkeit

und
0 — die Schalendicke.
Die Beziehungen zwischen den Schnittkrifien und -momenten und den
Verschiebungen der Schalenmittelfliche lauten unter Anwendung obiger
Bezeichnungen folgendermaBlen [7]:

- D \
N, = (v + 1)

e =R (
N,.=uN,

J— K RN

*T The u (2.a-e)
M, = —
M, = uM,

Mit den durch die Forminderungen ausgedriickten Schnittkriften,
gelten gemilBl den Gleichgewichtsgleichungen (1.a) und (1.b) die Beziehungen

Dy KT \
——1—{(74 -+ )_r—h—;u; (3.a})
und
D K
(g ) = e —— e 3.b
D)= (3.)

Wird die Ableitung der Beziehung (3.b) nach ¢ von (3.a) substrahiert
und die Differenz durcl:n-l—{—3 dividiert. erhilt man die die Lésung des Problems

enthaltende Differentialgleichung in der Form [8]
w4 o = 0. (4)

Die unsere Randbedingungen erfiillende partikulare Ldsung der homo-

genen, linearen Differentialgleichung mit unvollstindigem konstanten Koeffi-
zienten (4) lautet

w= Acosqg - Bsing + C,¢%. (3)
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Mit dem obigen Ausdruck fiir w ergibt sich aus Gl. (3.b) fiir +* die Bezie-
hung

= — % % [(4 cosp — Bsing) — (4 cosg -+ Bsing + C; ¢2)]. (6)

wihrend man mit den entsprechenden Differentialquotienten von v und w
aus den Gln. (2.a—e) folgende Gln. (7.a—e) erhilt:

N, = — % (A cosg -+ Bsing)

_’\’T.‘: = ‘lej\'—,;.

0, = X (4sing — B cose) (T.a-¢)
do= 23 sing — B cosg {.a-

, K :

M, =— e (A cosp + Bsing — 2C,)

M = ‘LL,/W' P

Bei Anwendung der allgemeinen Ausdriicke (7.a—e) auf die Schalen-
elemente, die die in Abb.1 dargestellte Korbkurve bilden, erhilt man die

Beziehungen
AT I<1 } :
N,=— 53 (A, cosp -~ B, sing)
1
j\;}q = 'LL.V\T’?
] K, . . P
¢, = —ﬁ—(_ﬁll sin ¢ — B, cos ¢) {(8".a-e)
1
= K, . .
M, =— —E"_(Al cos ¢ - B,sin ¢ — 2Cyy)
i
My =upM,
fiir die Schale 1 und
N,=— I;;_. (A, cosy -- B, siny)
N“'? = ulN,
K, . ,
Q? = —1};- (A, siny — B, cosy) (8".a-¢)
K, . .
M, = — R'; (A, cosp + B, siny — 2C,,)

M., =uM .
fir die Schale 2.
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Bestimmung der Integrationskonstanien

Die in den Gln. (8'.a—e) und (8"."a—e) vorkommenden Integrations-
konstanten konnen auf Grund der Symmetrieverhiltnisse und der Rand-
bedingungen folgendermallen bestimmt werden:

Wagen der Symmetrieverhiltnisse mufl an den Stellen ¢ = yp = 0 die
Bedingung Q, = Q, = 0 erfiillt sein, was nur dann moglich ist, wenn

B, =90 (9.a)
und

B, = 0. (9.b)

Unter Beriicksiehtigung der Gleichgewichtsbedingungen fir die an der
Anschluflstelle der beiden Schalen angreifenden Schnittkrifte folgt aus dem
Gleichgewicht der Querkrifte, dafl

1 4. sing, + =2 A, siny, = 9
R ? 17 TRe et 1 . (9.¢)
1 2

aus dem Gleichgewicht der Normalkrifte hingegen

K

K . K,
p(R, —R,) — —E;— A, cosq, F A, cosy, =0 . (9.d)

1 2

Die Integrationskonstanten C;; und C,; kdnnen aus der Bedingung abge-
leitet werden, daB} sich der Winkel, den die der Stelle ¢ = y = 0 zugehérigen
Tangenten einschlieflen, unter der Belastung nicht dndert. Diese Tatsache
wurde auch bei der von MayEr-MiTa [1] fiir doppelsymmetrische Rohre abge-
leiteten allgemeinen Berechnungsmethode beriicksichtigt, nach der sich fiir
die Endpunkte der kleinen und groflen Achsen die Beziehungen

5] K K
Popr—ip) = — S, = Rioc 0.c
9 R? 1 R: 1 (9.e)
bzw.
o s K, K,
%(b- —i) = A 220 (9.5)

aufschreiben lassen, wenn i, den Triigheitshalbmesser des korbkurvenformigen
Rohrquerschnitts bedeutet.
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Das sechs unbekannte Integrationskonstanten enthaltende Gleichungs-
system (9.a—f) kann auf einfachem Wege gelst werden, und fiir die Bestim-
mung der Konstanten ergeben sich — unter Beriicksichtigung der Zusammen-

hange s8I 1y == COs @4 und cos i = Sy

— die Beziehungen

B, =0
und
B, =0
und ferner
g = R, —R, 1 R}
7 tgg, +etgy, sing, K,
J— 3
A,y=—p KR 1 R,Z (10.a-f)
T 7 tgg, Fotggy cosgp Ky
K K D
“’7,1“2611 = }, 4, —f"{)—(b“ — Uk
1 1 “
K, K,
_1<sz21 ~ 24,4 —};—(03 — i3)
5 "G 2/

Bestimmung der Schnittkrifte und -momente

Die Wiedereinsetzung der entsprechenden Integrationskonstanten in die
Gleichungsgruppe (8.a—e) ergibt Ausdriicke, die sich zur Ausfibrung von
Berechnungen nun schon eignen. u. zw. lauten sie folgendermaBen:

N, =—p R, — R, cos@
' tg@; + ctgpy sing,
Ny = ;“N¢
R, —R, sing

(11a-e)

tgy, + ctgy, sing, ’
My :P[ R(R, —R,) 1 _‘ cosg
tgp, +ctge, sing,;
My, = uM,

0,507 — i%-)]
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fiir die Schale I und

fiir die Schale 2.
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N e -R1 — Rz COS’I,ZJ"_
’ tgp, +etgy; cosg,
Ny, = uN,
x2 .
0= —pta— B sy (117a-¢)
‘ tggy + ctgy; cosqy
M, =gq R,(Ry —R)) cosg—1 0,5 (a2 — i})
tgy, — etgy, Cosqy

M., = uM v

Die Gleichungsgruppen (11'.a—e) und (11”.a—e) lassen sich durch Ein-
filhrung dimensionsloser Faktoren noch weiter vereinfachen.
Fiir die Schale 1 gilt dann

_/\,T

fir die Schale 2 hingegen

£ = — K(x)cosg
pCL
Na K (%) cosg
Pll
Q{r — K na 2.a-
~£ =K{(x)sing (12".a-e)
pa
M _ k(1) (1 — cosg) — K* (v)
pa
Ma _ UK (5 (1 — cosg) — K (9)].
pa*
‘N*? = H(x) cos
pa
N___.-“‘Q = uH(x) cosy
pa
Qo v 2 .a-
=% = — H(x)siny (12".a-¢)
pa
My — B (@) (corp — 1) + H' (2
pa?
M.,

222 p[H (%) (cosy — 1) + H” ()]
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Die dimensionslosen Faktoren in Abhiingigkeit von den
geometrischen Kennzahlen

Die Anwendung der geometrischen Beziehungen der Korbkurve sowie
der Bezeichnungen aus Abb. 1 liefert die Beziehungen

b
gy = — =X
a
sm@; = u (13.a-e)
Vl Loa? '
cosp, = 1
R 1/1 _,_ 2
ferner
By and Rz,
a a
wobei
1+ a2 2 —1
x—(/l -+ 2—-%)( x-—l)
und
T2 — Z(x)
Y(x) = : (15)

V1442 —1

Mit den Beziehungen (13)—(15) hat man fiir die dimensionslosen
Faktoren

ERCELC

K’ (x) = Y(x)- K(x)
K (x) = 0,5 {_a_ _ 0) (16.a-f)

H' (x) = Z(x)- H(x)

H”(x)—OS[l——L—"-).
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Sind die Wanddicken 0, und 9§, der Schalen I und 2 konstant, kann das
Quadrat des Traghel’E:halhmesseb in unserem Fall durch das bestimmte

Integral
0, | oids, + 0, | oids,
L (17)
0, S ds; + 0, & ds,
Ty

ausgedriickt werden.

Abb. 6. Geometrische Kenngriflen

Mit den Bezeichnungen aus Abb. 6 werden

Q% = R? + (Ry — Ry cos’ gy — 2 R|(R, — R,) cos g, cos ¢
0s = R; - (R, — R, sin? ¢, - 2 Ry(R, — R,) sin ¢, cos p.

Nach Einsetzen und Integrieren erhilt man

~.
ESIN)

= Y(x) (e, ) — ey sing,) + VZ(x) (e, 9, + ey siny)) . (18)
Y(x) ¢, + VZ(x)y, ‘

o

<

worin

e = [YF + [Y(*) — Z(x)F cosq
ey = 2 Y(x) [Y(x) — Z(x)] cos ¢

[Z(x)? + [Y{x) — Z(x)]? sin® ¢,

®
S
I

en =2 Z(x) [Y(x) — Z(x)] sin g,

0,
5

1
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Die Werte der dimensionslosen Faktoren fiir den in der Praxis am héufig-

sten vorkommenden Fall 7 = 1 im Achsenverhiltnisbereich x = 0,5 = 1 sind
in den Abb. 7—10 aufgetragen.
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Abb. 7. Y(x) und Z(x) in Abhingigkeit

vom Achsenverhiltnis
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Abb. 9. H(x) und H'(x) in Abhéngigkeit

vom Achsenverhiltnis
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Abb. 8. K(x) und K’(x) in Abhiingigkeit

vom Achsenverhiltnis
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Abb. 10. H"{x) und K"(x)in Abhingigkeit

vom Achsenverhiltniz

Die Festigkeit kann nun im weiteren durch Summierung der Membran-
spannungen und der zusdtzlichen Spannungen wie iiblich berechnet werden.

Kontrollmessungen®

Zur Kontrolle der Richtigkeit der nach dem beschriehenen Berechnungs-
verfahren ermittelten Werte wurden Versuche an zwel aus verschiedenen
Werkstoffen hergestellten, unterschiedlich groBen Rohren mit korbkurven-
fsrmigem Querschnitt und gleichen Achsenverhiltnissen durchgefiihrt.

* Die Versuche wurden im Laboratorium des Lehrstubls fiir Eisenbahnwesen (Leiter
Prof. Dr. Guido Rudnai) an der Technischen Universitdt, Budapest, durchgefiihrt.
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1o
bz

Versuchsrohr I Fersuchsrohr 11

Werkstoff: Stahl (A4 VIIIL 23 k) Werkstoff: Messing (Sr 72 1)

I = 1000 mm !l = 500 mm
2 = 194 mm 2a = 100 mm
2b = 120 mm 2b = 62 mm

1 mm Oy =06,= 0,5mm
Schweilungen

Abb. 11. Schema zur Anlegung der Dehnungsmelstreifen

Abb. 12. Lichtbild der Messung
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Am Versuchsrobr I wurden die auftretenden Spannungen mit Hilfe
von Dehnungsmef@streifen (siehe Abb.12) an den in Abb. 11 bezeichneten
Stellen gemessen. Beim Versuchsrobhr II wurde dieselbe Messung nur an zwei
Stellen, u. zw. an den Endpunkten der kleinen und groBen Achse durchgefiihrt.
Die hier folgenden Tabellen enthalten die an den Rohrauflenflichen gemessenen
und errechneten Spannungswerte bei einem AuBendruck von p = 0,067
(kp/m?), und zwar fiir das Versuchsrohr I gilt Tabelle I, fiir das Versuchsrohr
IT hingegen Tabelle II.

Tabelle I
Errechnete Gemessene
[ : Spannungswerte: ¢ [kp/em?]
| B} |

0 I B

6,64 : —3500 ‘ —443
13 —413 —310
20 —215 ; —250

‘ |
Errechnete Gemessene
¥° ! Spannungswerte: ¢ [kp/em®]

0 ; 611 ‘ 380
33 166 420
62,6 110 ; — 97

Tabelle II
Errechnete H Gemessene
w° (‘ Spannungswerte o [kp/em?]
! i
‘: i
0 . —s85 | —332
: Errechnete I Gemessene
o Spannungswerte: ¢ [kp/em?]
0 641 602

Aus den Tabellen I und IT geht klar hervor, dafi der Unterschied zwischen
den errechneten und gemessenen Spannungswerten an den Hochstspannungs-
stellen weniger als 109 betriigt. Die Belastung wurde im Laufe der Versuche
stufenweise bis p,. erhéht, und inzwischen wurden die Lingenédnderungen der
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kleinen und grofen Achsen gemessen. Zum einen hatten die Versuche das Ziel,
die zus#tzliche Auswirkung der Forminderungen zu kliren, weil diese in den
fritheren Verdffentlichungen — beziiglich des elliptischen Rohrquerschnitts-
gleichfalls nur als Annahme mit in Betracht gezogen worden waren. Zum
anderen bezweckten die Versuche zu priifen, ob die Summe der kleinen und
groflen Achsenlinge wihrend der Forméinderungen als konstant angenommen
werden kann.

Die Auswertung der Versuchsergebnisse (laut Tabelle ITI) zeigte, daBl im
Achsenverhilinis wihrend der Belastung eine wesentliche f—’inderung eintrat.
Diese Erscheinung bestitigte die Richtigkeit der Auffassung der unter [4]
und [5] zitierten Autoren, dafl die zusitzlichen Auswirkungen der Form#nde-
rungen bei der Festigkeitsherechnung der untersuchten Einrichtungen beriick-
sichtigt werden miissen. Das andere wichtige Ergebnis der Versuche war die
Feststellung, dall die Summe der kleinen und groflen Achsenlinge bis zum
Beginn der Einbeulung praktisch als konstant betrachtet werden kann.

Tabelle IIT
Bezeichnung o : F M
= Pir Ao 4 by dx ; M, .
_ der i fkpjem:] % < : A{ _129,)%
Versuchsrohre | ! : » pa
I L0.34 —2.3 —14 15 12

II 0,107 . =16 | —10 11 ~ 6.9

Die beschriebene Berechnungsmethode eignet sich auch zur nidherungs-
weisen Bestimmung der zusdtzlichen Beanspruchungen, wenn man die dimen-
sionslosen Faktoren in Abhi#ngigkeit von dem nach der Form#nderung ein-
tretenden Achsenverhilinis x° ermittelt. Fiir diesen Fall gilt die Beziehung

X = _,h;,_, (19)

a - Wy
in der

w,, die Schalenverschiebung am Endpunkt der kleinen Halbachse,

w,, die Schalenverschicbung am Endpunkt der grofien Halbachse,
bedeutet.

Nach den Versuchen ist

Wy~ Wy, 7= 0.
Der Wert von w;, lifit sich aus der Lésung

w=Acosg + C,,¢* + Cp;, (20)
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der Differentialgleichung (4) unter Anwendung der die AnschluBbedingungen
erfiilllenden Beziehung

wp, = wy, 21
ermitteln, somit ist
( R2 R? A
W, = P __IE?“ — =L — L (1~ cosg,) —
2 | E,0, E 5, ] 2
A, . C . . Cy oo
s (1 —sing ) — 911 1 _0_1 ¥ (22)

< e -~

Zusammenfassung

Der Aufsatz beschreibt eine ndherungsweise Methode zur Festigkeitsbemessung der sehr
hiufigen Behilter mit korbkurvenférmigem Querschnitt fiir konstanten Druck. Die fir diese
Festigkeitshemessung vorgeschlagenen Beziehungen wurden aus der Differentialgleichung
der Biegetheorie fiir Zylinderschalen abgeleitet. Zur Bestimmung der auftretenden zusidtz-
lichen Spannungen und der dem Einbeulungsbeginn zugehérigen Forménderungen wurden
Versuche durchgefithrt. Die Messungen bestiitigten die Annahmen fritherer Mitteilungen, daf
die Summe der kleinen und grofen Achsen wihrend der Formiénderungen als konstant betrach-
tet werden kann.

Die anhand der angegebenen theoretischen Beziehungen errechneten Spannungswerte
nihkern die aus den Versuchen gewonnenen MeBwerte gut an.
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