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1. Einleitung

Bekanntlich kann die Geschwindigkeitsverteilung turbulenter Grenz-
schichtstromungen — auflerhalb der wandnahen laminaren Schicht — durch
Uberlagerung einer universellen logarithmischen Verteilung und einer geeignet
angenommenen Erginzungsverteilung hergestellt werden.

Der allgemeine Charakter der logarithmischen Grundverteilung wurde
von PranDTL [6] und K4ArmAN [3] fiir den Fall ausgebildeter Rohrstrémung
und fiir die ebene Platte, von Lubpwigc und Tirimanw [5] hingegen fiir zwei-
dimensionale Grenzschichten mit Druckgradient nachgewiesen. Durch Annahme
einer linearen, einparametrigen Erginzungsverteilung schuf Rorta [8] die
Grundlagen der Berechnungsverfahren von TRUCKENBRODT [13]. Die Ergin-
zungsverteilung wurde dann von Coirs [1] sehr griindlich untersucht, fiir
universell und einparametrig befunden wund slaw of the wake« (Gesetz der
Delle) genannt. Diese Verteilung laBt sich mit einer frigonometrischen Funk-
tion annihern (vgl. Hinze [2], S. 507). Uber ein Berechnungsverfahren mit
alleiniger Beriicksichtigung des logarithmischen Profils fiir den Rohreinlauf
wurde von SzZABLEWSKI [12] berichtet.

Dem Verfasser gelang es, die Giiltigkeit der logarithmischen und der
Colesschen Verteilungen auf Grund eigener und von Scaviz und Fasor [11]
durchgefiihrter Messungen im zylindrischen Mischraum von Strahlapparaten
nachzuweisen [4]. '

Die vorliegende Arbeit will zeigen, dafl bei rotationssymmetrischen,
drallfreien, turbulenten Strémungen in hydraulisch glatten Rohren unter
Annahme der logarithmischen Grundverteilung und einer beliebigen Zusatz-
verteilung eine dem Prandtlschen Widerstandsgesetz

_1/17 =2log(Re 1) — 0.8 (1)
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der Form nach verwandie, jedoch noch allgemeinere Reibungsformel abgeleitet
werden kann, die den Zahlenwert des geeignet definierten Widerstandskoeffi-
zienten der allgemeinen, nicht ausgebildeten Rohrstrémung mit Potenzialkern
gut wiedergibt und die die Gl. (1) als einen Spezialfall enthélt.

2. Ausgangsbedingungen und Grundgleichungen

Im folgenden soll also die drallfreie, turbulente und volumbestindigt
Stromung in kreisférmigen, geraden und hydraulisch glatten Rohren betrachter
werden. Es sei ferner vorausgesetzt, daf} die Strémung Grenzschichtcharaktee
trigt, dafl also

1. die radiale Komponente der Geschwindigkeit mindestens um eine
GroBenordnung kleiner ist als die axiale und daf} sich

2. der statische Druck in radialer Ricktung nur vernachlissighar gering-
fiigig dndert. '

Ist r die Ordinate in radialer Richtung, u die Axialkomponente der
Stréomungsgeschwindigkeit (der zeitliche Mittelwert der turbulenten Strémung)
und R der Rohrhalbmesser, ergibt sich anhand der durch die Gleichung

5 R
vy = jur dr (2)
0

definierten mittleren Geschwindigkeit v; und mit den Bezeichnungen

die Gleichung

J Undy = 1 R (3}
2
0

die die Kontinuitétsbedingung ausdriickt.

Bezeichnet ferner x die Abszisse in axialer Richtung, p den statischen
Druck und 7 die Wandschubspannung, nimmt die Tmpulsgleichung die
Form (vgl. [10]):
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Fiir ausgebildete Strémungen, fiir denen die linke Seite der Gl. (4) ver-
schwindet, wird der durch die Gleichung

Q 9D ;'-P fod
; T e e 1 e )
TR 2’3 1 (5)

folgt. Gl. (5) kann fiir den Fall nichtausgebildeter Stromungen verallgemeinert
werden, indem man an Stelle von ip den értlichen Widerstandskoeffizienten

j= —4 'R (6)

einfiihrt. Im folgenden wird der durch Gl. (6) definierte Widerstandskoeffizient
untersucht, der sich ebenso wie die Wandschubspannung in axialer Richtung
dndern kanmn.

3. Annahme der Geschwindigkeitsverteilung

Auf Grund der in der Einleitung erwihnten Arbeiten 4Bt sich die
Geschwindigkeitsverteilung in einem Querschnitt in der Form

u(r)=up(r) + uc(r) (M)

durch Superposition herstellen, wobei up(r) die durch die Gleichung

e ET
_r;gfz_l,_ln‘f__tl/m iy ®)
[ 17rl o7 0

0

beschriebene Grundverteilung und uc(r) eine hier zun#chst nicht niher defi-
niertesVerteilung bedeutet. In Gl. (8) ist in axialer Richtung nur vz verdnder-
lich, die Form von uc(r) hingegen kann sich von Querschnitt zu Querschnitt
beliebig dndern. An dieser Stelle soll von uc(r) nur gefordert werden, daBl es
die Bedingungen

uc(R—e) =0, (9

Suc - O
or Jr=R-—s

(10)
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erfillt, wobei ¢ einen Abstand bezeichnet, der gréfler ist als die laminare
Wandschichtdicke. Mit den neuen Bezeichnungen

upfvy =P uc/vy == C; 2R/ = Re,

/% V8 =a; (¢ —In|/8 —1n 2)/x {8 =5 (11)

und mit der Gl. (6) folgt aus (7)
. U (1) = P (1) - C () (12)
und aus Gl. (8) _
P(n) = |4 - [aln[(1 — ) Re V2 | +9}. (13)
Soll das Prinzip der Superposition nach Cores [1] auch auf die Riick-
strdmgebiete angewendet werden, die im Mischraum von Strahlapparaten

¥ ® U ©@
e =L Cin)
Crm g
W;} T\ T

Abb. 1

neben der Wand auftreten, ist es wegen des Vorzeichenwechsels von 75 und
/ erforderlich, sich statt der Gl (12) der Gleichung

U@m)=—P)-+CH ' (14)

zu bedienen, und zwar in jenen Querschnitten, in denen ecine Riickstrémung
auftritt, Allerdings ist darauf zu achten, daB der Grenzschichtcharakter
der Strémung nidchst den Stellen der Ablésung und des Wiederanliegens,
die die Riickstrémgebiete begrenzen, nicht mehr vorhanden ist, so daf§ dort
die Annahmen (7) und (8) ungiiltig werden.

Wird um die Rohrachse der Verallgemeinerung halber noch eine Poten-
tialstrémung mit dem Halbmesser mR, also ein Potentialkern vorausgesetzt,
ist die Verteilung (12) naturgemifl nur im Bereich m < # < 1 giiltig, wihrend
im Potentialkern mit dem Wert

U(m)=1]"7%{aln[(1 — m)Re|Z[] + 8} + C(m) (15)

gerechnet werden muB, der von % unabhingig ist.
Abb. I gibt eine gute Ubersicht ither die Eigenschaften der angenomme-
nen Geschwindigkeitsverteilung.
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4. Das universelle Widerstandsgesetz

Die durch die Gleichungen (12), (13) bzw. (14) und (15) beschriebhene
Geschwindigkeitsverteilang mufl die Kontinuititsgleichung (3) befriedigen.
Beschrinkt man sich zunfchst auf die positiven Werte des Widerstandskoeffi-
zienten, dann gilt

1 1 1
[ Undy=al j‘-:;ln(l—v;)dn-}»-]ﬁ [¢ln(Re)7) + 0] - {ndy +
0 m m

— m 1
+ Vi {aln[(l —m)ReVI] 40} - (ydy + [C(n)-ndn.
0 ]

Durch Integration, und nach Einfiihrung der Bezeichnung

{C@)ndn=D (16)

0

ergibt sich fiir die Kontinuitdisgleichung nach kurzer Zwischenrechnung
die Formel

V2 laln(Re JZ) L a - [ln(l—m)—{-m—i——m;:———i—]—ﬁ—-é}—ﬁ—?,Dzl, (17)
die sogleich in die Form
_9 _ 2
! W_:D =aln (ReV"f.) -+ a[ln(l —m) -+ m + ﬂ;—-J =4 -———?—a

umgeordnet werden kann. Mit den Zahlenwerten ¢ = 5,6 und » = 0,4075,
die nach den Untersuchungen von Ross [7] den Versuchsergebnissen besser
entsprechen, als die in Gl. (8) bisher verwendeten, erhdlt man aus GIl. (11)
die Konstanten ¢ = 0,866 und 6 = 0.47. Geht man noch auf die Briggsschen
Logarithmen tiber, hat man

o

m

5

= =2log (Re JZ) = 2log (1 — m) = 0,866 (m + ] —0.83. (18)

Wird dieses Ergebnis auf Stromungen angewendet, die sich durch die
logarithmische Verteilung allein beschreiben lassen (D = 0) und die keinen
Potentialkern haben (m = 0), erhilt man

—— = 2log /7,) — 0,83,
i og(Re | 7,) — 083, (19)
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d. h. abgesehen von dem Unterschied in den Konstanten (0,83 bzw. 0,80),
der sich mit der Streuung der Meflergebnisse erkliren lifit, das Prandtlsche
Widerstandsgesetz ([9]. S. 477).

Die Gleichung (18) ist also die verallgemeinerte Form des Prandtlschen
Widerstandsgesetzes fiir den Fall kreisfsrmiger, hydraulisch glatter Robre,
wenn sich auf die logarithmische Geschwindigkeitsverteilung eine die Bedin-
gung der Rotationssymmetrie und die Bedingungen (9) und (10) befriedigende,
sonst aber beliebige Geschwindigkeitsverteilung superponiert und wenn ein
ebenso rotationssymmetrischer Potentialkern existiert.
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Abb. 2

Mit bekanntem Verlauf von D{x) und m(x) kann so der Verlauf von 7(x)
in axialer Richtung bestimmt werden.

Sehr lehrreich ist auch die graphische Darstellung der Formel (18).
Mit der Umgestaltung

0,866 (m + ’;} — 0,83 = 2log (em+mi2-0,36)
sowie mit den Bezeichnungen
(1 — m) em+m2-0,96 _ F, 20)
FReli=:z (21)
und
%—D]Fﬂezt : (22)

geht Gl. (18) in die Form

=zlogz (23)
iiber, das neue Widerstandsgesetz kann also in der Ebene z, t mit einer einzigen
Kurve dargestellt werden (Abb. 2). Solcherart kann A sowohl iterativen als
auch auf graphischem Wege ermittelt werden.
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Selbstverstindlich kann auch der Fall der ausgebildeten Strémung
rechunerisch bestimmt werden, wobei die durch die Substitution

gewonnenen Koordinaten
zp=e"0%.Re 1= 0,384 -Re |2 (24)
tp = -l—e‘o’gﬁ -Re = 0,192 Re (25)

&

zu benutzen sind.

Die Funktion (23) hat die auffallende Eigenschaft, im Bereich 0 <C 2 <{ 1
beziiglich » mehrwertig zu sein. Da sich dies physikalisch nicht erkldren 148t,
muf} es als Hinweis darauf betrachtet werden, dafl Gl. (23) nur tiber einem
gewissen zpyj,-Wert den tatséchlichen Verhilinissen entsprechende i-Werte
liefert. Bei ausgebildeter Stromung kann diese Giiltigkeitsgrenze durch die
kritische Reynoldssche Zahl Re o~ 2320 bestimmt werden, woraus auf Grund
von (24) bzw. (25) folgt, daB tp,;, = 445 bzw. zpmin = 195. Ist 2p < 3pmin,
dann ist Gl. (19) ungiiltig, da die Strémung im Rohr laminar ist und die
Geschwindigkeitsverteilung von ~der logarithmischen —wesentlich—abweicht.
Bei nichtausgebildeter Strémung verursacht die Bestimmung dieses Grenz-
wertes schon etwas groBere Schwierigkeiten, weil die kritische Reynoldssche
Zah] nicht bekannt ist. Anndhernd kann vorausgesetzt werden, dafl die Stré-
mung bei m = 0, D == 0 turbulent bleibt, solange die der Verteilung P(7n)
allein entsprechende Reynoldssche Zahl Rep die Bedingung Rep > 2320
befriedigt. Da die aus der Verteilung C(7) berechenbare mittlere Geschwindig-
keit gemil (16) dem D proportional ist, folgt aus Gl. (16), daB

4 Ro; J C (n)n dn (26)

0

2DR8=—-"~RCC=
v

Schreibt man die Reynoldssche Zahl Re der Rohrstrémung nach obigem in
der Form
Re = Rep + Re¢
folgt aus (26), dafl
Rep = Re (1 — 2 D). (27)

Da die Gl. (25) auch in der Form

1
2
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geschrieben werden kann, erhellt bei einem Vergleich der Gln. (20) und (22)
und unter Berficksichtigung der Gl (27) sofort, daB t = tp, fmin = fpmins
bei m = 0, D == 0 ergibt sich also fiir die Gl. (23) dieselbe Giiltigkeitsgrenze
wie bei der ausgebildeten Rohrstrémung.

Der Fall m =0, D = 0 gibt, wie leicht einzusehen ist, eine kleinere
Giiltigkeitsgrenze. Im Potentialkern ist nidmlich die Geschwindigkeit kleiner,
als jene, die sich aus dem logarithmischen Profil ergeben wiirde, weshalb
Re < Rep.

Der Giiltigkeitsbereich des universellen Widerstandsgesetzes kann also
durch z >>195 mit geniigender Sicherheit angegeben werden. Das entspricht

10 0t 10f 105 7R,
07!
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\

Abb. 3

natiirlich einem Kleinstwert des Widerstandskoeffizienten /., der, wie aus
obigem folgt, aus Gl. (24) durch die Substitution zp,;, == 195 berechnet swerden
kann. Die resultierende Formel

(28)

P (507
‘min ==
Re

;

die in Abb. 3 graphisch dargestellt ist, zeigt, daB bei geniigend groflen Reynolds-
schen Zahlen der Ungiiltigkeitsbereich vernachlidssighar klein wird.

Die GL (23) hat eine weitere erwihnenswerte Eigenschaft: sie ist aus
mathematischen Griinden nur fiir positive Werte von z und solche von 7
anwendbar. Ist aber D geniigend grof, kann t gemifl Gl. (22) auch negative
Werte annehmen; das bedeutet offenbar eine der Abb. 1b entsprechende
Riickstromung und einen negativen drtlichen Widerstandskoeffizienten. Um
die Gl (18) auch auf diesen Fall auszudehnen, kann die Funktion ¢t = zlog =
fiir den Fall negativer Werte von f vereinbarungsgemif z.B. auf den Anfangs-
punkt projiziert werden. Aufierdem lassen sich den negativen Werten von ¢
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negative Werte von 7 zuordnen. Dieses Verfahren entspricht etwa einer Spiege-
lung der Funktion U(y) auf die Achse 1 in Abb. 1b.

Nach einem #hnlichen, hier nicht wiedergegebenen Gedankengang
erhilt man dieselbe Werte von zpgis tpmin und Ay, auch fiir den Fall t < 0,
jedoch mit negativem Vorzeichen. In der Umgebung der Stellen der Ablésung
und des Wiederanliegens ist also Gl (18) im Bereich — An;, <72 < JAnin
ungiiltig. Es ist natiirlich eine andere Frage, ob der Giltigkeitsbereich, der
sich wegen des vom Grenzschichtcharakter abweichenden Verhaltens der
Stromung in der Nihe solcher Stellen ergibt, kleiner oder gréfier als der durch
Gl. (28) erhaltene genommen werden muBl. Die Versuche des Verfassers [4]
gaben auf diese Frage wegen ihrer kleinen Zahl keine endgiiltize Antwort.

5. Ndherungsformeln

Die numerische Behandlung der Gleichung (18) ist etwas schwierig,
ehenso wie die der Gl (19), die durch die Blasiussche Formel
0.316

JRe

(29)

/“P e

angenihert wird. Da das universelle und das Prandtlssche Widerstandsgesetz
an der Ebene z, t durch ein und dieselbe Kurve heschrieben wird, besteht die
Méglichkeit, eine der Blasiusschen Formel dhnliche Anndherung der Gl. (18)
abzuleiten. Durch Substitution der Gl. (29) in Gl (24) und durch wiederholte
Benutzung des aus Gl. (25) sich ergebenden Ausdrucks

Re = tp
0.192
hat man mit
tp = 1,093 247 (30)

die in die Ebene z,t transformierte Form des Blasiusschen Gesetzes. Aus
Abb. 4 ist ersichtlich, dafl die Anndherung bis zu einem zp == 5000, welches
gemif} Gln. (23) und (25) dem Werte Re = 10° entspricht, sebhr gut ist. Wendet
man die Annidherung

t = 1,093 5°°

auch auf den allgemeinen Fall an, so erhdlt man mit den Gln. (21) und (22)
das verallgemeinerte Blasiussche Gesetz

4

,_ 0248 [a—2Dy

S N
VRe ! F

8L)
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Die numerische Analyse des Ausdrucks

4

R 4
VF = 1/(1 —_ nz) . em+m2/2—0,96

zeigt, daB fiir:0-< m < 0,5 mit einem Fehler von 1,59, der Zahlenwert

1

VF 220,788

10° I

10

1 19 i 0z
Abb. 4

anwendbar ist. Dadurch hat man statt der Gl. (31) die noch einfachere Formel

= 0316 o pyn,

LA
JRe

die bei m < 0,5 und z < 5000 eine gute Niherung bedeutet.

6. SchluBfolgerungen

Es ist sehr bemerkenswert, dal die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
bei beliebiger Zusatzverteilung uc(r) giltig sind. Das bedeutet aber, daf} die
Anwendung eine genauere Angabe von C(7) erfordert.

Der Ansatz C(7n) = 0 ermdglicht die Ausarbeitung einer von der Szab-
lewskischen Losung [12] etwas abweichenden, einfacheren Methode zur Berech-
nung des turbulenten Rohreinlaufproblems.
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Wird uc(r) durch das Colessche Gesetz der Delle ersetzt, was nach den
Untersuchungen des Verfassers [4] die Einfithrung mehrerer von x abhingiger
Profilparameter erfordert, kann das allgemeine Problem der nichtausgebildeten
turbulenten Rohrstromungen auf die Untersuchung dieser Parameter zuriick-
gefiithrt werden. Gl. (18) stellt in diesem Falle eine jener funktionellen Zusam-
menh#nge dar, die zwischen den Profilparametern bestehen.

Diese Fragen fithren aber iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.

Die vorliegenden Untersuchungen wurden in Rahmen eines Auftrags
des Chemischen Projektierungshbiiros, Budapest, im Institut fiir Stréomungs-
lehre an der Technischen Universitdt, Budapest, ausgefithrt. Verfasser dankt
auch an dieser Stelle Herrn Professor Dr. J. Gruber fiir die wertvollen Rat-
schlige und fiir seine Kritik.

7. Zusammenfassung

Die Arbeit beweist, dall bei rotationssymmetrischen, drallfreien, turbulenten Strémun-
gen in hydraulisch glatten Rohren unter Annahme der logarithmischen Geschwindigkeitsver-
teilung als Grundverteilung und einer auf diese superponierten beliebigen Zusatzverteilung
eine dem Prandtlschen Widerstandsgesetz der Form nach verwandte jedoch noch allgemeinere
Formel abgeleitet werden kann, die den Zahlenwert des geeignet definierten Widerstandskoef-
fizienten der allgemeinen, nicht ausgebildeten Rohrstrémung mit Potentialkern gut wiedergibt
und die die Prandtlsche Formel als einen Spezialfall enthilt. Es wird der Giiltigkeitsbereich
der neuen Formel diskutiert und eine Niherungsformel angegeben, die dem Blasiusschen Wider-
standsgesetz entspricht. Als konkrete Zusatzverteilung wird das Colessche »Gesetz der Delle«
vorgeschlagen.

Scehrifttum

—

. Cores, D.: The Law of the Wake in the Turbulent Boundary Laver. J. Fluid Mech. 1, 191
(1956).

. Hinze, J. O. Turbulence. McGraw-Hill. 1959.

. KirmAN, T.: Turbulence and Skin Friction. J. Aero. Sci. 1, 1 (1934).

. Lrrvar, E.: Sugdrszivattyil keverdterének dramlastechnikai vizsgilata. (Strémungstechni-
sche Untersuchung des Mischraums von Strahlapparaten.) Diss. Ung. Akad. Wiss.
Budapest. 1964. Nicht publiziert.

. Lupwiee, H.—Tiraan, W.: Untersuchungen iiber die Wandschubspannungen in turbu-

lenten Grenzschichten. Ing.—Arch. 17, 288 (1949).

PranNDTL, L.: Zur turbulenten Stromung in Rohren und lings Platten. ¥rg. AVA. Gottin-

gen. 4, 18 (1932). )

. Ross, D.: A New Analysis of Nikuradse’s Experiments on Turbulent Flow in Smooth Pipes.
Proc. Third Midwestern Conference on Fluid Mechanics. Minneapolis. 651, 1953.

8. RoTTA. J.: Schubspannungsverteilung und Energiedissipation bei turbulenten Grenzschich-
ten. Ing.— Arch. 20, 195 (1952).
9. ScHLicHTING., H.: Grenzschicht-Theorie. Karlsruhe (1951).
10. ScuvicaTIiNG, H.—GERSTEN, K.: Berechnung der Strémung in rotationssymmetrischen
Diffusoren mit Hilfe der Grenzschichttheorie. Z. Flugwiss. 9, 135 (1961).
11. Scaviz, F.—Fasor, K. H.: Wasserstrahlpumpen zur Férderung von Fliissigkeiten. Sprin-
ger. Wien (1958).

12. SzaBLEWSKI, W.: Der Einlauf einer turbulenten Rohrstrémung. Ing. — Arch. 21, 323 (1953).

13. TRUCKENBRODT, E.: Ein Quadraturverfahren zur Berechnung der laminaren und turbulen-

ten Reibungsschicht bei ebener und rotationssymmetrischer Strémung. Ing.—Arch.

20, 211 (1952).

e G2 D

Y

6.

<

~1

Elemér Litvai, Budapest, XI. Bertalan Lajos u. 4—6. Ungarn.




