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Bei Bemessung radialer Laufrider nach der Methode der Singulari-
t4ten pflegt man die Aufgabe — die Bestimmung der geometrischen Schaufel-
abmessungen durch Berechnung der Grundstrémung und des durch die Schau-
feln erzeugten Geschwindigkeitsfeldes — in der Mehrzahl der Falle nicht
unmittelbar im Kreisgitter zu l8sen, man geht vielmehr in der Regel durch
eine konforme Abkildung auf ein unendlich langes gerades Gitter iiber.

Mit den Bezeichnungen der Abb. 1 ist der geometrische Zusammen-
hang zwischen Kreisgitter und geradem Gitter bei rein radialen Laufridern
durch die Beziehungen
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gegeben, in welcher:

N die Schaufelzahl,
t die Teilung des geraden Gitters bedeutet,

r=—hingegen der mit dem halben Eintrittsdurchmesser geteilte
Iy
Radius, eine dimensionslose Verh#ltniszahl, ist.

Durch diese Abbildung erhilt man das Bild der im Kreisgitter durch
den Anfangs- und den Endpunkt der Schaufelskelettlinie verlaufenden loga-
rithmischen Spirale im geraden Gitter in der Form einer schrig verlaufenden
Gerade. In einer idealen Fliissigkeit 148t sich ein exaktes Geschwindigkeitsfeld
herstellen, indem man auf der im Schaufelinneren sich hinziehenden, die
Singularitdt tragenden Linie — der Schaufelskelettlinie — beliebige (y)
Wirbel- und (g) Quell-Senken-Verteilung in kontinuierlichen Abstdnden austeilt.

Handelt es sich um ein Laufrad mit diinnen Schaufeln, 1iBt sich die
Berechnung durch Fortlassen der Quell-Senken-Verteilung wesentlich vereinfa-
chen. In solchen Fillen wird man die Wirkung der Schaufeldicke auf die
mittlere Relativgeschwindigkeit mit guter Anniherung mit dem sogenannten
Verengungsfaktor ausdriicken kénnen. Fiir die Berechnung des Einflusses
der Schaufeldicke auf die Geschwindigkeit um die Kontur wurde von O. Fiizy
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(Lehrstuhl fiir Wasserkraftmaschinen, Technische Universitit, Budapest)
ein verhdltnismiBig einfaches Verfahren ausgearbeitet.

Mbglichkeiten fiir eine weitere einschneidende Vereinfachung ergeben
sich, wenn die Schaufelskelettlinie von der logarithmischen Spirale als Sehne
nur geringfiigig abweicht, wenn also die Wolbung gering ist. In solchen Fillen

| 3 £bene

Abb. 1

vereinfacht sich die Ermittlung der durch das komplette Gitter induzierten
Geschwindigkeiten (bzw. ihrer Komponenten ¢; und ¢ oder ¢; und cy),
u. zw. dadurch, daB man die Zirkulationsverteilung y nicht auf die Skelettli-
nie, sondern auf die Sehne verlegt.

Die Anniherung ist freilich nur dann zulédssig, wenn man bei Berechnung
der Skelettlinie in deren Punkt P (Abb. 2) die fiir P’ giiltigen induzierten
Geschwindigkeiten in Betracht zieht, denn die geringste Verénderung erhilt
die induzierte Geschwindigkeit senkrecht auf die Sehne.

Die Ermittlung der Skelettlinie erfolgt iiblicherweise nach folgenden
Verfahren:

Nach Bestimmung der Komponenten ), und W der mittleren Relativ-
geschwindigkeit W, in Abh#ingigkeit von x lassen sich die Punkte der Skelett-
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dy

X

linie im System x—y durch numerische Integration errechnen, denn

14
= —= =tgd, weil ein Fliissigkeitsiibertritt an der Schaufel unmdoglich ist,

W,

weil also I, die Skelettlinie nur tangentiell beriihren kann. Damit aber 14t

sich y = [ tg a(x) dx rechnerisch ermitteln.
0

Die Integration bis x = 1 ergibt fiir gewdhnlich, daBl der Endpunkt
der Skelettlinie nicht mit dem der Sehne zusammenfillt (Abb. 3).

Da wir im Zuge der Integration den Punkten P’ auf der x-Achse die
Skelettlinienpunkte P zuordneten, ist der oben erwihnte Fehler hinsichtlich
der induzierten Geschwindigkeit vernachlidssigbar klein. Fehlerhaft war
demgegeniiber die Berechnung insofern, als die eine Geschwindigkeitskompo-
nente — die Umfangsgeschwindigkeit — in P einen anderen Wert hat als in
P’. Bei Riadern verinderlicher Breite hat in diesen Punkten selbst die Meri-
diangeschwindigkeit verschiedene Werte.

Um nach den Korrektionen die Abweichung Ada, der Sehne ausschalten
zu k&nnen, lassen sich im n#chsten Schritt aus der Umfangsgeschwindigkeit,
wie sie in den den Punkten P’ entsprechenden Punkten P’ giiltig ist, neue
W,- und W,-Werte berechnen. Offenbar wird sich somit ihr Quotient

X

— tga — dndern und damit auch die Kurve y(x)= | tga(x) dx einen
anderen Verlauf zeigen. o

Diese Korrektion muf} fortgesetzt werden, bis sich die Skelettlinie nicht
mehr dndert.

Die Arbeit ist sehr langwierig, weil es allenfalls 6—7 Iterationsschritte
bedarf, bis die Linie »zur Ruhe kommt«. Der Grund hierfiir liegt darin, daf}
man bei Ermittlung eines einem Punkt P, folgenden Punktes P,_; durch die
Integration k

Xy Xn -“»'n.‘;—x -\'utz
Yna= | tga(x)dy= {tga(x)dx+ | tga(x)dx=y,+ | tga(x)dx
0 0 Xn Xn
Xy
den Teil | tga(x) dv mit einem fehlerbehafteten Wert y, addiert. Offenbar

xﬂ
erhilt man damit auch fiir y,.; einen fehlerhaften Wert, und es leuchtet auch
ein, dal sich die Werte v,.2, i3 usw. zunehmend von den tatsichlichen
Verh#ltnissen entfernen, weil sich die in den einzelnen Abschnitten begangenen
Fehler summieren.

Kommt die Skelettlinie nach mehrfacher Integration zur Ruhe, ohne
dafl der Winkelfehler Ada, verschwinden wiirde — was wahrscheinlich der Fall
sein wird —, muf} der ganze Berechnungsvorgang mit einem fiir die logarith-
mische Spirale sinngemdfl neu angenommenen Winkel a, wiederholt werden.
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Zu einer Methode, die weit rascher zum Ziel fiihrt als die soeben beschrie-
bene Iteration, gelangt man, wenn man zur Ermittlung des Punktes P erst
nach erfolgter Festlegung der endgiiltigen Stelle des Punktes P,_; iibergeht.
Auf diese Weise erfolgt die Iteration von Punkt zu Punkt, und, von Punkt
zu Punkt fortschreitend, erhdlt man die endgiiltige Skelettlinie, im Gegensatz
zum iiblichen Verfahren. bei dem man die ganze Skelettlinie mehrmals bestim-
men mull. Die Iteration wird man hierbei statt im System x—y zweck-
miBiger im System f~— vornehmen, u.zw. aus folgenden Griinden:

1. Die einzelnen Komponenten der Relativgeschwindigkeit — die
Meridian-, die Umfangs- und die kompensierende Geschwindigkeit — haben
vorweg die Richtungen & bzw. 7, sie brauchen mithin nicht weiter zerlegt zu
werden.

2. Der einfache Zusammenhang, wie er zwischen den Koordinaten
& —r und  — ¢ durch die Abbildungsfunktionen gegeben ist, 148t sich beim
Riicktransformieren der Skelettlinie des geraden Gitters verwerten.

3. Aus Abb. 4 leuchtet ein, dafl an der Stelle P’ die gleiche Umfangs-
geschwindigkeit herrscht wie in dem ihr zugehérigen Punkt P (so daB es also
iiberfliissig ist, sie in Abh#ngigkeit von x aufzutragen) und daB sich die Meri-
diangeschwindigkeit selbst bei veridnderlicher Breite b nicht #ndert, weil
sich die Umfangsgeschwindigkeit und b nur nach r bzw. £ dndert.

Um genaue Ergebnisse zu erhalten, hat man selbsiredend im Punkt
P die in P” giltige induzierte Geschwindigkeit in Betracht zu ziehen. Aus
diesem Grunde sind zwar in Abh#ngigkeit von x die Kurven ¢;; und ¢;, auf-
zutragen, doch stellt man die induzierte Geschwindigkeit zweckmifig auch
bei der sonst iiblicher Iteration zeichnerisch dar.

Bei gentigender Punktdichte (zweckmiBig 11 oder 13 ermittelte Punkte)
bietet die Integration auch bei Anwendung der Trapezregel eine hinreichende
Genauigkeit.

Unter den verschiedenen Geschwindigkeitskomponenten ist es allein
die Meridiangeschwindigkeit c;,;, mit der wir uns hier eingehender zu befassen
haben. Die Meridiangeschwindigkeit ¢, im Kreisgitter schreibt sich zu ¢, =

= —‘)—R—cb_- , worin Q, die vom Laufrad geférderte Fliissickeitsmenge bedeutet.
2Raby
Mit den Bezeichnungen der Abb. 1 schreibt sich der Verengungsfaktor
P zu
ey — . 27
p= "%  orin @, =—.

” N

Beim Entwurf gegossener Laufrédern ist es zweckmiifig, die Verteilung
von y radial bzw. an x entlang anzunehmen, womit man sich jeder weiteren
Sorge um die Meridiangeschwindigkeit enthebt.
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Fiir diinne Blechlaufschaufeln mit der Dicke v nimmt der Verengungs-
faktor die Form

an, worin #, die Schaufelteilung im Kreisgitter bedeutet, die in Abhingigkeit
von r bzw. x rechnerisch ermittelt werden kann.
Im geraden Gitter schliefilich ist die Meridiangeschwindigkeit

2R= : 1 1
— 'Cm:"’gg—‘ e T R

bVt P P

worin ¢ = f(x), sofern b == konst.

Wie bereits erwihnt, sind im Zuge der Tteration an ¢;; und ¢;, Korrek-
tionen vorzunehmen, Zusétzlich gesellt sich diesen bei Blechschaufeln auch
noch die Korrektion an ¢, zu. Der Wert von » héngt ndmlich aufler von der
Blechstérke auch von tg a ab, welches zu Beginn der Berechnung noch un-
bekannt ist. Fiir die ¢,;- Werte ist deshalb in der Tterationstabelle eine Kolonne
frei zu halten.

Sobald die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten zur Verfiigung
stehen, kann dir Integration beginnen. Da man die einem gegebenen & zuge-
horigen 7-Werte erst zu kennen braucht, wenn die Skelettlinie zur Ginze
fertig ist, wird es zweckmifBiger sein, beim Integrieren die zur Bestimmung
der induzierten Geschwindigkeiten bendtigten Abstinde dx zu ermitteln,
aus denen sodann die Werte von 7 eindeutig bestimmt werden konnen. Man
hat also

ad
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0

$rp

worin dtga =tga —tgay 4X = Ay sin q,

T
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und Jp = AX _sinay o ‘Adtgad(g).
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Durch Teilung des Adx-Wertes des n-ten Punktes erhilt man

X Xn—y
(dx), = sin g, cos «, 6&' Atgadx =sina,cosa, | Atgadx +
]

Xn
+sinaycosay { Atgads.

Xp—y

Nach der Trapezregel hat man hieraus

(%), = (Jx)_, - sin g, cos aq [ (%), — (x),},_l] (A tga),_, + (tga),].

2 S

Bei stetiger Teilung ist der Koeffizient des zweiten Gliedes eine stellen-
unabhingige Konstante.

Im weiteren nimmt die Berechnung folgenden Verlauf: Zur Ermittlung
des n-ten Punktes stehen die genauen Werte von (dx),_; und (4tga);—
bereits zur Verfiigung. Mit einem angenommenen Wert fiir (tg a), ermittelt man
sodann die Werte von ¢ und ¢y, Nachdem man aus (4 tg a), den Wert von
(4 x),, errechnet hat, kénnen ¢;: und ¢;, dem im voraus aufgetragenen Dia-
gramm entnommen werden. Aus den nunmehr vorhandenen Werten fiir
sdmtliche Geschwindigkeitskomponenten hat man damit den Wert von
(tg a)p, der in den meisten Fillen vom angenommenen abweicht. Mit zwei-
bis dreimaligem Probieren 1iBt sich die Ubereinstimmung zwischen dem
angenommenen und dem aus ihm berechneten Wert herstellen. worauf man
zur Bestimmung von (4x),.; schreiten kann.

Die Integration wird man aus zwei Griinden in zwei Teilen durchfiihren,
w.zw. derart, dafl man zwischen den Grenzen von x = 0 bis x = 0.5 und
sodann zuriick von x = 1 bis x = 0,5 integriert. Den einen Grund hierfiir
bildet die Tatsache, da$ sich bei unrichtiger Annahme von a, beim Integrieren
zwischen den Grenzen von x = 0 bis x = 1 eine Lage ergeben kann, in der
(%), + (4x)p, > 1, in der man also ither keine der fiir die weiteren Berech-
nung bendtigten ¢;~ und ¢;-Werte verfiigt. Zum zweiten wird der aus der
unrichtigen Annahme von a, resultierende Fehler in der Skelettlinienform

bei zweiseitiger Anndherung wesentlich geringer sein.

Beim Integrieren zuriick von x = 1 kann man mit den obigen Ausdriicken
fiir (dx), rechnen, blof ist in diesem Falle 4 tga = tga,—tg a.

Am Ende der iiblichen Iteration kam der Endpunkt der »zur Ruhe
gekommenen« Skelettlinie nicht auf die Sehne zu liegen. Die Entsprechung
hierfiir besteht hier darin, daB die von zwei Seiten her ermittelten Kurven
in der Mitte nicht zusammentreffen. Man setzt hierauf die Berechnung mit

sinngem#f angenommenem neuem a,- Wert fort, oder sofern hierzu die Méglich-
= bel 0 * el
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keit besteht, indert man durch Annahme eines neuen b oder v den Wert der
Meridiangeschwindigkeit, wobei die bis dahin geleistete Rechenarbeit zum
iiberwiegenden Teil beibehalten werden kann, denn mit einem neuen b brauchen
nur die Werte von ¢y = f(x), bei einem neuen v hingegen lediglich die Werte

v . :
fiir — = f(x) neu berechnet zu werden. Hierauf hat die Iteration fortzusetzen,
i

bis sgch die beiden Kurven in der Mitte treffen.
Die Iterations-Tabelle fiir ein Laufrad hat folgende Kopfleiste:

a. | (ga), ! | } .

n | nommen | m/s | mfs |7 m/s

|

i ISP S | LW W
Nr.  ange- l (drga), "(Jx)n > fig . Cin ‘tg?a--1 cmd } £ m/g i%(tga)n

Die Tabellendaten kénnen ganz mechanisch und mit einiger Ubung
ziemlich rasch ermittelt werden. Der Arbeitsaufwand erreicht nicht einmal
die Hilfte desjenigen der iiblichen Methode.

Zusammenfassung

Die Arbeit beschreibt eine Methode zur Verkiirzung der Iteration, d. h. also eines
wesentlichen Teiles jener Berechnungsaufgaben, die beim Entwurf radialer Laufriider mit
diinnen, leicht gekriimmten Schaufeln anfallen.

Mit der iiblichen Iteration erfolgt die Berechnung der Laufradschaufeln durch Integration
der numerisch bekannten, zu zunehmend besserer Annéiherung fithrenden Differentialgleichung
der Skelettlinie. In einer die ganze Skelettlinie berithrenden Integration geht man hierbei von
einer aus dem Endergebnis des vorangegangenen Schrittes gewonnenen Differentialgleichung
aus, worauf man auf Grund der so ermittelten Skelettlinie die Differentialgleichung modi-
fizieren kann, usw.

Das in der vorliegenden Arbeit beschriebene Verfabren baut auf die Moglichkeiten der
numerischen Integration auf und beriicksichtigt die Anderungen der Differentialgleichung
wihrend der abschnittsweise vorgenommenen Integration, so dafl die Skelettlinie — im Gegen-
satz zur herkémmlichen Methode — nur einmal ermittelt werden muf}. Der Berechnungsgang
ist sehr kurz, weil man sich bei Bestimmung des Skelettlinienpunktes P, bereits auf die end-
giiltige Lage des Punktes P,_; und auf dessen sonstize Kennwerte zu stiitzen vermag.

M. Somoeyi, Budapest XI., Stoczek u. 2. Ungarn.




