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Bei Beme~sung radialer Laufräder nach der ~Iethocle der Singulari­
täten pflegt man die Aufgabe - die Be:;timmung der geometrischen Schaufel­
abmessungen durch Berechnung der Grunclströmung und des durch die Schau­
feln erzeugten Geschwindigkeitsfelde:; - in der Mehrzahl der Fälle nicht 
ullmittelbar im Kreisgitter zu lösen, man geht vieJmehr in der Regel chuch 
eine konforme Abbildung auf ein unendlich langes gerades Gitter über. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 1 ist der geometri.sche Zmammen­
hang zwischen Kreisgitter und geradem Gitter bei rein radialen Laufrädern 
durch die Beziehungen 

gegeben, in welcher: 

Nt 
i7 = -- Cf und 

2:7 

N die Schaufelzahl, 

" Nt 
i: = --Inr 
- 2:7 

die Teilung des geraden Gitters bedeutet, 
R 

r = - hinO"eaen der mit dem halben Eintrittsdurchmesser geteilte R e e ~ 
. 1 

Radius, eine dimensionslose Verhältniszahl, ist. 
Durch diese Abbildung erhält man das Bild der im Kreisgitter durch 

den Anfangs- und den Endpunkt der Schaufe1skelettlinie verlaufenden loga­
rithmischen Spirale im geraden Gitter in der Form einer schräg verlaufenden 
Gerade. In einer idealen Flüssigkeit läßt sich ein exaktes Geschwindigkeitsfeld 
herstellen, indem man auf der im Schaufelinneren sich hinziehenden, die 
Singularität tragenden Linie - der Schaufelskelettlinie - beliebige (y) 
Wirbel- und (q) Quell-Senken-Verteilung in kontinuierlichen Abständen austeilt. 

Handelt es sich um ein Laufrad mit dünnen Schaufeln, läßt sich die 
Berechnung durch Fortlassen der Quell-Senken-Verteilung wesentlich vereinfa­
chen. In solchen Fällen wird man die Wirkung der Schaufe1dicke auf die 
mittlere Relativgeschwindigkeit mit guter Annäherung mit dem sogenannten 
Verengungsfaktor ausdrücken können. Für die Berechnung des Einflusses 
der Schaufeldicke auf die Geschwindigkeit um die Kontur wurde von O. Füzy 
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(Lehrstuhl für Wasserkraftmaschinen, Technische Universität, Budapest) 
ein verhältnismäßig einfaches Verfahren ausgearbeitet. 

Möglichkeiten für eine weitere einschneidende Vereinfachung ergeben 
sich, "wenn die Schaufelskelettlinie von der logarithmischen Spirale als Sehne 
nur geringfügig abweicht, wenn also die Wölbung gering ist. In solchen Fällen 
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vereinfacht sich die Ermittlung der durch das komplette Gitter induzierten 
Geschwindigkeiten (bzw. ihrer Komponenten Cix und Ciy oder Ci; und cü;), 

u. zw. dadurch, daß man die Zirkulationsverteilung i' nicht auf die Skelettli­
nie, sondern auf die Sehne verlegt. 

1} 

Abb. 2 Abb. 3 
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Abb. 4 

Die Annäherung ist freilich nur dann zulässig, wenn man bei Berechnung 
der Skelettlinie in deren Punkt P (Abb. 2) die für P' gültigen induzierten 
Geschwindigkeiten in Betracht zieht, denn die geringste Veränderung erhält 
die induzierte Geschwindigkeit :;:enkrecht auf die Sehne. 

Die Ermittlung der Skelettlinie erfolgt ühlicherweise nach folgenden 
Verfahren: 

Nach Be~timmung der Komponenten W~ und W~'( der mittleren Relativ­
gesch'windigkeit Wk in Abhängigkeit von x lassen sich die Punkte der Skelett-
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dy 
linie im System x--:y durch numerische Integration errechnen, denn -- = 

dx 
W 

= ~' = tg a, weil ein Flüssigkeitsübertritt an der Schaufel unmöglich ist, 
x 

weil also Wk die Skelettlinie nur tangentiell berühren kann. Damit aber läßt 
x 

>'ich y = \ tg a(x) dx rechnerisch ermitteln. 
D 

Die Integration bis x = 1 ergibt für gewöhnlich, daß der Endpunkt 
der Skelettlinie nicht mit dem der Sehne zusammenfällt (Abb. 3). 

Da wir im Zuge der Integration den Punkten P' auf der x-Achse die 
Skelettlinienpunkte P zuordneten, ist der oben erwähnte Fehler hinsichtlich 
der induzierten Gesch"windigkeit yernachlässigbar klein. Fehlerhaft war 
demgegenüber die Berechnung insofern, als die eine Geschwindigkeitskompo­
nente - die Umfangsgesch"windigkeit - in P einen anderen Wert hat als in 
P'. Bei Rädern veränderlicher Breite hat in diesen Punkten seJbst die Meri-
diangeschwindigkeit verschiedene Werte. 

Um nach den Korrektionen die Abweichung IJa o der Sehne ausschalten 
zu können, lassen sich im nächsten Schritt aus der Umfangs geschwindigkeit, 
WIe SIe m den elen Punkten P' entsprechenden Punkten P" gültig ist, neue 
Wy - und W:,,- \Verte berechnen. Offenbar wird sich somit ihr Quotient 

x 

- tg a - ändern und damit auch die Kun-e y(x) = J tg a(x) dx einen 
anderen Verlauf zeigen. 

Diese KOrI't'ktion muß fortgesetzt "werden, bis 
mehr ändert. 

o 

sich die Skelettlinie nicht 

Die Arbeit ist sehr langwierig, weil es allenfalls 6-7 Iterationsschritte 
hedarf, bis die Linie »zur Ruhe kommt«. Der Grund hierfür liegt darin, daß 
man hei Ermittlung eines einem Punkt PI1 folgenden Punktes Pn -c1 durch die 
Integration 

XIl "":"' l Xn Xn+1 Xn"":"' l 

YI1-:-I = j'tg a(x) dx = S tga(x) dx J tga (x) dx y --L J' tu a (x) dx 
..I nl,=, 

o ~ 

X n":"' l 

den Teil J' tg a(x) clx mit einem fehlerbehafteten Wert Yn addiert. Offenhar 
Xn 

erhält man damit auch für ."11+1 einen fehlerhaften Wert, und es leuchtet auch 
ein, daß sich die Werte )"11+2, Y 11-:-3 usw. zunehmend yon den tatsächlichen 
Verhältnissen entfernen, weil sich die in den einzelnen Ahschnitten begangenen 
Fehler summieren. 

Kommt die Skelettlinie nach mehrfacher Integration zur Ruhe, ohne 
daß der Winkelfehler Ja o yerschwinden würde - was wahrscheinlich der Fall 
sein wird -, muß der ganze Berechnungsyorgang mit einem für die logarith­
mische Spirale sinngemäß neu angenommenen Winkel ao wiederholt werden. 
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Zu einer Methode, die weit rascher zum Ziel führt als die soeben beschrie­
bene Iteration, gelangt mau, wenn man zur Ermittlung des Punktes P erst 
nach erfolgter Festlegung der endgültigen Stelle des Punktes P n - 1 übergeht. 
Auf diese Weise erfolgt die Iteration von Punkt zu Punkt, und, von Punkt 
zu Punkt fortschreitend, erhält man die endgültige Skelettlinie, im Gegensatz 
zum üblichen Verfahren, bei dem man die ganze Skelettlinie mehrmals hestim­
men muß. Die Iteration wird man hierbei statt im System x-y zweck­
mäßiger im System ;-1] vornehmen, u.zw. aus folgenden Gründen: 

1. Die einzelnen Komponenten der Relativgeschwindigkeit - die 
::\Ieridian-, die Umfangs- und die kompensierende Geschwindigkeit haben 
vorweg die Richtungen; hzw. Y/, sie brauchen mithin nicht weiter zerlegt zu 
werden. 

2. Der einfache Zusammenhang, wie er z\\-isehen elen Koordinaten 
; - rund E) - (P durch die Abhildungsfunktionen gegeben ist, läßt sieh heim 
Rücktransformieren der Skelettlinie des geraden Gitters verwerten. 

3. Aus Ahb. 4 leuchtet ein, daß an der Stelle pi die gleiche Umfungs­
geschwindigkeit herrscht wie in dem ihr zugehörigen Punkt P (so daß es also 
üherflüssig ist, sie in Ahhängigkcit von x aufzutragen) und daß sich die Meri­
diangeschwindigkeit seIhst hei veränderlicher Breite b nicht ändert, weil 
sich die limfangsgeschwilldigkeit und b nur nach r hzw. ; ändert. 

Um gen aue Ergehnisse zu erhalten, hat man selhstredcnd im Punkt 
P die in pli gültige induzierte Geschwindigkeit in Betracht zu ziehen. Aus 
diesem Grunde sind z\\-ar in Abhängigkeit von x die Kurven Ci; und Ciry auf­
zutragen, doch stellt man die induzierte Gesch'windigkeit zweckmäßig auch 
hei der sonst üblichel1 Iteration zeichnerisch dar. 

Bei genügender Punkt dichte (zweckmäßig 11 oder 13 ermittelte Punkte) 
hietet die Integration auch hei Anwendung der Trapezregel eine hinreichende 
Genauigkeit. 

Unter den verschiedenen Gesch\d.ndigkeitskomponenten ist es allein 
die Meridian geschwindigkeit cm;, mit der wir uns hier eingehender zu hefassen 
haben. Die NIeridiangeschwindigkeit Cm im Kreisgitter schreibt sich zu Cm = 

Qe , worin Qe die vom Laufrad geförderte Flüssigkeitsmenge hedeutet. 
2R:rblf ~ ~ ~ 

1J! zu 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 1 schreibt sich der Verengungsfaktor 

1J!= 
!PIZ - (Pa-

!Piz 

2:r 
worin !p" = ,N . 

Beim Ent' ... ·urf gegossener Laufrädern ist es zweckmäßig, die Verteilung 
von 1J! radial hzw. an x entlang anzunehmen, womit man sich jeder weiteren 
Sorge um die Meridiangeschwindigkeit entheht. 
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Für dünne Blechlaufschuufeln mit der Dicke v nimmt der Verengungs­
faktor die Form 

t. - ur v .--,---::-
'lj! = ---- = 1 - --- = 1 - - jltg2 a 1, 

tz tz cos a L 

an, worin tz die Schaufelteilung im Kreisgitter bedeutet, clie in Abhängigkeit 
'\"on r bzw. x rechnerisch ermittelt werden kann. 

Im geraden Gitter schli<'ß1ieh ist die l\Iel'idiangeschwindigkeit 

2R:r .C __ ~ 
ern"" == --. - n • Nt I. bNt 

1 1 
._= CII1 'O--' 

'ljJ - 1j! 

worin cm~o = f(x), sofern b konst. 
\\Fie bereits erwähnt. sind im Zuge der Iteration an Ci! und Ci KOl'l'ek-

/..... '=?7 

tionen '\"Ol'zunehmen. Zusätzlich gesellt sich diesen bei Blechschaufeln auch 
noch die Korrektion an cm,; zu. Der Wert '\"on 1j! hängt nämlich außer '\"on der 
Bleehstärke auch von tg a ab, welches zu Beginn deJ' Berechnung noch un­
bekannt ist. Für die cm;- \'\1erte ist deshalb in der Iterationstabelle eine Kolonne 
frei zu halten. 

Sobald die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten zur Verfügung 
stehen, kann dir Integration beginnen. Da man die einem gegebenen f; zuge­
hörigen '1- Werte erst zu kennen braucht, wenn die Skelettlinie zur Gänze 
fertig ist, wird es zweckmäßiger sein, beim Integrieren die zur Bestimmung 
der induzierten Geschwindigkeiten benötigten Abstände L1x zu ermitteln, 
aus denen sodaml die \'\1erte von 'Yj eindeutig bestimmt werden können. Man 
hat also 

J'Yj = J J tg a d~ , 
o 

WOl'ln LI tg a = tg a - tg a o; L1 X = LI'Yj sin a o 

und 

Da 

und 

wird 

LlX 
Jx =-- = 

L 

;fl;, 

f;2 J J tg a d (...L) 
. \ f;z . 

sin ao 
L 

o 

f; X 
-=--=X 
~2 L 

Jx = sin au cos ao .( LI tg a dx. 
o 
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Durch Teilung des ,1 X-Wertes des noten Punktes erhält man 

X1l Xn_ 1 

(Llx)n = sin ao cos a o cl ,1 tg a dx = sin ao cos ao J LI tg a dx + 
o 0 

X n 

sin a o cos ao J LI tg a dx . 
Xn- 1 

Nach der Trapezregel hat man hieraus 

(LIx)" = (LlX)n_l (tga)n] . 

Bei stetiger Teilung ist der Koeffizient des zweiten Gliedes eme stellen­
unabhängige Konstante. 

Im v,-eiteren nimmt die Berechnung folgenden Verlauf: Zur Ermittlung 
des noten Punktes stehen die genauen 'Werte von (,1X)n_1 und (,1 tg a)n-1 
bereits zur Verfügung. Mit einem angenommenen Wert für (tg a)n ermittelt man 
sodann die Werte von '1j! und cm;' Nachdem man aus (,1 tg a)n den \Vert VOll 

(,1 x)n errechnet hat, können ci; und cin dem im yoraus aufgetragenen Dia­
gramm entnommen werden. Aus den nunmehr vorhandenen Werten für 
sämtliche Gesch'windigkeitskomponenten hat man damit den \Vert von 
(tg a)m der in den meisten Fällen vom angenommenen abweicht. ::\1it z'wei­
bis dreimaligem Probieren läßt sich die Übereinstimmung z,dschen dem 
angenommenen und dem aus ihm berechneten \\"ert herstellen, worauf man 

zur Bestimmung von (,1X)n+1 schreiten kann. 
Die Integration wird man aus zwei Gründen in zwei Teilen durchführen, 

u.zw. derart, daß man zwischen den Grenzen von x 0 bis x = 0,5 und 
sodann zurück von x I bis x = 0,5 integriert. Den einen Grund hierfür 
bildet die Tatsache, daß sich bei unrichtiger Annahme von a o beim IntegTieren 
zwischen den Grenzen von x = 0 bis x = I eine Lage ergeben kann, in der 
(x)n + (,1x)n > I, in der man also über keine der für die 'weiteren Berech­
nung benötigten ci;" und ci~-Werte verfügt. Zum zweiten wird der aus der 
unrichtigen Annahme von a o resultierende Fehler in der Skelettlinienform 
bei zweiseitiger Annäherung wesentlich geringer sein. 

Beim Integrieren zurück von x = I kann man mit den ohigen Ausdrücken 
für (,1x)n rechnen, hloß ist in diesem Falle J tg a = tg a o - tg a. 

Am Ende der üblichen Iteration kam der Endpunkt der »zur Ruhe 
gekommenen« Skelettlinie nicht auf die Sehne zu liegen. Die Entsprechung 
hierfür besteht hier darin, daß die von zwei Seiten her ermittelten Kurven 
in der Mitte nicht zus,ammentreffen. lUan setzt hierauf die Berechnung mit 
sinngemäß angenommenem neuem ao-\Vert fort, oder sofern hierzu die ::Uöglich-
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keit besteht, ändert man durch Annahme eines neuen b oder v den Wert der 
Meridiangeschwindigkeit, wobei die bis dahin geleistete Rechenarbeit zum 
überwiegenden Teil beibehalten werden kann, denn mit einem neuen b brauchen 
nur die Werte von cm;-o = f(x), bei einem neuen v hingegen lediglich die Werte 

v . 
für - = f(x) neu berechnet zu 'werden. Hierauf hat die Iteration fortzusetzen, 

tz 
bis sich die beiden Kurven in der Mitte treffen. 

Die Iterations-Tabelle für ein Laufrad hat folgende Kopfleiste: 

i i 
Hd. (tg a)n 

\ I v W~ W'7j Nr. ange .. (il tg a)n ! (Jx)n i Ci~ ciTj . - Vtu2a"':"1 
Cm, 

i (tga)" 
n nommen mfs mfs : t

z 
'0 ! mfs mfs m/s 

Die Tabellendaten können ganz mechanisch und mit ell11ger tbung 
ziemlich rasch ermittelt 'werdcn. Der Arbeitsaufwand erreicht nicht einmal 
die Hälfte desjenigen der üblichen Methode. 

Zusammenfassung 

Die Arbeit beschreibt eine :\1ethode zur Verkürzung der Iteration. d. h. also eines 
wesentlichen Teiles jener Berechnungsaufgaben, die beim -Entwurf radialer Laufräder mit 
dünnen, leicht gekrümmten Schaufeln anfallen. 

:\1it der üblichen Iteration erfolgt die Berechnung der LaufradschaufeIn durch Integration 
der numerisch bekannten, zu zunehmend besserer Annäherung führenden Differentialgleichung 
der Skelettlinie. In einer die ganze Skelettlinie berührenden Integration geht man hierbei Yon 
einer aus dem Endergebnis des vorangeo-angenen Schrittes gewonnenen Differentialgleichung 
aus, worauf man auf Grund der 50 ;n~itt~lten Skelettlini~ die Differentialgleichu'llg modi: 
fizieren kann. usw. 

Das i~ der vorliegenden Arbeit beschriebene Verfahren baut auf die :\föglichkeiten der 
numerischen Integratio~ auf und berücksichtigt die Anderungen der Differ;ntialgleichung 
während der abschnittsweise vorgenommenen Integration, so daß die Skelettlinie im Gegen­
satz zur herkömmlichen :\Iethode - nur einmal ermittelt werden muß. Der Berechnungsgang 
ist sehr kurz, weil man sich bei Bestimmung des Skelettlinienpunktes Pn bereits auf die end­
gültige Lage des Punktes Pn- 1 und auf dessen sonstige Kennwerte zu stützen vermag. 

~L SO:\IOGYI, Budapest XI., Stoczek u. 2. Ungarn. 


