VERALLGEMEINERUNG DER PERTURBATIONSMETHODE
UND ITHRE ANWENDUNG
AUF QUASISYMMETRISCHE KONSTRUKTIONEN

Yon

P. MiCHELBERGER

Lehrstuhl fiir Flugzeugbau. Technische Universitat, Budapest

(Eingegangen am 22. Marz 1961)

Vorgelegt von Prof. DrR. G. Rubwar

Bei den Berechnungen von Schalenkounstruktionen kann man bekannt-
lich die Wirkung von Belastungen. deren Verteilung von der in der elementa-
ren Festigkeitslehre iiblichen ungeldsten Verteilung abweicht, nach der soge-
nannten Perturbationsmethode [1, 2] untersuchen. Diese Untersuchungen
gliedern sich in zwei Arten, in die der Krafteinleitungs- und die der Kraft-
umleitungsprobleme. Die Lésung beider Arten von Aufgaben beruht auf dem
Grundgedanken, dafl man das Svstem der tatsichlichen Belastung in zwei
Systeme aufspalten kann — in ein enfaches, der elementaren Festigkeitslehre
entsprechendes, und in ein Perturbations-Kréftesystem. Das Perturbations-
system klingt mit zunehmender Entfernung von der Stdrstelle rasch ab. Aus
diesem Abklingen folgt der grofite Vorteil der Perturbationsmethode, da sie
es ermdglicht, die Wirkung der Perturbation nicht an der ganzen Konstruk-
tion untersuchen zu miissen. sondern sich auf einen kleineren Abschnitt zu
beschrinken.

Bei Krafteinleitungsaufgaben befriedigt dieses Verfahren restlos, fiir
die Lésung von Kraftumleitungsaufgaben war es jedoch bisher nur in jenen
Spezialfillen geeignet, in denen die Steifigkeit der Aussparung, die die Stérung
verursacht, vernachlissighar klein war. In der Praxis werden jedoch die Aus-
sparungen an ihrem Umfang mehr oder weniger versteift, ja in gewissen
Fillen kann man sich sogar eine negative »Aussparung vorstellen¢ (wenn nidm-
lich die Stérstelle im Verhiltnis zu ithrer Umgebung. der regelmiBigen Kon-
struktion, verstiirkt ist), was die elementare Krifteverteilung ebenfalls stért.
Im folgenden wird gezeigt, daB sich auch diese allgemeineren Kraftumleitungs-
aufgaben losen, ja sogar in gewissem Sinne einfacher losen lassen als die bisher
behandelten Spezialfille.

Beim verallgemeinerten Verfahren 1dBt man das System der Perturba-
tionskrifte stets auf die regelmifBige Konstruktion wirken, und dies im Ge-
gensatz zu der bisher tiblichen Art der Kraftumleitungsberechnung, bei der man
die Stijruné auf die unregelmiflige. bereits ausgesparte Konstruktion wirken
lief3. Der Vorteil der Perturbationsmethode, der sich aus dem raschen Abklingen
ergibt, bleibt aber natiirlich auch in diesem allgemeinen Fall erhalten.
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Die Anwendung des verallgemeinerten Verfahrens soll an solchen Kon-
struktionen gezeigt werden, deren Symmetrie durch die Kraftumleitung ge-
stért ist. In der Praxis ist dies z. B. bei Omnibuskarosserien der Fall, bei denen
die im tibrigen in bezug auf die Lingsachse vorhandene Symmetrie des Auf-
baus nur durch einseitig angebrachte Tiiren gestért ist (Bild 1). Ist die Zahl
der Stérstellen nicht zu groB, ist es — unabhfingig von der Grofie der Pertur-
bation — die Berechnung der asymmetrischen Konstruktion zweckm#fig
auf die Untersuchung einer symmetrischen Konstruktion zuriickfithren.
Auf diese Weise wird die Liosung statisch unbestimmter Aufgaben erheblich

Bild 1

vereinfacht. Der Arbeitsaufwand ist, inshesondere bei vielfach statisch un-
bestimmten Konstruktionen, sehr viel geringer als bei der direkten Berech-
nung. Das Verfahren eignet sich aber auch zur rechnerischen Ldsung von
Kraftumleitungsaufgaben, bei denen die UnregelmaBigkeit nicht durch Sté-
rung der Symmetrie, sondern auf beliebige andere Weise verursacht ist.

Das Prinzip des Verfahrens 148t sich am besten an einem einfachen Bei-
spiel veranschaulichen (Bild 2). Die Asymmetrie der Konstruktion wird in
diesem Falle durch ein iiberzidhliges elastisches Auflager gestért. Zunichst
machen wir unsere Konstruktion durch Weglassen des iiberzéhligen Auflagers
symmetrisch und bestimmen die inneren Krifte des so gewonnenen Trigers
(Bild 3). Die Senkung des Trigers betrdgt unter dieser Belastung ¢, in der
Wirkungslinie der entfernten elastischen Stiitzung. Sodann entfernen wir die
duBlere Belastung und lassen an der Stelle des elastischen Auflagers eine ver-
tikale Einheitslast auf den Triger wirken. Die Senkung des Trigers in der
Wirkungslinie der Einheitslast sei é,, die Lingenénderung der Feder dagegen
C;. Die Verformungen sind in Bild 4 dargestellt.
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Beim urspriinglichen Trdger trennte sich der Balken nicht von der
elastischen Auflagerung, vielmehr nimmt er unter der unbekannten Kraft

X die in Bild 3 d. dargestellte Lage ein. Anhand von Bild 4 ist offensichtlich

X(9, + C) = 60 : (1)
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Zur Lésung von statisch unbestimmten Aufgaben nach dem Kriftever-
fahren bediente man sich in gewissen Fillen auch bisher schon eines
statisch unbestimmten Grundsystems. Die Anwendung dieses Grundgedan-
kens kann man auch auf jene Fille erweitern, in demen durch abwei-
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chende Steifigkeit (Trigheitsmoment-, Elastizititsmodul bzw. Stablinge)
irgendeines Trigerabschnittes (eines Stabes bei einem Fachwerk) eine Asym-
metrie verursacht wird.

In solchen Fillen trennt man die Konstruktion in zwei Teile, von denen
der eine symmetrisch ist, der andere das Element bildet, das die Asymmetrie
verursacht. Die Aufgabe besteht dhnlich dem vorigen Grundfall — darin, die
Deformationen der in Gedanken getrennten beiden Teile aufeinander véllig
abzustimmen. Dies stellt eine besondere Aufgabe dar, wenn auf den fraglichen
Abschnitt eine dulere Belastung wirkt (Bild 3).

Die einzelnen Schritte sind in Prinzip dieselben wie im obigen einfachen
Falle. Zundchst machen wir den Triger symmetrisch, lassen also den Triger-
abschnitt mit dem Trigheitsmoment I*, der die Asymmetrie verursacht, fort
(I* kann jeden Wert von —I* bis + oo annehmen). Die auf diesen Trégerab-

Die Not-

schnitt wirkende Belastung reduzieren wir im Verhiltnis T
AT

wendigkeit dieses Schrittes ist leicht einzusehen. da sich ja die beiden Teile
des Trigers an der Gesamtbelastung auf dem vorliegenden Abschnitt im Ver-

I I* .
u — teilen.

I+1 ToiIx

Nun bestimmt man die inneren Krifte des symmetrischen Trigers M
unter der reduzierten Belasfung und die relativen Drehwinkel 6, und 6, an
den Endpunkten 1 und 2 des die Asymmetrie verursachenden Abschnittes.
Ferner bestimmen wir an den Punkten 1 bzw. 2 die inneren Krifte M, und M,
die von dem auf den symmetrischen Triger wirkenden Einheitsmoment verur-
sacht werden, sowic die relativen Verdrehungen 0,, 0,5, bzw. 6, und J,,, die
an den Punkten 1 und 2 infolge dieser Kriifte entstehen.

Sodann berechnet man die inneren Krifte Mg des vorhin abgetrennten
Tragers auf zwei Stiitzen, dessen Trigheit I* ist, und die infolgedessen ent-
stehenden Verdrehungen C, und C,, sowie die Deformationen C;; und C,,
bzw. C,; und C,,, die von den an dessen Endpunkten wirkenden Einheitsmo-
menten Mj und M; hervorgerufen werden.

Die Reaktionskrifte der auf den abgetrennten Triger (mit der Trigheit
I*) wirkenden Belastungen und Einheitslasten werden selbstverstindlich vom
symmetrischen Triger aufgenommen.

Da wir die duflere Last bereits auf den symmetrischen und den abge-
trennten Triger verteilt haben, und unter dessen Wirkung alle zusammenfallen-
den Punkte der beiden Trédger die gleiche Deformation erleiden, ist im folgen-
den nur noch die Belastung zu verteilen, die durch die statisch unbestimmten
Perturbationskrifte verursacht wurde.

hiltnis von

Da sich diese Belastung auf der untersuchten Trigerstrecke am sym-
metrischen und am abgetrennten Triger nach der gleichen GesetzmiBigkeit
dndert, geniigt es, die Verformung auf den Endpunkten der Strecke auf-
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einander abzustimmen: die zwischenliegenden Punkte decken sich in diesem
Falle zwangslidufig.

Diese Deckung wird auch jetzt, dhnlich dem frither angefiihrten Zu-
sammenhang (1), durch eine lineare Gleichung, bzw. genauer gesagt, durch ein
Gleichungssystem ausgedriickt, da man ja die Bewegung zweier Punkte (1
und 2) aufeinander abstimmen muf}

—
o
~

X} (511 + Cn) + Xz (512 + Clz) + Col - ‘501
Xy (091 + Cy) + X, (00 + Cyp) + C

0= 0n
Selbstverstidndlich gilt der Maxwellsche Vertauschungssatz auch im vorliegen-
den Fall, man hat somit

By = 0y und C;, = C,; .
Die wirkliche Beanspruchung des Trigers betrigt

M=M,+X M +-X,M,+ My, +X, My +X, M. 3)
Auf den Strecken, auf denen kein abgetrennter Triger (mit I*) vorhanden ist,
wird offensichtlich Mg = 0.

Hat I* im Abschnitt 1—2 keinen konstanten Wert, wird man zweck-
miBig ein gleichwertiges konstantes Trigheitsmoment (I**) einfithren. Es wird
fir die beiden Endpunkte verschieden grofl sein. Seine Werte kénnen auf
Grund der Bedingung bestimmt werden, dafl die mit dem gleichwertigen Trég-
heitsmoment (I**) berechneten Deformationen an den Endpunkten mit den
Deformationen fiibereinstimmen miissen, die unter Berlicksichtigung des
verdnderlichen Triagheitsmomentes I* berechnet wurden.

Aus dem Gesagten geht hervor, dafl mit der Vermehrung der Storstellen
auch die Anzahl der Glieder und Unbekannten des linearen Gleichungssystems
zunimmt, das zur Lésung dieser Aufgabe dient. Die Anwendung dieses Ver-
fahrens lohnt sich deshalb nur bei Konstruktionen mit hohem Unbestimmt-
heitsgrad, bei denen die Zahl der den regelmifligen Aufbau stérenden Pertur-
bationen — Stérstellen — nicht zu grofl ist.

Es muB noch erwihnt werden, daBl die Einheitsfaktoren nur einmal, die
Belastunsfaktoren dagegen — auBler fiir die dullere Belastung — auch fiir jedes
Perturbations-Kriftesystem getrennt bestimmt werden miissen. Die Berech-
nung der letzteren lift sich aber sehr wesentlich vereinfachen, wenn man sich
mit Ndherungsldsungen begniigt, da man den Umstand ausniitzen kann, dal
die zus#tzliche Belastung in hinreichender Entfernung von der Stérstelle rasch
abklingt und so die Endbelastung nur unerheblich beeinflufit. Auf diese Weise
hat man die Moglichkeit, die gegenseitige Beeinflussung der Storstellen auBer
acht zu lassen, wenn diese weit genug voneinander liegen.
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Das beschriebene Verfahren hat den grofien Vorteil, daB} bei einer Steifig-
keitsinderung (I*) des zusitzlichen Konstruktionselementes die Umrechnung
auf den neuen Wert einen nur unwesentlichen Arbeitsaufwand erfordert.

Dieser Vorteil kann auch bei der Bemessung anderer statisch unbestimm-
ter unsymmetrischer Xonstruktionen beniitzt werden. Erweist sich eine
statisch unbestimmte Konstruktion an der einen oder anderen Stelle als zu
schwach oder zu stark, so ist es nicht ndtig, neue Einheits- und Belastungs-
faktoren zu berechnen und das ganze Gleichungssystem von neuem zu lésen,
vielmehr geniigt die Beriicksichtigung der ortlichen Abweichung. Dies aber
erfordert besonders bei geniigend raschem Abklingen der Stérung verh#li-

nismifBig wenig Arbeit.
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Mit obigen Werten erhalten wir:

oy = 2,305 Hge = 0,659
0y = 0,14525 519 = 0,0415
0,, = 0,15488 5, = 0,0415

2 Periodica Polytechnica M. VI/1.
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Bild 7

Die den verschiedenen Werten von I* zugehérigen Lésungen, sind der Tafel

und dem Bild 7 zu entnehmen.

i § Biegemomente iiber den einzelnen Auflagern
I X, ; X, ! - :
; H a b : c | d
—1 —18.3 9.2 | —251 10 0 0
0 0 0 | 1975 +7.9 L279 —1.975
+ 1 51922 —0.86428 = —1,81 +7.24 | 1038 —1.73
=10 13,1 —0.538 |- ls42 1616 L 41443 05395
~oo l 15,9 0 | —l45 =507 1585 0
{ ! i
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Zusammenfassung

Die Berechnung von Kraftumleitungen 148t sich auf Aussparungen beliebiger Steifig-
keit verallgemeinern. Diese allgemeine Methode eignet sich gut auch zur Berechnung der
inneren Kriifte in nahezu symmetrischen Konstruktionen mit vielfacher statischer Unbestimmt-
heit. Durch Abtrennung des die regelmiBige Konstruktion strérenden Tragerelements kann man
dessen Wirkung auf ein storendes Kriiftesystem zuriickfihren. Die Grofle der Perturbations-
krifte wird durch gegenseitiges Abstimmen der Deformationen der entsprechenden Triger-
elemente mit einem einfachen — im allgemeinen wenige Unbekannte enthaltenden — linearen
Gleichungssystem bestimmt. Die Anderung der Steifigkeit des Konstruktionselementes, das
die Stérung verursacht, beeinflufit nur die Griofle der Perturbationskriifte. daher kann die
Wirkung einer lokalen Anderung der Steifigkeit der Konstruktion mit einer einfachen Rechnung
ermittelt werden.
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