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Die mathematisch genaue Bestimmung der an drehsymmetrischen,
randbelasteten Kegelschalen angreifenden Schnittkridfte und Schnittmomente
ist selbst bei ganz einfachen Randbelastungen duflerst kompliziert: sie bedarf
einer groBen mathematischen Riistung und mithsamer Rechenarbeit und kann
deshalb in der Praxis kaum verwendet werden.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Naherungsverfabren mitgeteilt, das
das Problem bedeutend vereinfacht und auf verhéltnisméBig einfachem rech-
nerischen Wege Lésungen liefert, die fiir die gesuchten Sechnittkrifte und
Schnittmomente — in unmittelbarer Nihe des belasteten Randes — auch
praktisch brauchbare Werte ergeben.

Zunichst seien hier die Gleichgewichtsgleichungen der drehsymmet-
rischen, randbelasteten Kegelschale aufgeschrieben, die mit den Bezeichnungen
der Abb. I folgendermaflen lauten:
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Zur Bestimmung der insgesamt fiinf unbekannten Schnittkrdfte und
Schnittmomente miissen auch die auf Grund der Elastizitdtsgesetze abgelei-
teten Beziehungen angewendet werden. Fithrt man hierzu die Dehnung der
Mittelfliche der Kegelschale in Richtung der Erzeugenden (ey), die Dehnung
in Umfangsrichtung (¢,), ferner die Winkeldnderung y ein, so gelten fiir die
Schnittkrifte und Schnittmomente, fiir die Dehnungen und die Winkel-
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dnderung folgende Beziehungen:
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0 die Schalendicke

E den Elastizititsmodul

u die Poissonsche Konstante
bedeutet.

Driickt man die Schnittkriifte mit den oben angefiihrten Beziehungen
aus und beriicksichtigt man auch die Deutung der Schnittmomente, erhilt
man folgende bekannte Beziehungen:

'N.x =D (8.\‘ + luatp)

N, =D (e, + pey) (3.a—d)
M, = — B(dl +uty
dx x
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In diesen Gleichungen bedeuten die Grifien

Lo . e
D = ———— die Dehnungssteifigkeit und
1 —uw) ° =
Ees . e 1
B = —————die Biegesteifigkeit der Schale.
12(1—p?)

Nun kénnen die Schnittkrifte und Schnittmomente bestimmt werden-
Zunichst ergibt sich aus der Gleichgewichtsgleichung (1. a) der Wert
von IV, zu

N =3 (N, ). (4)
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Mit Gl. (4) hat man aus Gl. (1. b)
d .. d
N (-N.\' ;\’) - (Q\ ‘“) COtgﬁ
dx dx
und hieraus
N,= —Q,cotgd = — Q,tgu. (3)

Aus der Regularitdt der Kegelspitze folgt, da die Integrationskonstante
gleich Null ist.

Cyrdyp+ gx (Qrrdpldx

2
Hrde+s Nyrdyp + 2 (Nyrdy) dx

Mit Gl (4) wird

AN,

dx

Z\T(pz x_i—‘/"_\;:w[x—fla—;;+gx‘tg‘a' (6)

Setzt man die Ausdriicke (5) und (6) der Schnittkrifte und deren Ablei-
tungen in die Gl. (2. ¢) der Winkeldnderung ein, so ergeben diese nackh Durch-
fiihrung der notigen Operationen

= tg®a . dz2Q, e dQXJ-

, 7
Eod da? o oda @

Im nichsten Schritt wird nun mit Hilfe der Gin. (3. ¢) und (3. d) der
durch y ausgedriickte Wert der Schnittmomente und deren Ableitung in die
Gleichgewichtsgleichung (1. ¢) eingesetzt, worauf man mit den nétigen Opera-
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tionen die Beziehung

x__17_-+i7;__'£+l0_\_x:o (8)

erhilt. i

Von den in den Ausdriicken (7) und (8) enthaltenen Gréflen kénnen-
— mit den bei der Schalentheorie i{iblichen Vernachlissigungen fiir diinne
Schalen — die Ableitungen niedrigerer Ordnung von @, und y neben den Ab-
leitungen hoherer Ordnung vernachldssigt werden. Auf diese Weise gelangen
wir zu folgendem Differentialgleichungssyvstem:
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8 @ (9.a—b)
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229,
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Schlieflich soll mit Hilfe von Gl. (9. b) die zweite Ableitung von Q.
in Gl (9.a) eingesetzt werden. Nach entsprechenden Substitutionen und
Umwandlungen erhilt man als Endergebnis die Differentialgleichung

T - 9(1 — u2
o dt . 12(1 — u?) 4 =0, (10)
da?t 02 tga
Da
Xt = e ,
tg® u
kann obige Differentialgleichung in der Fosm
I 9(1 — 1
dty | 12(1 —p7) —_9 (10")

dxt GER
geschrieben werden.

Zur Vereinfachung der Losung der Differentialgleichung (10) wird man
zweckmiBig von folgendem Gedankengang ausgehen:

Unsere Aufgabe besteht in jedem Fall in der Untersuchung der Wirkung
der vom Rand x = L ausgehenden Stérungen. Diese Wirkungen werden
bekanntlich auBerordentlich schnell gedimpft und klingen schon in verhilt-
nismiBig kurzer Entfernung vom belasteten Rand ab. Bis zu der der Abklin-
gungslinge entsprechenden Entfernung vem Rand x, =2 0.91 L 146t sich nur
eine geringe Wertednderung r, feststellen (vorausgesetzt, dafl a < 30° ist).
Bei praktischen Berechnungen kann also mit dem konstanten Wert

4
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gerechnet werden, wobei der Wert von r, an der Stelle v = L mit R, bezeichnet
wurde. Auf diese Weise gelingt es also, die homogene lineare Differentialglei-
chung (10) mit ihren verdnderlichen Koeffizienten durch folgende homogene
lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten zu ersetzen:

Ay
+4pty=0. 1n
dxl
Die Losung der Differentialgleichung (11) — die nur fir den Wert
x = L bzw. in unmittelbarer Nihe des belasteten Randes giiltig ist — wird

nach den iiblichen Umgestaltungen folgendermalen lauten:

y = e % (C, cospx - C, sinf %), (12)
wobel

x=L — =x.

Mit Hilfe von Gl. (12) lassen sich die Schnittkréfte und Schnittmomente
wie folgt bestimmen:
Mit (9. b) hat man

Q. = 2B 2 e ™(C, cos3 T — C,sinf ). (13)
N, = 2B p*tga e (C, singx — C, cosp ). (14)
Auf Grund von Gl. (6) ist

ga e " {[x3(C, — C)) +
+ €] sin ¥ — [x (€, = C,)) ~ C,] cos 3 X (15)
Gemifl Gl (3. d) gilt

M, = Be {[ C,— 1B (C, — C. )j cos % —
(16)
‘1

—Cqy 4+ up (C, + Cz)] sin ﬂ%}

Unter Berticksichtigung von Gl. (3. ¢) schlieBlich erhilt man

M, = Be~= {[f (C, — C;) — £ cl] cos % —
N (17)
_ [ﬁ (€, +Cp) - c.z] sin ﬁi} .
X
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Die in den Ausdriicken der Schnittkrifte und Schnittmomente enthal-
tenen Integrationskonstanten C, und C, kénnen anhand der bekannten
Randbedingungen folgendermaBien ermittelt werden:

Im allgemeinen Fall wird der Schalenrand von einer Schnittkraft und
einem Schnittmoment g:mifl Abb. 2 belastet, die Randbedingungen werden
also lauten:

Q.\' = on

an den Stellen x = L bzw. x =

Setzt man die bekannte Randbelastung in Gln. (13) und (17) ein und
16st man die auf diese Weise gewonnenen zwei Gleichungen nach C; und C,
auf, so gelangt man zu den Ausdriicken

C = Q. — 25M, \ (18)
2Bp (1 I j
; Ly
und
N 2Bf?

Fiir die Praxis ist auch jener Randbelastungsfall von Bedeutung, in
welchem der Schalenrand nur von der Schnittkraft (., belastet ist. In diesem
Fall gelten fir die Randbedingungen

Q= on

an den Stellen x = L bzw. x = 0.
—"‘Ix =0

Gemil den Beziehungen (18) und (19) schreiben sich die Integrations-
konstanten zu
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Bei den in der Praxis vorkommenden Schalen gilt meistens

i i .
d.h. der Wert "Ollf/)‘kalln neben 1 vernachlissigt werden, man hat also

Mit dieser Beziehung erhélt man fiir die Sehnittkrifte und Schnittmomen-
te folgende Ausdriicke:

<

<o tg ae~Px (cos px — sin px)

Qo tg ae=?% [sin fx — (2x 3 + 1) cos fx]

Q.0 e~ % (cos fix — sin fx)

-
242

Q,\:O
242

Ist der Schalenrand nur vom Schnittmoment 3, belastet, d. h. gelten
die Randbedingungen

fir x = L bzw. x = 0,

erhidlt man fiir dic Integrationskonstanten die Werte

¢

u e
“—cosfpx+

“] - cos fix +

(&)
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Die Schnittkrifte und Schnittmomente lassen sich dann durch die

Beziehungen
N,=— ;M—ﬁ%g e~"Xsin fx
+ /i‘_L -
N, = Elf-vﬁﬁ%"i ¢~7% [xf cos % — (¥ + 1) sin ]
! ﬁL
2M,p oz i o
Q.= - I—”—gw e~#%sin px
- "-/3_
M, = M e Fx ”ﬁ L ﬁ) cos fx + fsin ﬂi]
Pt v
M - ' _ -
M, = — —~———I-%u—— e~ Fx “—1— —-:—‘ltﬂJ cos fx ++ ufsin ﬂx}
pr——  B7
ausdriicken.

AbschlieBend soll nochmals betont werden, dafl die zur Bestimmung
der Schnittkrifte und Schnittmomente gewonnenen einfachen Beziehungen
nur in dem dem Wert x = L zugehérigen engen Bereial\verhéiltnismiiﬁig
genaue Ergebnisse liefern. Die beste Annidherung erhélt man an der Stelle
x = L, was um so erfreulicher ist, als die Randbelastungen hier die groflten
Spannungen wecken bzw. als sich der aus Festigkeitsgriinden erforderliche
Schalenquerschnitt aus diesen Spannungen errechnen liBt.

Zahlenbeispiel

Zur Illustration der obigen Ausfithrungen und zur Bestimmung des
Ausmalfles der Annidberung soll folgendes Zahlenbeispiel dienen.

Die geometrischen Abmessungen der Schale und ihre Elastizitidtskenn-
zahlen betragen:

L =100 ecm
0=1 ¢m
a = 45°

E = 2105 kg/cm?
w=0,3
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Die Randbelastungen lauten:

Qxo = 70,7 kgj/em
M, = 250 cmkg/ecm

Die auf Grund der abgeleiteten Beziehungen ermittelten Schnittkrifte
und Schnittmomente sowie ihre Anderungen in Richtung der Erzeugenden
sind in den Abb. 3—7 aufgetragen.

Nach den Abbildungen ergeben sich fiir die am Rand x = L angreifenden
Schnittkrifte und Schnittmomente folgende Werte:
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Ny = — 70,7 kg/em (— 70,7)

N, = 1060 kgfcm (—934)

Qr = 70,7 kgfem (  70,7)

M, = 250 emkg/ecm ( 250)

M, = —73,1 emkg/em (— 7). ’

Die in Klammern neben unseren Ergebnissen stehenden Ausdriicke
stellen die von KanTorRowITsCH [3] errechneten Werte dar, die als mathe-
matisch genau angesehen werden kdnnen. Aus dem Vergleich der beiden
Ergebnisse geht hervor, dafl der Unterschied zwischen ihnen beziiglich der
Spannungen noch innerhalb der Grenzen der bei theoretischen Berechnungen
ohnehin bestehenden Unsicherheiten liegt. Demazufolge erweist sich die hier
mitgeteilte einfache Berechnungsmethode auch fiir verhdlinismiBig grofle
Konuswinkel (@ = 45°) als brauchbar. Die Annaherungsgenauigkeit nimmt
bei a << 45° selbstverstindlich zu.

Zusammenfassung

In dieser Abhandlung wird ein Néherungsverfahren zur Bestimmung der in dreh-
symmetrischen, randbelasteten Kegelschalen auftretenden Schnittkrifte und Schnittmomente
mitgeteilt. Die Genauigkeit der auf Grund der abgeleiteten einfachen Beziehungen gewonnenen
Ergebnisse — die fiir Kegelschalen mit verhiltnismiBiz kleinem Konuswinkel (u = 13")
giltig sind — hingt von der Entfernung der untersuchten Stelle vom belasteten Rand ab.
Hinsichtlich der Gréfe der am belasteten Rand auftretenden Schnittkrifte und Schnitt-
momente liefert das Niaherungsverfahren — wie mit Hilfe des angefiithrten Zahlenbeispiels
bewiesen wurde — Werte. die als praktisch genau angesehen werden kinnen.
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