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Es sei die homogene lineare Differentialgleichung
¥ = a(x)y + b(x) ¥’ 1)
mit den Anfangsbedingungen
¥(®o) =0, Yo=15"(%) = o

gegeben. Wir setzen voraus, daBl die Funktionen a(x) und b(x) in dem abge-
schlossenen Intervall { x — %, ] < a stetig und daher auch beschrinkt seien,
und daB sie ebenda konvergente Potenzreihenentwicklungen zulassen.

Nach Einfithrung der Bezeichnungen

2z = z(x) == [y ]; zy = Z(%y) = [yo]; A(x) = [ (() , 1 )]
Y Yo a(x) b(x
kann die Gleichung (1) in der Form

d
— a2 =A@z )

und die gegebene Anfangsbedingungen zu
z(%o) = Zg )
geschrieben werden.

Bekanntlich (siche z. B. [1] S. 141) wird die Losung der Differential-
gleichung (2), die der Bedingung (3) geniigt, durch die Gleichung

z(x) = M3, 2(%,) (4)

dargestellt, wobei die unendliche Matrizenreihe
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Mz, = E + [A(5) dE, + [ A(&) ['A(E,) e, d&, +

+ S A(&) fJA(Ez) f’A(El) d& déydés + . .. (5)

die Resolvente der Differentialgleichung (2) definiert.

 Zur praktischen, niherungsweisen Darstellung der durch die Gleichung
(5) definierten Resolvente sind mebrere Methoden bekannt. Im folgenden
werden wir uns — unter Beriicksichtigung der vorausgesetzten Eigenschaften
der Koeffizienten a(x) und b(x) — auf die Darstellung der Resolvente in der
Form einer Potenzreihe beschrinken.

Bekanntlich (siehe [2]) kann die in der Losung (4) auftretende Resolvente
5) in der Form der Potenzreihe

x—xo)

L= 3B zg =2 (6)

dargestellt werden, vorausgesetzt, dafl A(x) im Intervall lx — xol < a die
konvergente Potenzreihenentwicklung

A = 3 a0 () 0 @

zuldfBt, wobei die Koeffizienten B,(x,) durch die Gleichungen
BD (xo) =3 E
B, (x5) = A© (xp) = A(x)s
B, (xg) = AW (%) 4 A©® (xy);

B; (x)) = A® (%) + 21‘ (:’ J AUD () AGIY (1) + AV () 5
1

j1=0
................................................... (8)
k2
By (%) = AU (%) + 2( )AW (x0) A=210 (x;) +
j1=0 ]1
k—8 k—8~jy 1. __ A .
+> {k ) 1) (’* 2 12] AUD () AU (1) AG3-20 (x) 4. . .+
ja=0 j,=0 Ja2 Ji
+ ‘1? I—Jfa e e (k - 1] {k —2 “jk—z] e
rol0 %0 ji=0 Ji—2 Ji-s
.. [2 — Jk-2 N "-72) AU (1) AU (). .. AU (x) Al—jp—a—=i)) (v) 1
J1
+ AV (x,)

definiert sind.
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Ferner ist bekannt [2], da} die Potenzreihendarstellung (6) der Resol-
vente durch die Teilsumme

r+1 »®

Mpoitign= S B.(x+ (k—1)h)—; k=1,2,3,..., p; )
x=0

2!

ersetzt werden kann, wenn man die Funktionswerte z(x, -+ ph) (mit ph < a)
mit einem Fehler | ¢, | = O(h'*") annihern will.

Im folgenden werden wir zur niherungsweisen Darstellung der die
Anfangsbedingung (3) erfiillenden Losung der Differentialgleichung (2) die
Niherung (9) der Resolvente anwenden und die Werte der unbekannten
Funktion z(x) bei einer Schrittweite h ausrechnen. Nach dem Obengesagten

gilt
r+i ®
z(% 4 kh) ~ 3 B, (x+ (k — 1) h)—:%z(xo—{— (k—1)k); k=1,2,3,...,p.
%x=0 .
(10)

Der Einfachheit halber wihlen wir den Fall r = 2.
Auf Grund der Beziehungen

A(O)(x)z[a?x) b(lx)}; e [“'(()x) bl(zx)

lauten die in (8) definierten Koeffizienten

et vl

By(x) =E =
= ['1 0]; By(x) =[ 0 1 ]; B,(x) -—:[ a(x) b(x) ],
0 1] a(x) b(x) a(x) b(x) + a’(x) a(x) + b%(x) 4 b'(x)
By(x) = [ a’(x) + a(x) b(x) b’(x) + a(x) + b3(x) .
a’(x) + a’(x) b(x) + 2a(x) b'(x) +  b"(x) + 3b(x) b'(x) + 2a’(x) + }
|+ a2(x) + a(x) b2(x) + Za(x) b(x) -+ b¥(x)

Damit ergibt sich

i = 14T a) + 2 [0) + o) b(o)

ho(s) + 1) + als) b()] +

ko 4 a’(x) b(x a(x) b’(x) + a%(x) 4 a(x) b%(x
-+ )+ 0 ) 6+ 20(2) ) + 0¥e) + ) b )
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By B b(x) + B [b’(x) + afx) + b2(x)]

1+ hb(x) - E (1) + alz) + b)) +

+ -’;f[b"(x) + 3b(x) b'(x) + 2a’(x) + 2a(x) b(x) + b3(x)]

Ferner gilt auf Grund der Beziehung (10)

Rt I A a

und — zieht man noch (11) in Betracht —, dann hat man:

y(x + h) A {1 -+ —hzia(x) + _’—163— [¢/(x) + a(x) b(x)]} y(x) +

(13)

h? h?
+ %h +—b) + [V + al) + By @)

und

y'(x + k)~

ha(x)#—[ () + ale) be)] + = [o7(0) + o) ) +

+ 2a(x) b'(x) + @¥(x) + alx) b*@)]} (=) +

+ ;1 + hb(x) + g[b'( ) + alx) + b¥x)] + —3~[b”(x) - (14)

+ 3b(x) b(x) + 26'(x) + 2a(x) () + b%x)]}y ®).

Zur Abschitzung des Fehlers kann man folgendermaBen verfahren.
Es sollen die Niherungsformeln (13) und (14) mit dem Anfangswert x = x,
angewandt werden. p bedeute die Anzahl der Schritte,.

Wir setzen voraus, daf

B = Vy¥xo) + (o) 5

max |[a®(x) | < 4, max |b®|<B,
[x xulga lx-xulga

wobei x=0,1,2,3;
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damit ergibt sich
r<ViTA&¥5,;
ferner
GB)<I'+ T+ 6I' + ' =C;
cAa<T,

d. h.
ehGa) < il — P

Wenn iiberdies
h? h3
M, =1 +-—2—A —{——6—(A + AB),

K2 B3
My>h+— B+ (4 + B+ BY,
2 6
M:,,ZhA—}- f (4 +AB)+ 3 (4 +34B + A2 - ABY),

2
M,>1 +hB+_';-(A +B+B2)+%(2A+B+5AB+B3),

dann gilt

4
6 M < ]/ SMi=o.
framg
Damit erhilt man schlieBlich

lp!sﬂch Rl

— (15)

Wollen wir unsere Ergebnisse beispielsweise zur Losung der Besselschen
Differentialgleichung
" 1 ’
y=—y——=y (16)
x

anwenden, dann suchen wir die Losung

ool e

dieser Differentialgleichung ira Intervall 1 < x < 1,10, nach Wahl einer Schritt-
weite h = 0,01 (p == 10).

D Periodica Polytechnica M. V/3.
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Die Anfangswerte sollen einer siebenstelligen Tafel [3] entnommen
werden, d. h.

Zg =[ y(l)} = 0,76519777 .
¥y (1) —0,4400506
In unserem Falle sind

a(x)=—1; b(x):——-—]l-,
x
und somit

A=1, B=1.

Vor der Durchrechnung wollen wir den Fehler abschitzen.

Da
r—y .,

wird

C = 62,9099 .
Ferner sind

D = 1,0175
und

M, = 1,0001 ,

M, = 0,0101,

M, = 0,0099,

M, = 1,0100,
woraus

o = 1,4217.
Es gilt weiters

g = 0,8826,
und man hat schlieBlich:

[e10] < 2-1078.

Zieht man in Betracht, daf

2
a'(x) =a"(x) =0 und b'(x) = .1‘_., b (x) = — —,
%2 23

ergeben sich aus den Formeln (13) und (14)




und -aus diesen die gesuchten angeniherten Funktionswerte

5+
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R ]y()+(h—"2 v
2x
h3 B3
Y +h)~ [ c ]y()+
h h? h? h3 h3
1—— 12 o My,
+( x 2 + x> * 3x x3Jy(x)

Auf Grund Gleichung (11) erhilt man die Matrizen

|

Jo (1,01)

—J, (1,01}

M jbo1 —

Ez

o
I

Il

0,76078101; [
0,4432857

0,9999502

| —0,0099503

0,9999502
—0,0099508

0,9999502

| —0,0099513

0,9999502

| —0,0099518

0,9999502

. —0,0099522

0,9999502

| —0,0099527

0,9999502

| —0,0099530

0,9999502
—0,0099535

0,9999502

| —0,0099539

0,9999502

| —0,0099543

0,009950117,
0,9900493

0,00995067,
0,9901463

0,00995117,
0,9902416 ]

0,00995161,
0,9903350

0,00995201,
0,9904265

0,00995257,
0,9905163

0,0099529]
0,9906045
0,00995347,
0,9906910
0,00995387,
0,9907759

0,00995427,
0,9908594 |

“

noon |-

L —-] s (18)

(19)

0,75633217;
0, 4464881]
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 J, (L03)]~[ 0,75185131; | Jo(1,04)]~s[ 0,7473390]

s

| —J,(1,03)] | —0,4496576| | —J, 1.04)] |~—0,4527939]
Jo (LOS)]~<[  0,7427956 |5 | J, (1,06)]~[ 0,7382212];

| —J, (1,05)] | —0,4558967] | —J,(1,06)] [—0,4589659]
T Jo(LOT) ]~ 0,73361641; [ J,(1,08)]~[ 0,72898137;

| —J, (1,07)] | —0,4620012| |—J, (1,08)] |—0,4650025
Jo (1,09) [ ~«| 0,72431647; [ Jo (1,10)]A[ 0,7196220] .

—J; (1,09 |—0,4679695] |—J,(1,10)] |—0,4709020

Vergleicht man - diese Zahlenwerte mit denjenigen einer auf sieben

Stellen genauen Tafel [3], dann erkennt man, dafl die grofite Abweichung
kleiner ist als 4-10-7,

Der groBie Vorteil des beschriebenen Verfahrens besteht darin, daf} es
sehr schnell ist und leicht zu Endresultaten fithrt.

Anmerkung

Fir seine wertvollen Hinweise und Anregungen bin ich meinem Kollegen Herrn P.
Bajcsay zu besonderem Dank verpflichtet.

Zusammenfassung

In dem vorliegenden Aufsatz wird ein von P. Bajcsay veriffentlichtes Verfahren [2]
zur niherungsweisen Losung gewothnlicher homogener linearer Differentialgleichungen
zweiter Ordnung angewandt. Als Beispiel wird die Losung einer Besselschen Differentialglei-
chung beschrieben.
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