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Zum Entwurf radialer Strömungsmaschinen hohen Wirkungsgrades ist 
die eingehende Kenntnis ihres inneren strömungsphysikalischen Verhaltens 
erforderlich. Die Strömungsvorgänge im Inneren des Laufrades lassen sich nach 
neuerdings entwickelten Rechenverfahren [1], [2] gut erfassen. Damit das 
Laufrad unter günstigsten Umständen arbeite, hat man die Konturfläcbe des 
rotationssymmetrischen Raumes vor dem Laufrad (Saugrohr, Eintrittsab­
rundung usw.) so auszubilden, daß dort die Gefahr einer Ablösung der Strö­
mung ausgeschlossen sei. Die Voraussetzung dafür bildet die Forderung, daß 
die Verteilung der Meridiangeschwindigkeiten längs der Kontur bekannt sei. 
In der vorliegenden Arbeit wird ein Rechenverfahren zur Ermittlung der 
potentialtheoretischen Konturgeschwindigkeiten vor den radialen Laufrädern 
mit gerader Rückscheibe dargelegt. 

Es ist bekannt, daß man feste Körper, die in Potentialströmungen gelegt 
sind, zwecks mathematischer Untersuchung durch geeignete Systeme der 
Singularitäten ersetzen kann. Die Gesch"windigkeit an der Oberfläche des Kör­
pers ergibt sich als die vektorielle Summe der Grundströmgeschwindigkeit 
und der von Singularitäten induzierten Geschwindigkeiten. Das ersetzende 
Singularitätensystem läßt sich durch die kinematische Bedingung bestimmen, 
daß der Geschwindigkeitsvektor an jedem Oberflächenpunkt in der Berüh­
rungsebene zu liegen hat. Diese Bedingung läßt sich im allgemeinen nur durch 
ein System kontinuierlich verteilter Singularitäten genau befriedigen. 

Ist die Strömung rotationssymmetrisch, so können wir als Ersatzsystem 
eine mit der Grenzfläche des Rotationskörpers zusammenfallende Wirbelfläche 
ansehen, die aus elementaren Wirbelringen aufgebaut ist. Die kinematische 
Bedingung ist ferner zweckmäßig so zu formulieren, daß die SToKEssche 
Stromfunktion an der Grenzfläche einen konstanten Wert betragen soll. 
Wegen der Rotationssymmetrie genügt es, die auf ein Zylinderkoordinaten­
system (ro' zo) gemäß Abb. 1 bezogenen Untersuchungen nur in einem Meridian­
schnitt durchzuführen. 

Abb. 1 zeigt den rotationssymmetrischen Raum eines Ventilatorgehäuses, 
in dem die Strömung als durch diejenigen Wirbelringsysteme hervorgerufen 
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betrachtet werden soll, die an der Rückscheibe und an der vorderen Grenz­
fläche des Gehäuses verteilt sind. Wir wollen die Konturgeschwindigkeits­
verteilung längs dieser Grenzfläche bestimmen. Betrachten wir zunächst das 
letztere Wirbehingsystem. Die Intensität seiner Wirbehinge sei dy = y(so}dso' 
worin y(so} die spezifische Wirbelstärke (bezogen auf die Bogenlängeneinheit 
der Meridianlinie), So die laufende Bogenlänge und dso das Bogenlängenelement 
der Meridianlinie bedeuten soll. Läuft ein Wirbehing a der Stärke 1 durch 
einen - mit den Zylinderkoordinaten (ro, zo) oder mit der Bogenlänge So 
gegebenen - Punkt' der Meridianlinie, * dann ergibt sich die SToKEssche 
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Abb. 1 

Stromfunktion der von diesem einzelnen Wirbelring verursachten Strömung 
im Aufpunkt P(r, z) der Meridianlinie zu 

1fJ: (r, z) = - _1_ Vrro [~(K - E) - kK] 
2n k 

(1) 

(Vgl. [3], insbes. GI. 456b). Hierbei ist K bzw. E das vollständige ellyptische 
Integral erster bzw. zweiter Gattung, definiert durch 

:</2 

K (k) =. r -;-;::;====:;:da::===== J Vl-k2 sin2 a 
o 

(2) 

* Ein Wirbelring ist eindeutig bestimmt durch seine Intensität, seinen Halbmesser TO 
und den Abstand Zo seiner Ebene von der Ebene Zo = 0, d. h. durch die Wirbelstärke und die 
Koordinaten TO' Zu des Punktes, den er durchläuft. Im folgenden werden wir die Wirbelringe 
mit diesem Punkt bezeichnen. 
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hzw. 
"'/2 

E(k) = S VI-=- k2 sin2 a da (3) 
o 

mit dem Modul 

(4) 

Der Zusammenhang zwischen den Zylinderkoordinaten ro, Zo und der 
Bogenlänge So ergibt sich gegebenenfalls aus der Funktion f(ro, zo) = 0 der 
Meridianlinie. Die - im folgenden kurz als Wirkungsfunktion bezeichnete 
und von der Lage des Wirbelringes und des Aufpunktes abhängige - Größe 
1f!! läßt sich also als eine Funktion von So und sausdrücken: 1p! = 1f!!(so's). 
Dann ergibt sich die SToKEssche Stromfunktion der vom gesamten Wirbel­
ringsystem hervorgerufenen Strömung in P zu 

I 

1fJ+ (s) = .\' 1f!: (so, s) y(so) dso' 
o 

(5) 

wo 1 die Länge der Meridianlinie bezeichnet. Die unbekannte Verteilungs­
funktion y(so) ist dementsprechend nach der kinematischen Bedingung 

zu bestimmen. 

I 

\' 'P: (so, s) y(so) dso = const 
o 

(6) 

Wir können nunmehr das induzierte Geschwindigkeitsfeld dieses Wirbel­
ringsystems berechnen. Die radiale bzw. axiale Komponente dieses Feldes 
ergibt sich an der Konturfläche zu 

bzw. 

1 

Vr+ (s) = J' V:+ (So' s) y(so) dso 
o 

1 

V Z7 (s) = r v;+ (SO, s) y(so} dso' 
o 

(7) 

(8) 

wobei v;+(so, s) und v:+(so, s) die vom Wirbelring a ge~äß Abb. 1 bei einer 
Stärke 1 im Punkt P(r, z ; s) induzierten radialen bzw. axialen Geschwindig­
keitskomponenten bedeuten, die man aus den bekannten Beziehungen 

und 

v;+ (so' s) = - ~-sa 1p: (r, z) 
r z 

) 1 S. ) 
vz+(so's =--1p+(r,z 

r Sr 

(9) 

(10) 
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[V gl. [3], insbes. GI. (256)] herleiten kann. Sie lauten unter Berücksichtigung 
von (1): 

v;+(so,s) = lyr;:;;JE(k)(Z- ZO) [ k
3 

_ k ]+(Z-Zo)kK(k)! (ll) 
4nT TTO 1 2(1- k2) 1 - k2 1 ' 

v;+ (So, s) = - 1 IE(k) [ k
3 (1 + ~). _ k ] + kK(k)} (12). 

4nYrro I 2(I-k2) T .1-k2 

Die Komponent-en vr+(s) und V z+ (s) stellen noch nicht die endgültige 
Lösung unserer Aufgabe dar, weil sie die Wirkung der Rückscheibe nicht ent­
halten. Man kann diese Wirkung als Spiegelung des bisher untersuchten Wirbel­
ringsystems bezüglich der Rückscheibe in Betracht ziehen. Halbiert nämlich 
eine Ebene den Abstand z''''lschen zwei koaxialen, mit dieser Ebene parallelen 

_. Z.P!"",. -.ZIL. • Id"-/=!d"fr 

z:{~[----_-~]') }o 
j ,--- -- , 

d"a Zo=O dff"-

Abb.2 

Wirbehjn~en gleicher Stärke und gleichen Halbmessers aber entgegengesetz­
ten Drehsinnes, dann kann sie als eine Stromfläche der von beiden Wirbel­
ringen verursachten Strömung betrachtet werden. Man darf deshalb diese 
Ebene ohne Störung dieser Strömung durch eine (unendlich dünne) Wand 
ersetzen. Ebenso kann umgekehrt die Rückscheibe - hinsichtlich ihrer Wir­
kung auf die Strömung mit den Geschwindigkeitskomponenten nach GIn. (7) 
und (8) - durch ein auf sie (d. h. auf die Ebene Zo = 0) bezogenes Spiegelbild des 
erwähnten Wirbehingsystems ersetzt werden. Abb. 2 zeigt die Spiegelung 
eines Wirbehinges mit der Intensität dy. dy _ ist hierbei das Spiegelbild des 
Wirbehinges dy, und die beiden Wirbehinge zusammen sollen als gespiegelter 
Wirbehing dy bezeichnet werden. Man erhält also die Wirkungsfunktioll 
1p:'(so' s) bzw. die induzierten Geschwindigkeitskomponenten vi--(so, s) und 
vz~(so' s) des Spiegelbildes des früher schon untersuchten Wirbehinges ader 
Stärke 1 aus den GIn. (1) bzw. (ll) und (12), wenn man statt Zo (auch in GI. 
(4) für k) die Größe - Zo schreibt und das Vorzeichen dieser GIn. umkehrt. 

Auf Grund der obigen Ausführungen ergeben sich die Stromfunktion 
und die Geschwindigkeitskomponenten des gesamten gespiegelten Wirbehing­
systems mit der Verteilung y(so} in der Form 

I 

1p(s) = J [1p: (so' s) -1p: (so, s)] y(so) dso (13) 
o 
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und 
I 

Vr (s) = J (V;+ (so' s) - V;_ (so' s)] y(so) dso (14) 
o 
I 

V z (s) = J [v;+ (so, s) -v;_ (so, s)] y(so) dso . (15) 
o 

Zur Ermittlung der Konturgesch"windigkeit haben wir zunächst die Vertei­
lungsfunktion y(so) des Ersatzsystems aus der Beziehung 

I r [V': (so, s) - V'~ (so' s)] y(so) dso = C 
'0 

(C = const) (16) 

auszurechnen. Danach ergibt sich die endgültige Geschwindigkeitsverteilung 
mit den nach GIn. (14) und (15) ermittelten Komponenten vr(s) und vis) 
längs der Meridianlinie zu 

v(s) = [v~ (s) + v~ (s)]Yt. (17) 

Es sei hier bemerkt, daß die Ausdrücke (7), (8) und (14), (15) uneigentliche 
Integrale sind, da die Komponenten v; und v: falls So -+ s (also TO -+ T, Zo -+ 0 
und k -+ 1) - wie aus den GIn. (2), (11) und (12) ersichtlich - unendlich groß 
werden. Man kann jedoch ihre Konvergenz beweisen [4]. 

Die praktische Anwendung dieses Verfahrens ist oft mit Schwierigkeiten 
verbunden, da die Auflösung von (16) im allgemeinen analitisch überhaupt 
nicht, und numerisch genau gleichfalls nur mit hohem Arbeitsaufwand durch­
führbar ist. Im folgenden soll aus diesem Verfahren eine Näherungsmethode 
mit kleinerem Arbeitsaufwand entwickelt werden. Es wird hierbei die kine­
matische BedingungljJ(s) = C nur für 2n-zahlige Aufpunkte der Meridian­
linie Pi(Ti, Zi) und Pi,(Tb Zi') (wo i = 1,2, ... n und i' = n + 1, n 2, ... , 
2n) aufgeschrieben, und dementsprechend die Konturfläche durch 2n-zahlige 
gespiegelte Wirbehinge ersetzt, deren Intensität T j und T j , (wo j = 1, 2, 
... , n; j' = n + 1, n + 2, ... , 2n) durch Iteration, durch wieder holte Auf­
lösung zweier (je n Unbekannte enthaltender) linearer Gleichungssysteme 
bestimmt "wird. (Dies ist erfahrungsgemäß weniger umstä'ndlich, als die ein­
malige Auflösung eines linearen Gleichungssystems mit 2n Unbekannten.) 
Die Iteration liefert uns Schritt für Schritt die Stärken L1 Tj und L1 Tj , jener 
zusätzlichen Wirbehinge, die trotz der gegenseitigen Beeinflussung von den 
Wirbe~ingen Ti und Ti' die Erfüllung der kinematischen Bedingung verbürgen. 
Die Lage der (mit der Rotationsfläche koaxialen) Wirbelringe sei durch den 
Punkte Pi(TOj, ZOj) bzw. Pjo{TOi" zOi') gegeben. Um Verwicklungen infolge der 
erwähnten Unstetigkeit des Geschwindigkeitsfeldes zu vermeiden, hat man 
die Punkte Pi und Pi' außerhalb der Grenzfläche zu wählen. Nachfolgend 
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werden wir die Wirkungs funktion mit doppeltem Index hezeichnen. Der erste 
entspricht dem Index des Aufpunktes, für welchen wir die Stromfunktion auf­
schreiben wollen, der zweite ist gleich dem Index jenes Punktes, durch den 
der die Strömung hervorrufende Wirhelring verläuft. 

* * ' Bedeutet dementsprechend 'ljJij+ hzw. 'ljJij_ im Aufpunkt Pi den Wert 
der Wirkungsfunktion des durch den Punkt Pj verlaufenden Wirhelringes 
hzw. seines Spiegelhildes, dann trägt der gespiegelte Wirhelring der Intensität 
rJ zur SToKEsschen Stromfunktion in Pi die Größe (1pV+ - 'ljJU-)rJ hei. 
Die vollständige Stromfunktion sämtlicher Wirhelringe läßt sich für jeden 
Aufpunkt als die Summe dieser Beträge ausrechnen. Man kann also die kine­
matische Bedingung in den ausgewählten Punkten Pi mit jenen rJ-Werten 
hefriedigen, die sich aus dem linearen Gleichungssystem 

(18) 

ergehen. Diese rjO -Werte genügen jedoch den kinematischen Bedingung im 
Punkt Pi' im allgemeinen nicht, weil sie dort für die Stromfunktion statt 
der Konstante C die Größen 

n 
A ° "( '" .) r o LJ'ljJi' =..:;.; 'ljJi'j+ - 'ljJi'j- j 

j=l 
(i' = n + 1, n + 2, ... , 2n) (19) 

ergehen. Zur Kompensation der Abweichungen C - LI lJ!?, vom gegebenen 
Wert '1j! = C sind die Intensitäten rJ, der durch die Punkte Pr verlaufenden 
Wirbelringe aus dem - für die Punkte Pi' aufgeschriehenen - linearen 
Gleichungssystem 

zu bestimmen. Diese Werte von rJ zerstören jedoch die mit den Werten r~ 
schon gesicherte Erfüllung der kinematischen Bedingung in den Punkten Pi 

durch die additiven Glieder 

(i= 1,2, .. . ,n). (21) 

Nach Bestimmung der Störglieder anhand der GI. (21) kann man das 
Iterationsverfahren mit den beiden linearen Gleichungssystemen 
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und 

2n n 

1) (1f1~'j'+ -1f1;'i'-) LJTJP) = - Z (1f1i'j+ - 7p;'J-) LJTJP) 
j'=n+l j=1 

(i' = n + 1, n + 2, ... , 2n) (23) 

durchführen. Die Bezeichnungen (p) und (p -1) nehen den zusätzlichen Wir­
helstärken LI r sind keine Exponenten, sondern laufende Nummern jenes 
Schrittes, aus dem sich diese Wirhelstärke ergibt. Auf der rechten Seite der 
Gleichungssysteme (22) hzw. (23) stehen (mit entgegengesetzten Vorzeichen) 
die Werte LlljJlP-l) hzw. Ll1f1~f) der Stromfunktionen in den Aufpunkten 
Pi hzw. Pi' jener Strömung, die von den durch die Punkte Pj' hzw. Pj ver­
laufenden zusätzlichen Wirhelringen hervorgerufen "wird. [Diese Wirhelringe 
werden aus dem vorangegangenen (p - l)-ten Schritt durch Auflösung des 
Systems (23) hzw. aus dem (p)-ten Schritt durch Auflösung von (22) ermittelt. 
Für den ersten Schritt, d. h. für (p) = 1, ist die rechte Seite von (22) mit den 
Werten:"'- LJ1p? nach GI. (21) identisch.] Diese Größen werden mit der Wirkung 
der (p)-ten zusätzlichen Wirhelringe kompensiert, deren Intensitäten LI TP') 
hzw. LI T?) sich aus den Systemen (22) hzw. (23) ergehen. 

Ist die Lage der Punkte Pi' Pb PJ und Pj' zweckmäßig gewählt, so 
kann man eine schnelle Konvergenz der Iteration erreichen, da die Abweichun­
gen LJ1Jilp-1) und Ll7p~f) von dem für die Grenzfläche vorgeschriehenen kon­
stanten Wert der Stromfunktion - und infolgedessen auch die diese Abwei­
chungen kompensierenden zusätzlichen Wirhelstärken LI TJP> und LI Tjf> -
rasch ahklingen. Man 'wird sich die Fertigkeit, die für die Ausführung solcher 
Rechnungen nötig ist, schnell aneignen. Fügt man die aus den einzelnen 
Schritten sich ergehenden zusätzlichen Wirhelstärken Schritt für Schritt zur 
Summe der aus den vorangegangenen Schritten erhaltenen zusätzlichen Wirhel­
stärken hin, so erhält man die heiden Zahlenfolgen 

T \l Tü> - TP -L AT(I) T(2) - T(I> -L ,fT(2) und TP TÜ) - TP I ATÜ) 
J' j - ] I LJ j , j - J I LJ j ,... J" j' - J' T LJ j" 

T)?> = Tp> + LJTP), . ... 

Die Größen Tjm) hzw. Tr) bedeuten also die (m)-ten Näherungswerte der 
Stärken Tj hzw. T j , jener Wirhelringe, die durch den Punkt Pj hzw. Pj' ver­
laufen und die den kinematischen Bedingung in den Aufpunkten erfüllen. Die 
Wirhelstärken T j hzw. T j , ergehen sich dann als Grenzwert dieser Zahlen­
folgen für den Fall, daß die Zahl (m) der Iterationsschritte unhegrenzt zunimmt: 

m 
T· = lim T(m) = lim [Tf) + Z LJT(p)] 

] (ml-'" ] m~'" J (P)=1 J 
(24) 

m 

Tl' = lim TJ!11> = lim [Tl + Z LJTjP>] • 
(m)_oo m~'" (P)=l 

(25) 

2 Periodica Polytechnica M. Vj4. 
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Konvergiert die Iteration ziemlich schnell, so kann man diese Grenzwerte nach 
einigen Schritten durch graphische oder analytische Extrapolation bestimmen. 
Es sei hier bemerkt, daß die Koeffizienten der Unbekannten in beiden Glei­
chungssystemen (22) und (23) als Wirkungsfunktionen der gespiegelten Wjrbel­
ringe nur von den Koordinaten der Punkte Pi' Ph Pj und Pj, abhängen. 
Deshalb verändert sich im Laufe der Iteration lediglich der inhomogene Teil 
der Systeme (22) und (23), was den Arbeitsaufwand der Iteration wesentlich 
vermindert. 

Beim Ausrechnen der Komponenten der Konturgeschwindigkeit werden 
wir bezüglich der Indizes der Aufpunkte Pi und Pi' bzw. der die Lage der 
Wirbelringe kennzeichnenden Punkte Pj und P j , im Gegensatz zum bisheri­
gen von nun an keinen Unterschied machen, d. h. es werden lediglich die 
Indizes i = 1, 2, ... , 2n bzw. j = 1, 2, ... , 2n benutzt werden. Dementspre­
chend ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten im Punkt Pi der Meri­
dianlinie mit den nach den GIn. (24) und (25) bestimmten Werten von Tj zu 

(26) 

(27) 

Hierbei bedeuten v;+(Pi', Pj ) und v;+(Pi , Pj) bzw. v':-(Pi , Pj ) und v; __ (Pi , Pj) 
die radialen und axialen Gesch"windigkeitskomponenten im Punkt Pi(ru Zi) 
der Meridianlinie, induziert durch den durch den Punkt Pj(rj, Zj) gegebenen 
Wirbelring bzw. durch sein Spiegelbild. Wir erhalten diese Komponenten aus 
den Beziehungen (11) und (12), wenn , .. TI statt r, Z und ro, Zo die Zylinder­
koordinaten ri, Zi und rj' Zj bzw. rj, Zj schreiben. Schließlich sind die Werte 
der Konturgeschwindigkeit in den Aufpunkten nach der GI. 

(28) 
auszurechnen. 

Die systematische Arbeit wird wesentlich erleichtert, wenn man die 
Wirkungsfunktion (1) und die Geschwindigkeitskomponenten nach den GIn. 
(11) und (12) in dimensionsloser Form als Funktionen der dimensionslosen 

z - Zo 
Zylinderkoordinaten Q = rjro und' 7".c= gebrauchen werden. Diese 

ro 
sogenannte reduzierte Wirkungsfunktion und die reduzierten Geschwindig­
keitskomponenten ergeben sich mit den Abkürzungen 

und 

A(k2) = ~ (K - E) - kK 
k 

(29) 
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2 - k 2 

1 - k2 

lJ!' (T, z) V-
lj' ((2, C) == --- = - ~ A(k2) 

TO 2n· 

1 
_-P(k2)~ 
4n(23 2 2 

. 1 r 1 + 
Li; (Q, ~) == TO v; (T, z) = - - 4no3j2 -lA(k2

) - P(k2
) 2 
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(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

+ 1 P(k)J, (34) 
k2 

und sind ein für allemal berechenbar. Stehen die Zahlenwerte dieser Funktio­
nen tabellarisch oder graphisch zur Verfügung, so hat man gegebenenfalls 
lediglich die dimensionslosen Koordinaten (2 und ~ zu bestimmen und die 
zugehörigen Werte der reduzierten Wirkungsfunktion und der reduzierten 
Geschwindigkeitskomponenten aus der Tabelle oder aus den Diagrammen zu 
entnehmen. 

Die Funktionen 1j;* bzw. v~ und v~ haben die Symmetrie-Eigenschaften 
ip*((2, - C) = lj*(Q,~) bzw. r~(Q, - C) = - v;(e, C), v;(Q, -~) = v;((2, C). 
Dementsprechend genügt es, die Zahlenwerte aller drei Funktionen nur für 
positive C -Werte auszurechnen. Es sei hier bemerkt, daß alle drei Funktionen 
ihr Vorzeichen dem Drehsinn des Wirbelringes gemäß wechseln. In [5] ist die 
reduzierte Wirkungsfunktion graphisch, die reduzierte Geschwindigkeits­
komponente außerdem auch in Tabellenform für den Bereich 0 <Q 2, 
o ~ 2,5 gegeben, wo die Vorzeichen dem positiven Drehsinn gemäß der 
A.hb. 1 entsprechen. ([5] enthält auch eine Tabelle der Hilfsfunktionen A(k2) 

und P(k2) für den Bereich 0 k2 < 0,9995.) 
Die Brauchbarkeit des geschilderten Verfahrens wurde durch Messungen 

im elektrolytischen Trog nachgeprüft. Der Vergleich der berechneten Geschwin­
digkeitsverteilung längs der Meridianlinie zeigt eine gute Übereinstimmung 
mit den Messungen, was die Anwendbarkeit der Methode zu bestätigen scheint. 

Zusammenfassung 

Für die reibungsfreie inkompressible Strömung durch den rotationssymmetrischen 
Raum vor radialen Laufrädern wurde mit Hilfe einzelner Wirbelringe ein einfaches Näherungs­
verfahren entwickelt. Die Stärke der Wirbelringe ergibt sich dureh wiederholte Auflösung 
jener zwei linearen Gleichungssysteme, durch die die Erfüllung der kinematischen Bedingung 
ausgedrückt ist, daß die SToKEssche Stromfunktion an der Grenzfläche einen konstanten Wert 
aufzuweisen hat. Die Konturgeschwindigkeit wird als die von diesem Wirbelringsystem 
induzierte Geschwindigkeit ermittelt. 

2* 
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