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Zum Entwurf radialer Stromungsmaschinen hohen Wirkungsgrades ist
die eingehende Kenntnis ihres inneren stromungsphysikalischen Verhaltens
erforderlich. Die Stromungsvorginge im Inneren des Laufrades lassen sich nach
neuerdings entwickelten Rechenverfahren [1], [2] gut erfassen. Damit das
Laufrad unter giinstigsten Umstéinden arbeite, hat man die Konturfliche des
rotationssymmetrischen Raumes vor dem Laufrad (Saugrohr, Eintrittsab-
rundung usw.) so auszubilden, daf} dort die Gefahr einer Ablésung der Stro-
mung ausgeschlossen sei. Die Voraussetzung dafiir bildet die Forderung, daB
die Verteilung der Meridiangeschwindigkeiten lings der Kontur bekannt sei.
In der vorliegenden Arbeit wird ein Rechenverfahren zur Ermittlung der
potentialtheoretischen Konturgeschwindigkeiten vor den radialen Laufridern
m it gerader Riickscheibe dargelegt.

Es ist bekannt, daB man feste Kérper, die in Potentialstrémungen gelegt
sind, zwecks mathematischer Untersuchung durch geeignete Systeme der
Singularititen ersetzen kann. Die Geschwindigkeit an der Oberfliche des Kor-
pers ergibt sich als die vektorielle Summe der Grundstrémgeschwindigkeit
und der von Singularititen induzierten Geschwindigkeiten. Das ersetzende
Singularititensystem 1dBt sich durch die kinematische Bedingung bestimmen,
dafl der Geschwindigkeitsvektor an jedem Oberflichenpunkt in der Beriih-
rungsebene zu liegen hat. Diese Bedingung 148t sich im allgemeinen nur durch
ein System kontinuierlich verteilter Singularititen genau befriedigen.

Ist die Stréomung rotationssymmetrisch, so konnen wir als Ersatzsystem
eine mit der Grenzfliche des Rotationskérpers zusammenfallende Wirbelfliche
ansehen, die aus elementaren Wirbelringen aufgebaut ist. Die kinematische
Bedingung ist ferner zweckmiiflig so zu formulieren, dafl die StogEssche
Stromfunktion an der Grenzfliche einen konstanten Wert betragen soll.
Wegen der Rotationssymmetrie geniigt es, die anf ein Zylinderkoordinaten-
system (rg, 5,) geméfl Abb. 1 bezogenen Untersuchungen nur in einem Meridian-
schnitt durchzufiihren.

Abb. 1 zeigt den rotationssymmetrischen Raum eines Ventilatorgehiuses,
in dem die Strémung als durch diejenigen Wirbelringsysteme hervorgerufen
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betrachtet werden soll, die an der Riickscheibe und an der vorderen Grenz-
fliche des Gehduses verteilt sind. Wir wollen die Konturgeschwindigkeits-
verteilung lings dieser Grenzfliche bestimmen. Betrachten wir zunichst das
letztere Wirbelringsystem. Die Intensitit seiner Wirbelringe sei dy = v(s,)ds,,
worin y(s) die spezifische Wirbelstirke (bezogen auf die Bogenlingeneinheit
der Meridianlinie), s, die laufende Bogenlinge und ds, das Bogenliingenelement
der Meridianlinie bedeuten soll. Liuft ein Wirbelring a der Stirke 1 durch
einen — mit den Zylinderkoordinaten (ry, z,) oder mit der Bogenlinge s,
gegebenen — Punkt der Meridianlinie,* dann ergibt sich die SToxEssche
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Stromfunktion der von diesem einzelnen Wirbelring verursachten Stromung

im Aufpunkt P(r, z) der Meridianlinie zu

1

27

Y (rz) = — Verg {—i—(K——E)—kK] (1)

(Vgl. [3], insbes. Gl. 456b). Hierbei ist K bzw. E das vollstindige ellyptische

Integral erster bzw. zweiter Gattung, definiert durch

da
K(k) =‘ /1 — E2sin2a @
0

* Ein Wirbelring ist eindeutig bestimmt durch seine Intensitit, seinen Halbmesser r,
und den Abstand z, seiner Ebene von der Ebene z;, = 0, d. h. durch die Wirbelstirke und die
Koordinaten To» 2 des Punktes, den er durchlduft. Im folgenden werden wir die Wirbelringe
mit diesem Punkt bezeichnen.
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Ek) = 'oY V1 — E*sin? a da (3)

mit dem Modul

o / 4rr,
g (. ®

Der Zusammenhang zwischen den Zylinderkoordinaten ry, z, und der
Bogenlidnge s, ergibt sich gegebenenfalls aus der Funktion f(ry, 7o) = 0 der
Meridianlinie. Die — im folgenden kurz als Wirkungsfunktion bezeichnete
und von der Lage des Wirbelringes und des Aufpunktes abhingige — GréBe
p§ 1Bt sich also als eine Funktion von s, und s ausdriicken: p} = pi(sq,s).
Dann ergibt sich die SToxEssche Stromfunktion der vom gesamten Wirbel-
ringsystem hervorgerufenen Strémung in P zu

1

. (s) = é % (Sg 8) (o) dsq » ()

wo I die Linge der Meridianlinie bezeichnet. Die unbekannte Verteilungs-
funktion y(s,) ist dementsprechend nach der kinematischen Bedingung

!
[ 7 (50 5) 7(s0) dsy = const (6)

zu bestimmen.

Wir kénnen nunmehr das induzierte Geschwindigkeitsfeld dieses Wirbel-
ringsystems berechnen. Die radiale bzw. axiale Komponente dieses Feldes
ergibt sich an der Konturfliche zu

!
v (8) = 5 V7 (Sgs 8) 7(So) dsg (M
9
bzw.
!
v (s) = | 2. (0, 8) ¥(s0) dsy » ()
0
wobei v (sg, ) und vi.(sq, s) die vom Wirbelring @ gemiB Abb. 1 bei einer

Stérke 1 im Punkt P(r, z ; s) induzierten radialen bzw. axialen Geschwindig-
keitskomponenten bedeuten, die man aus den bekannten Bezichungen

* 1 a %
vry (8gp8) = — —— . (ry3) 9
r oz
und
1 & .
vz (S0 8) = — — 9. (1, 2) (10)

r or
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[Vgl. [3], insbes. Gl. (256)] herleiten kann. Sie lauten unter Beriicksichtigung
von (1):

7. (5008 = ﬁ{mkx:—za[za’f o | ek | ay
0 () = — 475;;0.. F(k)[za’f 5 (17’““:“]’,1;2}“‘““(’“’ (12).

Die Komponenten v,.(s) und v,;(s) stellen noch nicht die endgiiltige
Losung unserer Aufgabe dar, weil sie die Wirkung der Riickscheibe nicht ent-
halten. Man kann diese Wirkung als Spiegelung des bisher untersuchten Wirbel-
ringsystems beziiglich der Riickscheibe in Betracht ziehen. Halbiert néimlich
eine Ebene den Abstand zwischen zwei koaxialen, mit dieser Ebene parallelen

2] jtze. da =t

Abb. 2

Wirbelringen gleicher Stirke und gleichen Halbmessers aber entgegengesetz-
ten Drehsinnes, dann kann sie als eine Stromfliche der von beiden Wirbel-
ringen verursachten Stromung betrachtet werden. Man darf deshalb diese
Ebene ohne Stérung dieser Stromung durch eine (unendlich diinne) Wand
ersetzen. Ebenso kann umgekehrt die Riickscheibe — hinsichtlich ihrer Wir-
kung auf die Stromung mit den Geschwindigkeitskomponenten nach Gln. (7)
und (8) — durch ein auf sie (d. h. auf die Ebene z, = 0) bezogenes Spiegelbild des
erwiilhnten Wirbelringsystems ersetzt werden. Abb. 2 zeigt die Spiegelung
eines Wirbelringes mit der Intensitit dy.dy_ ist hierbei das Spiegelbild des
Wirbelringes dy, und die beiden Wirbelringe zusammen sollen als gespiegelter
Wirbelring dy bezeichnet werden. Man erhilt also die Wirkungsfunktion
9¥(sp» 5) bzw. die induzierten Geschwindigkeitskomponenten v (s, s) und
vy (sg» 5) des Spiegelbildes des friiher schon untersuchten Wirbelringes a der
Stirke 1 aus den Gln. (1) bzw. (11) und (12), wenn man statt z, (auch in Gl.
(4) fir k) die GroBe — z, schreibt und das Vorzeichen dieser Gln. umkehrt.

Auf Grund der obigen Ausfithrungen ergeben sich die Stromfunktion
und die Geschwindigkeitskomponenten des gesamten gespiegelten Wirbelring-
systems mit der Verteilung y(s,) in der Form

1
w(s) = § [97 (500 5) — % (505 )] ¥(50) ds¢ (13)
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und

!
v, (s) = 6“ (V7. (sgs 5) — VP (95 8)] 7(s0) dsg (14)
v, (s) = d\' [vz+ (505 8) — vz (So» 8)] 7(50) dsg - (15)

Zur Ermittlung der Konturgeschwindigkeit haben wir zunichst die Vertei-
lungsfunktion y(s,) des Ersatzsystems aus der Beziehung

!
So (W’ (50 8) — wZ (505 )] ¥(5p) dsp =C  (C = const) (16)

auszurechnen. Danach ergibt sich die endgiiltige Geschwindigkeitsverteilung
mit den nach Gln. (14) und (15) ermittelten Komponenten v,(s) und v,(s)
lings der Meridianlinie zv

o(s) = [o2 (s) + 02 (s)]% )

Es sei hier bemerkt, daB} die Ausdriicke (7), (8) und (14), (15) uneigentliche
Integrale sind, da die Komponenten v; und o} falls sy — s (also ry—>r, 2y — 0
und k — 1) — wie aus den Gln. (2), (11) und (12) ersichtlich — unendlich gro
werden. Man kann jedoch ihre Konvergenz beweisen [4].

Die praktische Anwendung dieses Verfahrens ist oft mit Schwierigkeiten
verbunden, da die Auflssung von (16) im allgemeinen analitisch iiberhaupt
nicht, und numerisch genau gleichfalls nur mit hohem Arbeitsaufwand durch-
fithrbar ist. Im folgenden soll aus diesem Verfahren eine Niherungsmethode
mit kleinerem Arbeitsaufwand entwickelt werden. Es wird hierbei die kine-
matische Bedingung y(s) = C nur fiir 2n-zahlige Aufpunkte der Meridian-
linie Py(riyz;) und Pi(rinzp) (woi=1,2, ...nundi'=n-+Ln-+2, ...,
2n) aufgeschrieben, und dementsprechend die Konturfliche durch 2n-zahlige
gespiegelte Wirbelringe ersetzt, deren Intensitit I'; und I} (wo j=1, 2,

son; j =n+1,n-+2, ...,2n) durch Iteration, durch wiederholte Auf-
lésung zweier (je n Unbekannte enthaltender) linearer Gleichungssysteme
bestimmt wird. (Dies ist erfahrungsgemiB weniger umsténdlich, als die ein-
malige Auflésung eines linearen Gleichungssystems mit 2rn Unbekannten.)
Die Iteration liefert uns Schritt fiir Schritt die Stéirken 4 I'; und 4. jener
zusitzlichen Wirbelringe, die trotz der gegenseitigen Beeinflussung von den
Wirbelringen I';und I';, die Erfiillung der kinematischen Bedingung verbiirgen.
Die Lage der (mit der Rotationsfliche koaxialen) Wirbelringe sei durch den
Punkte Pj(ryj, zo;) bzw. Pj(ryjs zoj) gegeben. Um Verwicklungen infolge der
erwidhnten Unstetigkeit des Geschwindigkeitsfeldes zu vermeiden, hat man

die Punkte P; und P; auBlerhalb der Grenzfliche zu wihlen. Nachfolgend
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werden wir die Wirkungsfunktion mit doppeltem Index bezeichnen. Der erste
entspricht dem Index des Aufpunktes, fiir welchen wir die Stromfunktion auf-
schreiben wollen, der zweite ist gleich dem Index jenes Punktes, durch den
der die Strémung hervorrufende Wirbelring verlduft.

Bedeutet dementsprechend vj;+ bzw. 1,0?}__ im Aufpunkt P; den Wert
der Wirkungsfunktion des durch den Punkt P; verlaufenden Wirbelringes
bzw. seines Spiegelbildes, dann trigt der gespiegelte Wirbelring der Intensitit
I} zur StokEsschen Stromfunktion in P; die GroBe (wis —y)?}_)]‘,p bei.
Die vollstindige Stromfunktion simtlicher Wirbelringe 148t sich fiir jeden
Aufpunkt als die Summe dieser Betrige ausrechnen. Man kann also die kine-
matische Bedingung in den ausgewihlten Punkten P; mit jenen [ }’-Werten
befriedigen, die sich aus dem linearen Gleichungssystem

Wi — i) P =C (=12..,n) (18)

J

[

L=

ergeben. Diese Z’Jp-Werte geniigen jedoch den kinematischen Bedingung im
Punkt P, im allgemeinen nicht, weil sie dort fiir die Stromfunktion statt
der Konstante C die GréBen

n
Ayl = 3 (i —yij) LY (=n+41n+2,...,2n) (19)

j=1

ergeben. Zur Kompensation der Abweichungen C— 4 pi vom gegebenen
Wert ¢ == C sind die Intensitdten I’jp, der durch die Punkte P;, verlaufenden
Wirbelringe aus dem — fiir die Punkte P; aufgeschriebenen — linearen

Gleichungssystem

S Wi — i) T2 =C— Ayl (F=n+Ln+2,...,2n) (20

J=n+1
. . ” 0 . . . . 0
zu bestimmen. Diese Werte von I}, zerstéren jedoch die mit den Werten I;

schon gesicherte Erfiillung der kinematischen Bedingung in den Punkten P;
durch die additiven Glieder

2n
Adyd= 3 1(zp{j,+ — i) Y (t=1L12,....n) (21)
J=n+
Nach Bestimmung der Storglieder anhand der Gl (21) kann man das
Tterationsverfahren mit den beiden linearen Gleichungssystemen

n n
:‘ (l/):,_. — '(/):J__) AI’](P) == - (T/)ij/_:_ — 'l,Uij'_)A.Z-’J(-P-l) (L == 1, 2, PN n) (22)

j=1 Jr=n+1
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und

n

7 \;_ (wu + "pi"j'—) AF]‘(},) = gl(w;’j+ - w;’j—)AP}p)
(=n+1n42,...,2n) (23)

durchfiihren. Die Bezeichnungen (p) und (p — 1) neben den zusitzlichen Wir-
belstirken /1I" sind keine Exponenten, sondern laufende Nummern jenes
Schrittes, aus dem sich diese Wirbelstirke ergibt. Auf der rechten Seite der
Gleichungssysteme (22) bzw. (23) stehen (mit entgegengesetzten Vorzeichen)
die Werte APV bzw. Ay der Stromfunktionen in den Aufpunkten
P; bzw. P; jener Stromung, die von den durch die Punkte P; bzw. P; ver-
laufenden zusétzlichen Wirbelringen hervorgerufen wird. [Diese Wirbelringe
werden aus dem vorangegangenen (p — 1)-ten Schritt durch Auflésung des
Systems (23) bzw. aus dem (p)-ten Schritt durch Auflésung von (22) ermittelt.
Fiir den ersten Schritt, d. h. fiir (p) = 1, ist die rechte Seite von (22) mit den
Werten — Ay nach Gl.(21) identisch.] Diese GroBen werden mit der Wirkung
der (p)-ten zusitzlichen Wirbelringe kompensiert, deren Intensititen Al }p)
bzw. A]”j(,p) sich aus den Systemen (22) bzw. (23) ergeben.

Ist die Lage der Punkte P;, Py, P; und P; zweckmiflig gewihlt, so
kann man eine schnelle Konvergenz der Iteration erreichen, da die Abweichun-
gen Ay~ D und 4¢P von dem fiir die Grenzfliche vorgeschriebenen kon-
stanten Wert der Stromfunktion — und infolgedessen auch die diese Abwei-
chungen kompensierenden zusitzlichen Wirbelstirken AI™ und AT'® —
rasch abklingen. Man wird sich die Fertigkeit, die fiir die Ausfithrung solcher
Rechnungen nétig ist, schnell aneignen. Fiigt man die aus den einzelnen
Schritten sich ergebenden zusitzlichen Wirbelstirken Schritt fir Schritt zur
Summe der aus den vorangegangenen Schritten erhaltenen zusétzlichen Wirbel-
stirken hin, so erhilt man die beiden Zahlenfolgen

I9TW =T9 4 ATO, T = T'® 4 AT® ... und I8, TP = T+ AT'P,
IO =TW 4 ATY,. ...
J

Die GroBen I\™ bzw. I''” bedeuten also die (m)-ten Naherungswerte der
Stiarken I; bzw. I';. jener Wirbelringe, die durch den Punkt P; bzw. P; ver-
laufen und die den kinematischen Bedingung in den Aufpunkten erfiillen. Die
Wirbelstirken I'; bzw. I';, ergeben sich dann als Grenzwert dieser Zahlen-
folgen fiir den Fall, daf} die Zahl (m) der Iterationsschritte unbegrenzt zunimmt:

Iy = lim TP = lim (17+ 3 ATf] 24)
(m)->e me>e2

Ij=lim I''™=lim [I'}-+ 2’ Aj‘(p)] (25)
()‘l‘l)——)cn m—>x

2 Periodica Polytechnica M. V/4.
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Konvergiert die Iteration ziemlich schnell, so kann man diese Grenzwerte nach
einigen Schritten durch graphische oder analytische Extrapolation bestimmen.
Es sei hier bemerkt, dafl die Koeffizienten der Unbekannten in beiden Glei-
chungssystemen (22) und (23) als Wirkungsfunktionen der gespiegelten Wirbel-
ringe nur von den Koordinaten der Punkte P;, Py, P; und P; abhingen.
Deshalb veridndert sich im Laufe der Iteration lediglich der inhomogene Teil
der Systeme (22) und (23), was den Arbeitsaufwand der Iteration wesentlich
vermindert.

Beim Ausrechnen der Komponenten der Konturgeschwindigkeit werden
wir beziiglich der Indizes der Aufpunkte P; und P; bzw. der die Lage der
Wirbelringe kennzeichnenden Punkte P; und P, im Gegensatz zum bisheri-
gen von nun an keinen Unterschied machen, d. h. es werden lediglich die
Indizes i = 1,2, ...,2n bzw. j = 1,2, ..., 2n benutzt werden. Dementspre-
chend ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten im Punkt P; der Meri-
- dianlinie mit den nach den Gln. (24) und (25) bestimmten Werten von I zu

o

0. (B)= N[l (B, P) — v (B, P)] T (26)
v.(B) = 3ol (B, By — vl (B Y] T (27)

Hierbei bedeuten vi(P,v., P;) und vi (P;, P)) bzw. v'f__(P,-, P;) und vf (P;, P))
die radialen und axialen Geschwindigkeitskomponenten im Punkt Pyr;, z;)
der Meridianlinie, induziert durch den durch den Punkt P;(r;, z;) gegebenen
Wirbelring bzw. durch sein Spiegelbild. Wir erhalten diese Komponenten aus
den Beziehungen (11) und (12), wenn wir statt r, z und rg, z, die Zylinder-
koordinaten r;, z; und r;, z; bzw. r;, — z; schreiben. SchlieBlich sind die Werte
der Konturgeschwindigkeit in den Aufpunkten nach der Gl

v(P)= [s3(P) + 2 (P)]} (28)
auszurechnen.

Die systematische Arbeit wird wesentlich erleichtert, wenn man die
Wirkungsfunktion (1) und die Geschwindigkeitskomponenten nach den Gln.
(11) und (12) in dimensionsloser Form als Funktionen der dimensionslosen
Zylinderkoordinaten ¢ = rfr, und { == e gebrauchen werden. Diese

To
sogenannte reduzierte Wirkungsfunktion und die reduzierien Geschwindig-
keitskomponenten ergeben sich mit den Abkiirzungen

) = =

(K — B) — kK (29)

und
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2k |
P —k| -2 E 9K 30
(k%) T ‘ (34
(wo
R (31)
(14032 +
ist) zu
_ Y (r, %) Vo
T (0. 5) = = S (k2 32
P (e )= 2 k) (32)
B (00£) = rg v} (1. 2) L Py - 33
vr Q,,:TU,- r,\s) == — R -
0 P : (33)
. 1 1+ 1
5 (0, 5) = ro vl (ra2) = — ———| A(k?) — P(2)- 9-+—~P(k)], (34)
47g™* 2 k2

und sind ein fiir allemal berechenbar. Stehen die Zahlenwerte dieser Funktio-
nen tabellarisch oder graphisch zur Verfiigung, so hat man gegebenenfalls
lediglich die dimensionslosen Koordinaten ¢ und { zu bestimmen und die
zugehérigen Werte der reduzierten Wirkungsfunktion und der reduzierten
Geschwindigkeitskomponenten aus der Tabelle oder aus den Diagrammen zu
entnehmen.

Die Funktionen p* bzw. v; und v; haben die Symmetrie-Eigeuschaften
p*(o. — &) = ¥*(0, <) bzw. TE;::(Q: — 0= _5:(9 &) E:;(Q: —i) = 55(9: £).
Dementsprechend geniigt es, die Zahlenwerte aller drei Funktionen nur fiir
positive {-Werte auszurechnen. Es sei hier bemerkt, daff alle drei Funktionen
ihr Vorzeichen dem Drehsinn des Wirbelringes gem#f} wechseln. In [5] ist die
reduzierte Wirkungsfunktion graphisch, die reduzierte Geschwindigkeits-
komponente auBlerdem auch in Tabellenform fiir den Bereich 0 < o < 2,
0 < { < 2,5 gegeben, wo die Vorzeichen dem positiven Drehsinn gemiB der
Abb. 1 entsprechen. ([5] enthilt auch eine Tabelle der Hilfsfunktionen A(k?)
und P(k?) fiir den Bereich 0 < k*> < 0,9995.)

Die Brauchbarkeit des geschilderten Verfahrens wurde durch Messungen
im elektrolytischen Trog nachgepriift. Der Vergleich der berechneten Geschwin-
digkeitsverteilung lings der Meridianlinie zeigt eine gute Ubereinstimmung
mit den Messungen, was die Anwendbarkeit der Methode zu bestitigen scheint.

Zusammenfassung

Fir die reibungsfreie inkompressible Strémung durch den rotationssymmetrischen
Raum vor radialen Laufrddern wurde mit Hilfe einzelner Wirbelringe ein einfaches Niherungs-
verfahren entwickelt. Die Stirke der Wirbelringe ergibt sich durch wiederholte Auflésung
jener zwei linearen Gleichungssysteme, durch die die Erfiilllung der kinematischen Bedingung
ausgedriickt ist, dafl die STogESsche Stromfunktion an der Grenzfliche einen konstanten Wert
aufzuweisen hat. Die Konturgeschwindigkeit wird als die von diesem Wirbelringsystem
induzierte Geschwindigkeit ermittelt.

PES
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