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1. Einleitung und Zielsetzung

Der Frage der Bestimmung eines mechanischen Schwingungssystems mit
gegebenen Eigenkreisfrequenzen kommt eher theoretische Bedeutung zu. Der
Konstruktion einer elektrischen LC-Schaltung mit gegebenen Polen diirfte
jedoch auch eine praktische Bedeutung beizumessen sein. Die beiden Probleme
filhren wir aus dem Grund nebeneinander an, weil sie, formell betrachtet,
miteinander iibereinstimmen.

Die wichtigeren Schritte, die zur Losung des fraglichen Problems in der
Literatur [1], [2], [3] vorgeschlagen wurden, lassen sich folgendermaflen kenn-
zeichnen: .

1. Mit Hilfe der vorgeschriebenen Pole (und Nullstellen) kann die die
Impedanz des Zweipoles ausdriickende rationelle gebrochene Funktion auto-
matisch aufgeschrieben werden.

2. Anschlieflend kénnen von dieser Funktion schrittweise Glieder abge-
spalten werden, zu denen sich die entsprechenden Schaltungselemente unschwer
bestimmen lassen.

Die mechanische Seite des Problems wird von FarLx mit Hilfe des von
ihm konstruierten und als Abbildung bezeichneten endlichen Iterationsver-
fahrens folgendermaflen gel6st [4]. Zunichst werden auf elementare Weise
ausschlieBllich Schwingungssysteme mit dem Freiheitsgrad f = 1 konstruiert,
u. zw. derart, daf} die Eigenkreisfrequenzen dieser Systeme mit den vorgege-
benen Frequenzen iibereinstimmen; anschlieBend werden dann diese Einzel-
systeme durch die erwihnte Abbildung zu einem einzigen System gleichsam
»verschmolzen«, wobei das resultierende Schwingungssystem iiber mehrere
Freiheitsgrade, jedoch iiber die vorgegebenen Eigenkreisfrequenzen verfiigt.

In einem Aufsatz erwihnt ScHAEFER [5], ohne auf die Lsung ausfihr-
licher einzugehen, dafl die Aufgabe auch durch die Umkehrung des sogenannten
Baranowschen Verfahrens gelost werden kann. Unser Aufsatz beruht einer-
seits auf dieser Idee von SCHAEFER, andererseits aber auf einem Gedanken,
der in einem in dieser Zeitschrift erschienenen Aufsatz [6] die Verfahren von
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Konrx und BAraxNow vereinigt. Der Vorzug unseres in dieser Weise entwickel-
ten Verfahrens besteht im Vergleich zu den oben angefiihrten Verfahren darin,
daB} es unmittelbar in eine einfache und gut iibersichtliche graphische Form
gebracht werden kann, Es scheint uns zweckmiiflig, diese graphische Form des
Verfahrens als Richtlinie auch dann zu skizzieren, wenn die Methode als
Rechenverfahren angewendet werden sollte.

2. Zusammenfassung der einschliigigen Ergebnisse des Aufsatzes [6]

Da unser Verfahren von der im Aufsatz [6] beschriebenen Methode abge-
leitet werden kann, wollen wir zunichst das Wesen dieser Methode — ohne
Beweisfiihrung — kurz darlegen. Nach dem Aufsatz [6] konnen die Eigen-
frequenzen des in Abb. 1. dargestellten mechanischen Schwingungssystems
graphisch auf die im folgenden zu beschreibende Weise bestimmt werden.
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7 7 777 7
Abb. 1

(Im wesentlichen besteht das Verfahren in einer Kombination der in der Lite-
ratur bis zur Zeit noch nicht vereinigten Koanschen und BArRaNowschen Ver-
fahren.) Im nachstehenden wollen wir die graphische Ausfithrungsform des
Verfahrens beschreiben. Die Dimension der Federkonstanten c¢; ist hierbei:
Linge/Kraft.

Nach geeigneter Wahl der Mafleinheiten m, (cm/kp sec? cm™1) fiir die
Masse- und ¢, (cm/em kp™?) fiir die Federkonstante konstruieren wir das
sogenannte Skelette des Schwingungssystems (Abb. 2) und suchen durch Pro-
bieren denjenigen Wert a; des Abstandes a auf, mit dem die in der Abbildung
dargestellte und vom einen Endpunkt der Skelettgeraden ausgehende gebro-
chene Linie in den anderen Endpunkt der Skelettgeraden einlduft. Aus dem
derart bestimmten Wert von a; kann die grifite Eigenkreisfrequenz anhand
der Beziehung

berechnet werden.

Zur Ermittlung der gréBten Eigenkreisfrequenz, die jedoch kleiner ist
als a;, stellen wir uns die Skelettstirecke in den Beriithrungspunkten der die
Massen und Federn symbolisierenden Strecken als zerschnitten vor, fithren mit
Hilfe der aus der vorangegangenen Konstruktion bekannten Punkte C; und
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M; die in Abb. 2b veranschaulichten Umdrehungen aus und lassen schliefilich
die nach der Umdrehung erhaltenen zwei duBersten Skelettstiicke fort. Das
derart erhaltene Gebilde 148t sich als das Skelett eines neuen Schwingungs-
systems mit den Kennzahlen my,. .. cf deuten, dessen Masse um eine kleiner
ist als die des urspriinglichen Systems. Hierauf konstruieren wir wieder durch
Probieren eine der in Abb. 2a dargestellten gebrochenen Linie #hnliche Linie
{:iehe Abb. 2¢). Auf diese Weise erhalten wir den Abstand a;_;, und aus diesem
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Abb. 2

Zur Bestimmung der hiochsten Eigenkreisfrequenz, die niedriger ist als
a;_,, fiihren wir in Kenntnis der Punkte C; und M; wieder Umdrehungen aus
und konstruieren durch Probieren eine gebrochene Linie.

Auf diese Weise weiter fortschreitend, lassen sich durch abwechselnde
Vornahme der Umdrehungen und der Konstruktion der gebrochenen Linien
simtliche Eigenkreisfrequenzen ermitteln.

Die beschriebene Methode fiithrt zu einem Ergebnis auch fiir den Fall,
daf} die Masse m, oder m, oder die Massen m, und m, durch Federn an einem
fixen Punkt befestigt sind.
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3. Konstruktion eines mechanischen Schwingungssysiems
mit vorgeschriebenen Eigenkreisfrequenzen

Im pachstehenden soll gezeigt werden, daB durch die Umkehrung des
Verfahrens unter 2. auch diese Aufgabe gelést werden kann.

Soll ein Schwingungssystem mit einer Anordnung nach Abb. 1 konstruiert
werden, hat man von einem Schwingungssystem mit zwei Freiheitsgraden aus-
zugehen, wobei man wie folgt verfihrt. Es seien

g < ag<]» s <Oy

die vorgeschriebenen Eigenkreisfrequenzen.

Der Anschaulichkeit halber soll zunichst die graphische Ausfithrung der
Losung beschrieben werden. Nach Festlegung der MaBeinheiten m, und c,
wihlen wir einen beliebigen Wert fiir m{" und konstruieren gemifi Abb. 3¢
ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Héhe

betriigt. Hierauf nehmen wir ¢V derart an, daB "> cﬁ) sei, Hierauf wird ein
neues rechtwinkliges Dreieck mit der Hohe a, konstruiert, wodurch wir mg"
erhalten. Das derart erhaltene Gebilde stellt das Skelett eines Schwingungs-
systems mit zwei Freiheitsgraden und einer Eigenkreisfrequenz a; dar.

Als niichster Schritt folgt die Auftragung einer dem Skelett parallelen
Linie in einem Abstand von

Imxcx
Ay = ——2Ze <@ty
2

Nun schreiten wir, von dem rechtsstehenden Endpunkt des Skeletts aus-
gehend, nach links voran, wobei wir die gebrochene Linie, bestehend aus dem
rechtwinkligen Dreieck mit der Héhe a,, konstruieren. Auf diese Weise erhalten
wir den Punkt A (siche Abb. 3b). Dieser Punkt liegt nach [6] unbedingt
innerhalb der m{" langen Strecke. Hierauf wihlen wir innerhalb der Strecke
AP AP einen beliebigen Punkt (M{") und konstruieren nun die aus Abb. 3¢
ersichtlichen rechtwinkligen Dreiecke mit der Hohe a,. Die derart verlingerte
Skelettgerade stellen wir uns als in den Punkten M, C{", M{" zerschnitten
vor und nehmen die eingezeichneten Umdrehungen um 180° vor. Die derart
erhaltene Skelettstrecke ist in Abb. 3d dargestellt.

Diese Skelettstrecke stellt das Skelett des Schwingungssystems mit den
Kennzahlen m{, ¢, m® ¢, m$’ dar. Aus einem Vergleich der Abbildungen 2¢
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und 3d geht hervor, dafl die grofite Eigenkreisfrequenz dieses Schwingungs-
systems a, betridgt. Aus der Tatsache, daB die Abb. 3¢ aus Abb. 3d auf die
gleiche Art wie die untere Zeichnung der Abb. 2b aus deren oberer Zeichnung
ahgeleitet werden kann, geht klar hervor, daB das dem Skelett der Abb. 3d
entsprechende Schwingungssystem ebenfalls die Eigenkreisfrequenz a, besitzt.
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Die Beriicksichtigung der nichstfolgenden Eigenkreisfrequenz a, erfolgt
wie folgt:

Von dem rechtsstehenden Endpunkt der zuletzt erhaltenen Skelett-
strecke ausgehend, konstruieren wir eine gebrochene Linie nach links, die aus
dem rechtwinkligen Dreieck mit der Héhe

besteht. Hierdruch erhalten wir den Punkt 4P (sieche Abb. 3e). Dieser Punkt
Liegt .unbedingt innerhalb der m{ langen Strecke. Zwischen 4{) und AP
wiihlen wir an einer beliebigen Stelle einen Punkt M{” und konstruieren, von
diesem Punkt ausgehend, rechtwinklige Dreiecke mit der Hohe a,, dhnlich wie
in Abb. 3c dargestellt (sieche Abb. 3f). Die derart erhaltene Skelettstrecke stellen
wir uns als in den Punkten MP, C®,. .. zerschnitten vor und fithren die
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bereits bekannten Umdrehungen aus (siehe Abb. 3g). In voller Ubereinstim-
mung mit den Ausfiihrungen des vorangehenden Abschnitts 148t sich nach-
weisen, dafl das derart erhaltene Schwingungssystem mit den Kennzahlen
m{, C(13v),~ ... auller a; und a, auch die Eigenkreisfrequenz g, hat.

In der gleichen Weise fortfahrend, kénnen die Daten des gesuchten
Schwingungssystems ermittelt werden.

Soll ein Schwingungssystem konstruiert werden, das an dem einen oder
an den beiden Enden durch Federn an fixe Punkte befestigt ist, hat man im
Grunde genommen ebenfalls nach dem soeben beschriebenen Verfahren vor-
zugehen. Der Unterschied besteht lediglich darin, daB man in diesem Fall
von einem Schwingungssystem mit nur einem Freiheitsgrad ausgehen muf.

Die rechnerische Form unseres Verfahrens 148t sich aus den Abbildun-
gen 3a—d unschwer ablesen. Es diirfte die Beschreibung der den’ Abbildungen
3a—d entsprechenden Berechnung geniigen.

Die der Abb. 3z entsprechende Berechnung gestaltet sich folgender-
malen:

m® wird nach Belieben angenommen und anschliefend Y auf Grund
des Satzes fiir das geometrische Mittel in bezug auf das aus der Abbildung

ersichtliche rechtwinklige Dreieck berechnet. Aus

1) M0 —
m{d o) = — -
oy
erhalten wir

1
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AnschlieBend wird ¢ > ¢ gewihlt, und m? wie folgt berechnet:

1

m =
D

Der in Abb. 3b dargesteliten Konstruktion entspricht folgende Berech-
nung:

1 1

N S S P S
m a2 P a}

Durch m(ll.g) ist die Lage von AP bestimmt.

Der Konstruktion gemifl Abb. 3¢ entspricht folgende Berechnung:

Zunichst wird m{%’ in der Weise gewihlt, daB die Ungleichung

> mip > i)
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erfiillt wird. Der weitere Gang der Berechnung gestaltet sich folgendermafBen:
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Die Daten des aus Abb. 3d ersichtlichen, durch Umdrehungen hergestell-
ten Skeletts ergeben sich hierbei zu

m® = m{s ofY = o+ sl = ml ) o = o o)

4. Konstruktion einer elektrischen LC-Schaltung mit vorgeschriehenen Polen

Auf Grund irgendeiner der Analogien, die zwischen den mechanischen
und clektrischen Systemen bestehen, ld6t sich unschwer eine elektrische Schal-
tung angeben, deren KircHBOFFsches Gleichungssystem mit dem Differential-
gleichungssystem des bisher untersuchten mechanischen Schwingungssystems
formell iibereinstimmt. Eine solche Schaltung ist z. B. in Abb. 4 dargestellt.

Abb. 4

In der gezeichneten Form kann diese Schaltung mit dem Schaltungssystem
nach Abb. 1 (ochne Befestigung durch Federn an einen fixen Punkt) in Analogie
gebracht werden. Aus einem Vergleich der Differeutialgleichungssjrsteme, die
das Verhalten der beiden Systeme beschreiben, geht deutlich hervor, daf} die
Mafizahlen C; der Kapazititen den MaBzahlen m; der Massen und die Maf-
zahlen L; der Induktivitdten den Maflzahlen ¢; der Federkonstanten entspre-
chen.

- Eine elektrische Schaltung gemiBl Abb.4 mit vorgeschriebenen Polen
kann somit auf die unter 3. erdérterte Weise konstruiert werden. Nur miissen
an Stelle der in den dortigen Ausfithrungen vorkommenden, mit m; bezeichne-
ten Gréfen die C; und an Stelle der mit ¢; bezeichneten Gréfien die L; eingesetzt
werden.
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Zusammenfassung

Die Arbeit schligt ein Verfahren fiir die Konstruktion eines mechanischen Schwin-
gungssystems mit vorgeschriebenen Eigenfrequenzen oder einer elektrischen LC-Schaltung
mit vorgeschriebenen Polen vor. Das Verfahren beruht auf der dlteren Idee [6] des Verfassers,
daB} sich die Vereinigung des P. Koanschen und des Baranowschen Verfahrens fiir die
Lisung von Eigenwertproblemen als erfolgreich zeigen muB. Das Wesen der vorliegenden
Methede ist die Umkehrung des obigen Verfahrens, dessen Vorzug im Vergleich zu den in der
Literatur fiir dhnliche Zwecke vorgefithrten Verfahren darin besteht, daB es unmittelbar
in eine einfache und gut iibersichtliche graphische Form umgewandelt werden kann.
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