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I. Das Anfangswertproblem

1. Iterationsverfahren zur Lésung allgemeiner (nichtlinearer)
Differentialgleichungssysteme

Es sei das System von Differentialgleichungen?

(M) == fi (X3 Y Yar « « o2 Fme - - o ¥ yP=Y, L yB ) i=1,2,...,m, (L1)

mit den Anfangsbedingungen
)’?)(xﬂ) :::.),»ga),‘v = O, 1, 2, R /R 1 H i — 1_’ 2, ..., ,(y“)) _yiﬁ) (1.2)

gegeben.
Wir setzen voraus, daf} die Funktionen f; der Gleichungen (1. l) in dem
abgeschlossenen, (mn -+ 1)-dimensionalen Bereich

e — x| <a, |y — @< bs(»=0,1,2,...,n—1; i=12,....m) (13)

hinsichtlich der Variablen x stetig (daher auch beschrinkt) und nach den
iibrigen Argumenten mindestens dreimal stetig differenzierbar seien.?

Die Funktionen f; wollen wir in linearer N#herung der Argumente y
und der entsprechenden Abweichungen g; darstellen. Somit wird

=3 S 0, ()0 + b +
=S (14)

8 (XY Yor oo s ¥ - XY, D) i =1,2, ..., m;

*Ist speziell m = 1, besteht (1.1) offenbar aus einer einzigen expliziten Differential-
gleichung n-ter Ordnung.

- 2 Offenbar geniigt auch die Voraussetzung, die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

_der Funktion f; seien stetig (und daher beschrankt) und erfiillten bezughch der Argumente

Y,y =10,1,2,..., n—1, die Lipschitz-Bedingung mit derselben Lipschitz-Konstante L.
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wobei nach der Taylorschen Entwicklung

@iy (x) = a_’)’f})

und

(%35100 Y200 + > Ymo» - - YTV YETE L)

m -1 .
by (%) = fi (3520 Yoo - - 2T -+ >3 TSR — 3 n,_EO @ Y53
ist,
Nach Einfithrung der Bezeichnungen:
z, =12 (x) =] 5 (x) BE
()
y3(x)
=D(x)
_yfr0(x) _
Alxy=; 0 0 0 , wenniz=k,
0 0 0
¢ 0 0
0 0 0
_ (%) au(®) - &; 4tn-(%) _|
Ayx)=[ 0 1 0 0 0 0o s
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
_ a0(%) @ u(%) a; i5(%) a;,i5(%) @ itn=)(%) 8- (%) _
b(x)=[" 0 7|5 gdx: 2,2, .. -,zm) =[ 0 s 20 = zdx0) 3
0 0
0 0
0 0
_ bi(x) _ | gi(%350 0o )
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(2, 5 A(®) =[Au(®) Ap(®) ... Au(x)7]s blx) =] by(x)];
Z, An(x) As(x) ... Ayn(x) b,(x)
_Zm__| _Aml(x) Amz(x) cee Arnm(x)_ __bm(x)_
gxsz) =| gi(x; 23,2, .. .2 Z0) |5 2o = 2(%,),

8o(x3 2. %5y . ... %)

__gm(x 3%y3 Zgs - e zm)_
kann das System der Differentialgleichungen (1.4) in der Form

d
- z = A(x)z -+ b(x) + g(x; z) (1.5)
~ und die Anfangsbedingungen (1.2) zu
z(x,) = 2, (1.6)

geschrieben werden.
Zur Bestimmung der Losung der Matrizendifferentialgleichung (1.5)
mit der Anfangsbedingung (1.6) bilden wir die folgende Iterationsreihe:

d
5w = A(x) 2y + b(x)5  2zp(%) = 2

d
— 20 = A 20+ {bix) + g3 26—p(*)}s z0(%) =23 k=2 (L7)
Vermoge der Resolvente

X X 52
Mz =E -+ [ A(£)d& + [A(&) | A(g) dé,d&,+
. Xo ; . Xq Xo (1.8)3
+ [A%) [ A [ A dé dédé + ...
Xo X Xo

3 Hierbei bedeutet E = (1,1, ..., 1) die Einheitsmatrix, deren Ordnung mit derjenigen
vou A(x) iibereinstimmt.

5 Periodica Polytechnica M. IV/1.
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kénnen die Losungen der Differentialgleichungen (1.7) folgendermaBien darge-
stellt werden:?

() (%) = M| [ {zo

£)7h(é) dg},
| ) (1.9)
20(®) = ME, {7, + | (ML15)~1 [B() + (62— (8))] dE}.

2. Beweis der Konvergenz der angefiihrien Iterationsmethode

Die Folge (1.9) der Spaltenmatrizen zy(x) konvergiert im beschrinkten
Teilintervall | x—x,| <<a < a gleichmiBig gegen die Losung der Matrizen-
differentialgleichung (1.5), d. h.

lim zg,(x) = 2(), (2.1)
k—-ta:
wobei
¢ =min ( Vmnb — (200 = 1) 8 g-saots) 2.2)
A+ B

Im folgenden wollen wir mit G(A) das Maximum der sogenannten G-
Norm der Matrix A(x)im abgeschlossenen Intervall |x—xy] < a bezeichnen.®

4 Siehe z. B. [1] S. 141.
5 Eine zur praktischen Behandlung der Systeme gewdhnlicher, linearer Differential-
gleichungen mit variablen Koeffizienten geeignete Iterationsmethode ist z. B. in [2] anoregeben
6 Die G-Norm einer Matrix K wird durch G(K) > | Ke | definiert, wobei e ein beliebi-
ger Einheitsvektor ist. Diese G-Norm besitzt folgende ] Ewenscha_ften

G (K, K;) <6 (K,)) G (K,),
G (K, + K,) <G (Ky) + G (Ky),
G(K)<V > Ky 5
| iG=1

wobei Kjj ein beliebiges Element der Matrix K, und N ihre Ordnungszahi ist. Es gilt

M= |[Kyjlsij=12 ..., N und M < G (K) < NM. (VgL = B. [3] S. 38.)
Unter dem Betrag einer beliebigen N-reihigen Spaltenmatrix

c= [c

Cz

.Cx

1cl=]f~—12<vﬁc

verstehen wir das Folgeude:

KMZ

wobei |¢; | < C.
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Aus der Definition (1.8) der Resolvente M}, folgt, daB

G (M'io) g eG(A)Ix_xui < eG(A)a g eG(A)a’ (2-3)

Die Resolvente Mj;o besitzt — unter anderen — folgende Eigenschaf-

ten:
1. M|’ = E.
2. Aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Elemente der Matrix A(x)
folgt, dal M|, nichtsingulir ist, d. h. ein Reziprokes besitzt.
3. Die Lésung der Differentialgleichung

d
— Yy =A@y ¥(%) =Y,
dx

1Bt sich in der Form

Y (%) = MZ,y (=)
darstellen. Hieraus ergibt sich

¥ (%) = MiPy (),

M M»=E,

also

d. h.
(M)t =M. (2.4)

Aus den Gleichungen (1.8) und (2.4) ist leicht einzusehen, daf}

(Miz)-t = E — [ A (&) dé, + [ A (&) [ A (&) d&, d&, —

Xo Xo o

X 4 N (2'5)
— A (&) [A(E) [A(E)dE déydE 4+ — - - -
Daraus folgt aber
. G [(ME)1] < f@x=%a < o0lAa L gBa), (2.6)

Auf Grund der vorausgesetzten Differenzierbarkeit der Funktionen f;
im Bereich (1.3) gilt offensichtlich

LS A BT,
é%igL; i’-,—”fl—T <L, (2.7)
; ayx. ay!(:) 1 | 6}’5‘) ay!(‘v) ayga)

wobei L eine positive Konstante ist.

h*
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Da g hochstens m von Null verschiedene Elemente besitat, gilt

glxiz)| < V_;’L L (mnb)? = 4. (2.8)
Da ferner
(wobei M eine g-eeignete Konstante ist), gilt
lg(x7) —g(riz) | < Miz—z. 2.10) .
Wir setzen endlich voraus, dal im Bereich (1.3)
|b(x) <B, (211); und  |z| <5 (2.12)

Auf Grund der angegebenen Beziehungen gelten nun folgende Abschit-
zungen:

|z(x) — 7] = | (M5, — E) 2+ MMJ (M]5)~ b (£) d | <

< (%W — 1) f + 2% B |5 — xy 3 (2.13) -

| 2((%) — 2(—p (%) | = I M, j M5) " [8(5 24-(5) — (5 2-o)(é N & f =

2aG(A) | o E—1
g_fl_(Me |x— x4]) g k>0 (2.14)
M (E—1)!
Da ‘
lim | ML | . pfe2a0(a) | 0, (2.15)
ko ; u]; k
so ist offenbar die Reihe
zy + (2)(*®) — 2o) + (2Ze(%) — 2)(%)) + (Za)(%) — 2(%)) + - (2.16) |

im Intervall | x—=x, | << a absolut und gleichmiBig konvergent. Die Summe

dieser unendlichen Reihe ist aber nichts anderes als lim zy)(x). Daher existiert

gewill fme .
}cim z(%) = z (%), (2.17)
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fiir |[x— %¢|< @, und diese Spaltenmatrix-Funktion ist stetig. Aus der voraus-
gesetzten (2.10) Stetigkeit von g folgt aber, dal

Lim g (x5 2y(x)) = g (2 2 (x). (2.18)
Somit ist fiir | x—x,| < a
2 (%) = M, {z, + ( (M$)1[b (&) + g(&: z(8)] dE}. (2.19)

Da infolge der Stetigkeit des Integranden, die rechte, also auch die linke
Seite von (2.19) gewifl nach x differenzierbar ist, gilt

L o) = AWM f + [ b ) + g5 2 @)] a8} +

+ M, (M) [b(x) + g (x: 2 (x))] = Alx) 2(2) + b(x) + g(x 5 z(x));

ferner

z (%) = 2z,

d. h. (2.19) erfiillt die Differentialgleichung (1.5) und die Anfangsbedingung
(1.6).

Da fiir | x—x, | < @ und jedes k

Lz(%) — 2o | = l (M[5, — E)z, -+ M3, j (M) 72 [b(6) + g (82— (£))] d& ‘ <

< (e%4) — 1) B+ €208 (4 + B |x — x,| <

< (6908 — 1) B 4 2004 N4 + Bya < 1/1?17{ b

ist, so gilt (2.2).
Der beim k-ten Iterationsschritt auftretende ¥ehler der Néherungs-
lssung kann auf Grund der Beziehung (2.14) abgeschétzt werden:

. ' . = (M 2aG(A) D )7
af) — o) | = e S IR )
M w—k P
i (Ma LzaG(A))A’ E1 ’ .20
M k! E -+ 1— Mae2t®)

~ falls |x—x,! <o und k41> Mae04 st
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II. Das allgemeine Anfangswertproblem?

3. Anwendung der angegebenen Iterationsmethode zur Lésung
des allgemeinen Anfangswertproblems

Das angegebene Iterationsverfahren ist auch zur Lésung des folgenden
allgemeinen Anfangswertproblems geeignet.
Es sei die Matrizendifferentialgleichung

d =
Ez:A(x)z—rb(x)Tg(xsz) (1.5)

mit den vorgeschriebenen (inhomogenen) Bedingungen

etz(x)=24,1i=12,....,mn (3.1)

zu losen., Dabel ist

e’;i==[0, 0, , 0,1, 0, , o] (3.2)
i3 s S ek

mit ganzzahligen, nicht notwendigerweise verschiedenen ;% und es gelte
—a<x;<a.

Die die Bedingungen (3.1) erfiillende Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung

iz=A(x)z—{—f(x) (3.3)

dx

wird bekanntlich® durch die Summe der Lésungen dargestellt, die der homo-
genen linearen Differentialgleichung

2 = Az, (3.4)
dx

” Die Bedingungen, bei denen die unbekannten Funktionen bzw. ihre Ableitungen (d. h.
die entsprechenden Elemente der unbekannten Spaltenmatrix) bei verschiedenen gegebenen
Werten der unabhingigen Verinderlichen vorgeschrieben sind, nennen wir im folgenden
»allgemeine« Anfangsbedingungen. (Die allgemeinen Anfangsbedingungen kénnen daher
auch die sogenannten Randbedingungen enthalten.)

® Unter den Werten x; konnen auch gleiche sein, wenn aber alle x; gleich sind, dann
miissen alle a; verschieden sein, und umgekehrt.

® Siehe [4].
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mit den inhomogenen Bedingungen
e’g,« Zp (xl) =12y, 1=12,...,mn ' (3.5)

und zur inhomogenen Differentialgleichung (3.3), mit den homogenen Bedin-
gungen

e z(x)=0,i=1,2,..., mn (3.6)
zugehoéren.

Diese Aufgabe ist dann — und nur dann — eindeutig l6sbar, wenn die
Matrix der — nach (1.8) definierten — Resolventen

X=[ e Mg - (3.7
€%, M

Xa
X0

Mligm

amu

nichtsinguldr (det X == 0), also auch das Reziproke X~ vorhanden ist.

Fiihren wir noch die Bezeichnungen

— —, w x —
=] me |5 aGesD) =] e Mg | 0021 a8 (3.8)
Xy
et Mz | (MZ)-10(8) d
X3
Zmno €% MIXT" jMun)"l £(£) d¢

ein, so wird die Losung der Differentialgleichung (3.3), die den Bedingungen
(3.1) Folge leistet, durch die Gleichung

z(x) = MZ, X1 {z, + z (x; 1)} (3.9

dargestellt.

Wy, % x,1=1,2,...,mn; —aZx, < a.
1L (3 9) erfiillt die leferennalvlexchung (3.3), da

fx" 2(x) = A@) ME, X1 {Zo 4+ Z (x5 0)§ -+ M5, X7 X (M%) 7 i(x) = A®)2(x) + =) 5

und erfiillt auch die Bedingungen (3.1), da

e a(x) = o5 MX X1z, + 2 (33 )] = ehzg =203 i = 1,2, ..., mn.
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Da unser Iterationsverfahren (Punkt 1) sich darauf griindet, daf die
einzelnen Differentialgleichungen der Iterationsreihe (1.7) inhomogene lineare
Differentialgleichungen sind, ist die durch (3.9) angegebene Formel auch zur
Lésung der Differentialgleichung (1.5) mit den Bedingungen (3.1) anwendbar.
Somit erhilt man die Liosung dieser Aufgabe als Grenzwert der Folge

Z((x) = M, X~ {z, +z (x; b)}
200(%) = M5, X"1{z, + 2 (x:b + g (zgn))}, k=2,  (3.10)
mit

i(x;b+g(2<j)))=r—e§§Ml§$ f M) [b () + g Eszpé)]dé - | (3.11)

ez M3 f M)~ [b(€) + g (&3 zp(é))] d&

£ M [ (M) [B () + g (6 2y(8)] 25

Xmn ed

Gm

Il Uber die niherungsweise Darstellung der Lésung
einer homogenen linearen Matrizendifferentialgleichung

4. Abschiitzung des Fehlers der Niherung

Die praktische Ausfiihrung unseres Iterationsverfahrens ist mit der
Bestimmung der Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

2 A (4.1)
dx
nach der Anfangsbedingung
z (%) = %, (4.2)
eng verkniipft.
Diese Lasung lautet:

2 (x) = M3, 7. (4.3)

wobei die Resolvente M|, durch die unendliche Matrizenreihe (1.8)

definiert ist.
Bekanntlich!? gilt, unter der Voraussetzung

K< xy L%y < .o <L xpg <X, =%

12Siehe z. B. [1] S. 141.
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- die Produktdarstellung der Resolvente:

=M M@ .. MEMD= ]] M3 (4.4)

Dabei ist
M,  =E+ 5 A (&) dE + f A (&) y A (&) dg, d&, +
, —E t - (4.5)
+{AE) [ AE) [ AE) e dg,dE, +

X{—1 Xi—y Xi—1

Es sei nun die exakte Losung der Differentialgleichung (4.1) mit der
Bedingung (4.2) auf Grund der Produktdarstellung (4.4) durch die Gleichung

z(x) =1z (x,) = H M, 7 (4.6)

dargestellt. Eine Ndhrungslésung sei durch die Gleichung

Z(p) == H Mlxi—x (4'7)

gegeben, wobei M|} eine Niherung der (exakten) Resolvente bedeuten
mbige.

Zur Abschétzung des Fehlers zwischen der exakten und der Naherungs-
losung setzen wir

max |x; — %, | < h, (4.8)

ferner — mit Hilfe der Beziehung (2.3} —

GM[_ )< eh® =w(h); (4.9)
bzw.
CIME ) <ok, (4.10)
und schlieBlich
GMp_, —Mp )<okh) . . (4.11)

Somit ergibt sich — wenn wir auch noch (2.12) in Betracht ziehen —,
[ &l = Iz xp) — 2R | < “!Vp—l(z (%p—1) — Zpp) + ML[E_, — M ) z(p—x)1 =
< o (k)| &y |+ 8 (R) (@ (R) P15, (4.12)
und daraus

. w? (h) — @P(k)
lep| < B(R) BPECITR (4.13)
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Die Tatsache der Niherung ist durch

}lmf)‘lspl =0 (4.14)13

po=

festgesetzt und die einer Niherung k-ter Ordnung!* durch
tim 122l — >0 (4.15)
k-0 RE+E

wobei H eine Konstante, und k eine positive ganze Zahl bedeutet.

5. Niherung durch Anwendung des Mittelwertsaizes der Integralrechnung

Im folgenden werden wir zwei Umformungen verwenden, deren Giiltig-
keit leicht einzusehen ist:

) (BEeA©E=BE) [ AE)d—BoOE 5 5 A(E)dE, &, +

8 & &
+B@@) [ | [ A (&) dE, d&, dE, + .. , (5.1)

Wenn speziell e
B(§)=(f—§"'E,

gilt
1 B(f) =BO(B) =BOP)=...=B*(B =0,
B*D(§) = (— 1) 1(k — 1) E,
d. h.
1 8 B i e
MJ (f—&FTA(E)dE = “ J A (&) dE .. dE_dE . (5.2)

b) Ist jedes Element der Matrix A(f) im Intervall a < & < B stetig
und wechselt sein Vorzeichen nicht, dann gilt nidherungsweise mit einem ein-
heitlichen O unter der Voraussetzung | f—a| < e, wobei 0 < ¢ geniigend
klein ist,

8 8
[ A@BEdE~A©O) T BEdE.  a<o0<p. (3
13 Bei der Bestimmung des Grenzwertes mufl man in Betracht ziehen, daf3
fxp— x| S ph =1y,

wobei 0 < p eine Konstante ist.
* Zur Definition der Ordnung der Niherung siehe z. B. [5] S. 5.
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=l
ot

Ist speziell (f— 5
ro=

3

dann gilt

J(ﬁ—-é)"‘lA(fE)diA(@) =9 i<e<p G4

(k——l)' k!

Wir wollen nun aus der Produktdarstellung (4.4) der Resolvente aus-
gehen und setzen voraus, dal
max |x; — x4 | < h, i=1,2,--.,p

und h > 0 gentigend klein ist, damit wir den Mittelwertsatz (5.3) bzw. (5.4)
anwenden konnen. Auf Grund der Beziehungen (5.2), (5.3) und (5.4) erhalten
wir ndherungsweise

gie

PR

x &

By o — . k
fae [ [ A i~ ‘ik—,-—’— Afzy). (5,5

.

Xfmt —1 Xl

Setzen wir (5.5) in die Gleichung (4.5) ein, so ergibt sich

-]

M lxl—l ~ M le—l k2=‘ _1) Ak (xl—l) e( MXi) A (Xi—) ) (5.6)16
d. h.
1
M, ~ M, = :1] i xi—)AGx—) (5.7)L-18
=p

15 Wir gelangen zu demselben Ergebnis, wenn wir voraussetzen, da A (x) ~ A (x;-1)
im Intervall x;; < x < x; ist. Siehe z. B. [6] S. 232.

18 A° =E.

17 Wenn speziell

A (x)) A (xx) = A (x2) A (=)

(das trifft z. B. zu, wenn A (x) eine zyklische Matrix ist), wird

1 xim s )AGH—)  (cimx) A (i)
H 3, 1. ezml

i=p

’
und folglich
P X
X (X Xi) A(Xi—1) { A(e)ds
Mliuz Bm &=t =™ s
P
was auch unmittelbar einzusehen ist.
18 Auf Grund der Beziehung (2.5) ist offenbar

(hii )-—1 II = (X=X ) A(Ximy) .
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Die Ordnung der Niherung (5.7) werden wir nach den Festsetzungen
des Punktes 4 abschitzen.

Zuerst setzen wir voraus, dal — bei einer praktischen Rechnung —
die Gleichung (5.6) durch folgende Teilsumme angenihert werden soll:

(I 6-9)
= %!
Damit ist
w— > CA) 5.9)
#=0 4

Zweitens soll angenommen werden, dafl im Intervall | x—zx,| < a,
die Beziehung

!(A(fl))jk - (A(fz))jk‘ < Kh

gelte.’ wobei (A), ein beliebiges (in der j-ten Reihe und k-ten Spalte enthalte-
nes) Element der Matrix A bedeutet, und daB3

f{dA

= €K
L dx g

ist. Dann wird

Xy £, &
} JA(EZ)JA(c?_l)... fA(El)dél...dEx-ldEx —

Tk
Xi—1 Xi—1 Xi—y
NGl Y | < (mnys KR
#! el %!
und somit
r r . - )
e, - Sz gy _1)} = SmnKRy S (RGA)
=0 3! =1 2! w11 2! -
_— 4 r =
< mnKh? _l_ﬂnﬂ)_‘ 4 A ; (hG(A)) = &(h). (5.10)
1 — mnKh? #=0 » !
Auf Grund der Gleichung (4.13) ergibt sich — unter Beriicksichtigung
von (4.9), (5.9) und (5.10) —
Vi k=1,2,....mn: &, und &, sind zwei beliebige in dem Intervall 1x — x| < «

liegende Werte.
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— 2\r
le,| < B mnKhz—l———M i
1 — mnKh?
y
oo —| S 008
- gaw_ % (6| = Gty
z= %! o1G(A) {\ (hG(A))”
;.i'o 7!
Es gilt also
1i =0,
hli% lep |
ferner
lim —li}:’-l— = fmnK y ¢'°®), wenn r>1
h—0

und

hm‘ pl = B ye'“®) \mnK 1 G-(A)l, wenn r=1].
hs0 "L 2 s

Demzufolge ist
lep| = O(h).
6. Néaherung durch Teilsummen der erzeugenden unendlichen

Matrizenreihe der Resolvente

Ersetzen wir jeden Faktor der Produktdarstellung (4.4) der Resolvente
durch die ersten r 4 2 Glieder (r = 0) der unendlichen Reihe (4.5), d. h.

"
Mg =E+ [ A€)d&+...+

Xi—2

. (6.1)
j A(64) 5 AE)... T AG)dE ... 48 dEy,,
so wird
) — 2(hG<A)> (k) = et (hgff,‘))x
und
(6.2)

bAgﬁ%ﬂ» (‘WQMYH

=0 2!

209 = ph. Siehe FuBnote 13.
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78
Es gilt
Ii =0,
,,113 & ]
ferner
lim |21 = PCTTHA) e7G(a),
h-s0 pTH1 r+2)!
folglich
lepl =0 (1),

d. h. die Naherung ist von r-ter Ordnung.

7. Niherung durch Teilsummen einer Potenzreihe

Die Losung
z(x;) = M z(x;_,) (7.1)
der Differentialgleichung (4.1), mit den Anfangswerten
7(%;—y) = %1y (7.2)
kann in der Form
=5 afe, ) (1.3

) = 3 Bfmg)

dargestellt werden, vorausgesetzt, dal A(x) die im Intervall | x—x;, | < s

konvergente Potenzreihenentwicklung
5 (x — xy)*
AW = 3 AO(xp) E=E (1.9
22!

%=0

zuldft, und
[, — %, | <h= min{s,—)
P

s

P> b™ 3 GA0(x-) .

mit

gilt, wenn also die Reihe
= X — %iq)”
xt—z ;‘ ( l—'l) ( " 1) (7'5)

die Potenzreihenentwicklung der Resolvente ist
* Diein [1]S. 141—142, bzw. in [6] S. 222, angegebenen Niherungen entsprechen dem

Fall r = 0.
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Man erhilt diese Reihe z. B. dadurch, daBl in der Formel (4.5) iiberall
A(x) durch die Reihe (7.4) ersetzt wird. Damit wird

M@ =E-+ 3 AU-Y(x; 1)( - ,1)1

Ji=1 ]1'
@ fam 1 e Jz
a=2h=0| ji ] Jo!
©  Js—3 ja—ja=3 (§ 1 i js=Ja—ji—
225 j (]3 }A("’ (1) AUD (x,y) AU/ (1, ).
3= Ja= 1= 2
. _.___("f“ oL SN (7.6)22
ja ! Jimk =0 i =0
Sz (G 1Y (= fg — 2
TS ‘Jh. } (]A .{k 1 )
J1=0 Jr—1 Jr—2

. ]h‘ —]k‘—l T e —-]2 - k+1) A(jl:—)) (xl._l) A(JL—"Q) (xl—l) e

N1
) L (26, — x;_1) "
AU () AU 1 k) (xi__l)___x_;:_!r_k_ +

Wenn man nun die Reihe (7.6) nach gleichen Potenzen umordnet, erhilt
man fiir die Koeffizienten der steigenden Potenzen der Reihe (7.5):

By(%—) =E;
Bi(x;—y) = AO(x, 1) 5
By(%;—y) = AO(x;_;) + AO%(x;_ 1)

By(xr) = AO(x,_,) + 2( )Aﬂv(x DA ) 4+ AO(x,)

o

(1.7)

By(%i—y) = A®(x;_y) + j ) A(] ) ACTID(x; ) +

J1=0 Jv
L o> (3] (2 aue U(x,_ ) AQ ~J2=i(x,_ ) AO)
+ 2 . | AU ) AUD(x; ) A 1) T AO (3;13)
Je=0j1=0 ]2 J1
22 Anmerkungen — 1. Die Einzelnen unendlichen Summen der Formel (7.6) sind die

Potenzreihen der entsprechenden Integrale der Formel (4.5).
2. Wenn speziell die Vertauschbarkeit At)(x) Al)(x) = .. (x) A6 (x) gilt (was z. B.
zutrifft, wenn A (x) eine zyklische Matrix ist), dann geht die Formel (7.6) in die Form

o 1 1 (xi — ximg)* "
M|x‘_x = 5_:07[‘,' 7v1 A=D1 (t 1) wl

iiber, was auch unmittelbar durch Anwendung des Polynomialsatzes einzusehen ist.

3. Das Reziproke der Matrix M [x;_.; ergibt sich aus (7.6) — auf Grund der Bezichung
(2.5) — durch Anderung des Vorzeichens jedes zweiten Gliedes.
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Ji=0

+ 3 (k ““ 1) AU (2, ) AG=2=0) () -+
J1=0 J1
k—3k—3—ja (] __ . i .
+ > 2 (L : 1]|A ' : 2) AU () AU () A= 3210 () +
je=0 ji=0 Iz Ji |
, 1 l-jk—z'*“‘—j:\ k J— 1
Jr—, -0],_3—0 Jimg
) —Jz) AU(x,_) AUs—(x,_) ...
A1
L AU (x,_y) A e

k-1 k2
By (x;-,) = A Dz, ) 4
"L (k —2 "jk—z]
T3 o
. {2 “‘]1,--2 -
I () + A0 () ;

Setzen wir nun voraus, dall die einzelnen Faktoren der Produktdarstel-
g (4.

lung (4.4) der Resolvente durch die Teilsurnmen (r -+ 1)-ster Ordnung der
Potenzreihe (7.5) ersetzt werden:

r+1

N 1 X — Xmg)”
My =3 B (wy) B 18)
=0 2
dann wird

@(h) = max S‘ G (B, (x;—y) ) hx

hr+2
d(h)=G(B —_—,
- max 3 =60
wobei
G(Bry,) = max G(B, (%)), i=12,...,p
[ X=Xy | SR

ist.®® Damit ergibt sich

7
R
»C
, R R L L |
[spl <BGB, ) m = h" - (19)
‘G . max S'G( W(%im1)) —
i=12, yP/=0 !
23 Es sei
I''= max G(AO®),i=12..,pix=012 ..,r+1
x—x;_qlsh

Dann gilt auf Grund der Formeln (7.7)

r (N | r—Yr=l—f (r -~ N (r — 7
GBri)<I'+ = ('T. )ra' s X ( A )( .12)113—:-...—:-
' R J2 J1
T fpmae =
Y

Ja=0 Jo=0 ji=0
1 Jefr 41y (r—jr 2omjr— i ] : :
l . X ( l j(‘ ) L. ( . 2)1‘1rw~1+11r7‘2.
=0, 5=0 Ja=0 N A J1

1“.’r
£ ¥
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Es gilt

i =0,
pid
ferner

lim L‘i‘ﬂ, = By 'S4 ﬂgr_-}-g)_

B0 BT (r+2)°
_ folglich
| &, | = 0(h"+1).
Anmerkung. — Wenn bei der niherungsweisen Berechnung der Lésung (4.3)

der Differentialgleichung (4.1), mit der Anfangsbedingung (4.2), das in den

Punkten 6 und 7 angegebene Verfahren beniitzt wird, so ist die Einteilung des

. Intervalls [xy, x] in p Teilintervalle von der Breite < h und die Bentitzung

der Produktdarstellung (4.4) der Resolvente offenbar nicht unbedingt erfor-

derlich. Die Niherungsformeln (6.1) bzw. (7. 8) kénnen auch unmittelbar in

der Weise angewandt werden, dal x;_, durch x, und x; durch x ersetzt wird.
Dementsprechend ist die der Gleichung (6.1) analoge Gleichung

Mg =E+ | AG)dE + ... + | Ales) | AE) ...

X

97
o

o

s (7.10)
VA dE L dEdE
%o
und der Fehler der Nidherung
r=1 g
!8!§ﬁé(a):ﬂiea6(“)—- S‘_(_tlcié)_)l (711)
! = =l ‘
mit [x — x| < a.
Die der Gleichung (7.8) analoge Gleichung ist
~ r+1 X #
M= B, (%) (i_'—“’)— (1.12)
b, 21
und der Fehler der Naherung
le] < Fo(a) = FC (Bry) ——— (7.13)
(r+2)!

wobei

ix——xa‘i<a=min(a,—ﬁ},/

6 Periodica Polytechnica M. TV/1.
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mit
o 3640 () = <
=0 .
G(B,yp) = max G(B.,(x)).
[x—xXol< 1

Offenbar gilt sowohl im Fall (7.10), als im Fall (7.12):

lim|e|=0.
Zusammenfassung

In dem vorliegenden Aufsatz wird ein Iterationsverfahren zur Losung von Systemen
allgemeiner, expliziter, gewohnlicher Differentialgleichungen n-ter Ordnung angegeben;
ferner wird die Konvergenz des Verfahrens untersucht und eine Abschitzungsformel fiir die
Fehler der Naherungen abgeleitet. Das angegebene Iterationsverfahren besteht im wesent-
lichen darin, daf} die Losung des vorgelegten Differentialgleichungssystems durch eine Losungs-
folge gewisser inhomogener, linearer Matrizendifferentialgleichungen angenihert wird. Zur
niherungsweisen Berechnung der Resolvente, die die Lésungen der erwihnten Folge von
Matrizendifferentialgleichungen bestimmt, werden drei verschiedene Naherungsmethoden
untersucht, Abschiatzungen des Fehlers angegeben und die Ordnung der Naherungen bestimmt.
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