DER MEMBRANSPANNUNGSZUSTAND IN EINER
KUGELSCHALE IN DER UMGEBUNG EINES KONZEN-
TRIERTEN MOMENTES
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(Eingegangen am 22. Dezember, 1939)

In den letzten Jahren haben Kugelbehilter fiir die Speicherung von
Gasen und Flissigkeiten zunehmende Verbreitung gefunden. Die F ragen der
Bemessung dieser Behilter sind bereits mehr oder weniger geklirt, nur hin-
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Abb. 1. Auflagerung einer Kugel- Abb, 2. Spannungskomponenten in einer
schale; neben den Auflagerkriften Kugelschale, die unter dem EinfluB einer im
entstehen auch noch Auflager- geographischen Pol der Kugel angreifenden
momente ‘konzentrierten Druckkraft entstehen

sichtlich des Spannungszustandes in der Umgebung der Auflagepunkte herrscht
eine gewisse Unsicherheit. Wenn die Stiitzen des Behilters gemidfl Abb. 1.
ausgefiihrt sind, wird auf die Kugelschale an den Stellen der Siitzenanschliisse
auBler der Kraft P noch das Moment M = Pk iibertragen.

Ziel diescr Abhandlung ist die Kldrung des Spannungszustandes, der
sich um den Angriffspunkt des Momentes M herum ausbildet, u. zw. unter der
Voraﬁssetzung, da} die Biegemomente in der Kugelschale vernachldssigbar
sind (d. h. daB nur der Membranspannungszustand in Betracht gezogen wird).

Zur Ermittlung des Spannungszustandes wird folgender Weg eingeschla-
gen: Die Spannungszustéinde unter dem. Einflull zweier gleich grofler, aber
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entgegengesetzt gerichteter, auf die Schalenfliche normaler Krifte werden
einander iiberlagert. Die Kriifte werden nun einander genihert, ithre Grofle
jedoch gleichzeitig so verindert, dafl das durch sie gebildete Moment konstant
bleibt. Der Grenziibergang fiir den Fall, da3 die Krifte unendlich nahe anein-

ander geriickt werden, ergibt den gesuchten Spannungszustand.

Abb. 3. Konzentrierte Druckkraft aulerhalb des Pols

Abb. 4. Konzentrierte Zugkraft auBerhalb des Pols

Die 65 Meridian- und o, Ringspannungen, die unter dem Einfluf} einer
im geographischen Pol einer Kugelschale angreifenden Druckkraft P ent-
stehen, betragen mit den Bezeichnungen der Abb. 2
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wo v die Wanddicke der Kugelschale bezeichnet. Da ¢, und o, Hauptspannun-
gen sind, ist 75, = 0.

Befindet sich der Angriffspunkt der Kraft P nicht im geographischen
Pol, sondern um die Strecke s, =ra, in radialer Richtung vom Pol entfernt,
dann schreiben sich die Meridional- und Ringspannungen sowie die Schub-
spannungen im urspriinglichen Koordinatensystem mit den Bezeichnungen
der Abb. 3 zu

0,_60—{—%_[_0',,—% c0s2f; = — P  cos2f,
9 = — 1 _—
2 2 27trv sin? ¢,
G+ o Gy — G P cos 2
op= S0 G % goinp P cos2h @
2 2 2arv sin* ’
. sin 26, — = P ) sin 23,
te T 1— i ;
‘ 2 27rv sin?

Wenn nun am selben Meridian, auf dem die Kraft P angreift, jedoch auf der
anderen Seite des Pols, um den gleichen Betrag s, = ra, versetat, eine Zugkraft
P angreift, dann betragen die Spannungskomponenten unter dem Einfluf} der
letzteren mit den Bezeichnungen der Abb. 4 dhnlich den vorigen

., P cos 28,
s = C
27rv sin® &,
R P cos 27,
Op = — TS : (3)

2arv sin2d,
T sin 24,

T‘S‘P = ) L)
2arv sin®d,

Addiert man die zusammengehérigen Spannungskomponenten in (2) und (3)

und fithrt man die Bezeichnung ¢ = ein, dann hat man
27rv
| cos2f3, |, cos2f,”
0-17 =0y T U& = _— T T . o =
sin? 9, sin® ¢,

sin? ¥, cos 23, — sin?#, cos 2
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Es erscheint zweckmiBig, statt der Verdnderlichen 9395 5,;8, als unabhingige
Veriinderliche die GréBlen 4 und ¢ einzufiilhren. Die nétigen Zusammenhinge
ergeben sich aus der sphirischen Trigonometrie.

Abb. 5 zeigt die Kugeldreiecke OMA und MOB aus den Abb. 3 und 4
auf der Einheitskugel dargestellt, und der Einfachheit halber eben gestreckt.

Abb. 5. Zur Ermittlung der resultierenden Spannungen

Mit den Bezeichnungen der Abb. 5 gilt auf Grund des Kosinussatzes der
sphirischen Trigonometrie

cos &, = cos ¥ cos a, - sin ¥ sin gy cos @ (5)
cos ¥, = cos ¥ cos qy—sin ¥ sina,cos @, '
woraus sich weiter
cos?; = cos? ¥ cos? ¢ -+ 2 cos ¥ sin ¥ cos g sin @y cos ¢ +
- sin? & sin? ¢ cos? ¢
sin?d; =1 — cos? ¥, = 1 — cos® P cos?a, —
— 2 cos ¥ sin & cos ¢ sin a, cos ¢ — sin® ¢ sin® a, cos? ¢ ‘ (6)
cos?d, = cos® ¥ cos® ¢y — 2 cos ¥ sin ¥ cos ¢ sin ¢ cos @ -
+ sin? & sin? ¢y cos? @
sin?d, = 1 —cos? Py = 1 — cos? ¥ cos? g, +

LRS—

+ 2 cos ¥ sin ¥ cos g, sin a, cos ¢ — sin? ¢ sin® g, cos? @

ergibt.
Fiir 8, und 8, werden die Formeln Nr. 5/2 aus Hiitte, Ausgabe 28, Bd. I.
Seite 74 beniitzt. Mit den Bezeichnungen der Abb. 5 wird

— ctgf; sin ¢ = sin ¥ coigoa, — cos ¥ cos @

— cotg By sin @ =sin ¥ cotga, 1+ cos P cosg
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Da auflerdem auf Grund des Zusammenhanges zwischen den trigonometrischen
Funktionen

Gin2f — —208F
cotg?f + 1
2 —1
cos2p — &P 1
cotg?f 4- 1
wird
cos 28, =
1 in?. 2
cotg? ¢ cos? ¥ —2 cotg ¢ cos ¥ sin ¥ cotg @y ——-+ sin® J cotgra 1
. sin ¢ sin? @
- in2 2
cotg? @ cos®> § —2 cotg @ cos ¥ sin & cotg a, 1 | sin®Pcotgia 1

: T ;
sin @ sin?g

cos? @ cos? & — 2 cos @ cos & sin & cotg o) + sin? ¥ cotg? a, — sin? @

cos® @ cos? # — 2 cos @ cos ¥ sin & cotg a, -+ sin? & cotg2a, + sin®@
und dementsprechend

2 [sin @ cos p cos ¥ — sin ¥ sin @ cotg a,]

sin 2, =
cos® @ cos> ¥ — 2 cos ¢ cos ¥ sin ¥ cotg ay - sin? J cotg? gy + sin2g ; (8)

cos? @ cos®# -+ 2 cos ¢ cos & sin P cotg a,+sin? & coig? a; — sin? @

cos 2f0,=
P cos? p cos? 92 cos ¥ sin ¥ cotg ay,—- sin® ¥ cotg? o, + sin?
4 @ cos ¥ sin ¥ cotg ay+ sin® & cotg? oy + sin? ¢
in 25 — 2[singcos pcos? + sin 9 sin @ cotg ¢, |
SIin = - e
= 2 5 P . . .
cos?@ cos? ¥ - 2 cos @ cos & sin & cotg ay+-sin? & cotg? a, + sin? ¢

Die Gleichungen (6) und (8) miissen in die Gleichungen (4) eingesetzt werden,
auch ist der Grenziibergang o, — 0 durchzufithren, wobei M = 2raP
konstant bleibt. Letztere Bedingung ergibt

P M

27trv 47r? va
0

Wihrend des Grenziiberganges geht sin? #; und sin? ¢, nach sin? 4. Wird die
erste und dritte der Gleichungen (8) mit tg?a erweitert, so erhilt man folgende
Ausdriicke

sin? & — 2 cos @ cos & sin ¥ tg ¢, -+ cos? @ cos? ¥ tg2q, — sin? g tg? a,

cos 2f3, =
sin? & — 2 cos ¢ cos ¥ sin ¥ tg a, + cos?@ cos? ¥ tg a, + sin® g tg? a,

sin2® + 2 cos @ cos # sin P tg oy + cos? @ cos? P tg? ay — sin g tg?a,

cos 2f3, = : .
sin2 # -+ 2 cos @ cos I sin & tg a, + cos? @ cos? ¥ tg? ay + sin®ptgla,




N
N
&)

E. REUSS und F. THAMM

Wenn o4 — 0, dann ndhern sich, da tgoy exo4, — 0, beide Ausdriicke dem
. Werte 1. Fiir kleine Werte von o, lifit sich schreiben

cos 26, =1 — ...
cos 2B, =1 — ... ’

und dhnlich

1
f
T

sin®* 9; =sin®> ¥ — 20, cos & sin ¥ cos @
sin?#, =sin> ¥ + 20, cos ¥ sin 9 cos @

Die weiteren Glieder konnen entfallen, da sie bei dem Grenziibergang ay — 0
klein von der 2. Ordnung sind. Mit diesen Vereinfachungen ergibt sich aus der
1. Gleichung von (4)

sin® 9, cos 2p, — sin® ¥, cos 25, 4 ay cos ¥ sin J cos @ (9)
Gy == (¢ = = ——9q .
v v g o .
sin® 94 sin? 9, sint ¥

Da aullerdem

q= :
wird damit
go— M s s (10)
ar? sin® ¢
Die 2. Gleichung von (4) ergibt
M 9
O,= — 0y =  —— » Lot Cos( . (11)
: artv sin3 ¢

Da sich fiir kleine Werte von o, cotga, dem oo nihert, iiberwiegt im Nenner
von sin 2f3;, und sin 28, (8) das Glied sin® & cotg?uy. Im Hinblick bierauf kann
der Grenziibergang der 3. Gleichung der Formelgruppe (4) wie folgt geschrie-
ben werden
- o sin? .
sin® ¥, sin 2 f; 4, sin 2 B,

N -
: sin? 191 sin? 92

q [\. 2y 2 (— u, sin J sing) g 29( 2) a, sin ¢ sin _
sin® § sin? §

—>

—4aygsing (12)

sin3 9




DER MEMBRANSPANNUNGSZUSTAND IN EINER KUGELSCHALE

N
]
w

oder mit dem Wert von ¢

. = —Msing

¥ mrlosin®d (13)
Die auf Grund der Gleichungen (10), (11) und (13) sich ergebenden Spannungs-
komponenten klingen mit wachsender Entfernung vom Angriffspunkt des
Momentes, also mit wachsendem & rasch ab. Grofie Werte erhilt man nur in
der Ndhe des Angriffspunktes. Da hier # klein ist, kann in guter Ann#herung
geschrieben werden, daB} sin & == 9; cos # o~ 1. Wenn aullerdem noch die Ent-
fernung s == rd der untersuchten Stelle vom Angriffspunki des Momentes als
neue unabhingige Verdnderliche eingefiihrt wird, erhélt man in guter Annihe-
rung folgende Ausdriicke

M.r
G, = — 0, e cos @
(14)
M-r .
Tow = S sin ¢
' TS

Aus den Gleichungen (14) ergeben sich die Hauptspannungen des Spannungs-
zustandes zu

z ., M-r
TT(;"::I'—.

sy

G10=

Der Neigungswinkel 6 der Hauptspannungsrichtungen errechnet sich aus

T
tg 20 = 2Te

G‘P— O

Mit Hilfe dieser Gleichung wurden die Hauptspannungstrajektorien in der
Nihe des Momentenangriffspunktes (fiir die Hilfte des Feldes) aufgezeichnet
(Abb. 6). ,

Wenn man auf die groflere Genauigkeit verzichtet, die die Gleichungen
(10), (11) und (13) bieten, dann lassen sich die Gleichungen (14) awch mit
weniger Rechenarbeit ableiten,

Werden in die Gleichungen (1) die Polarkoordinaten g, ¢ eingefiihrt, so
erhilt man fiir die Umgebung des Kraftangriffspunktes annihernd (Abb. 7)

g =rsind.

Die Spannungskomponenten im Punkt A4, die von der Kraft P, herriithren,

M
ergeben sich mit der Bezeichnung -+ P, = —P, =—— =P gemil Abb. 8

Ax
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die Bezichungen

— Mr
6, =
: Qavdx
-~ Mr
0, =
2avAx
Ty =10

Hauptspannungs-
trajektorien

Abb. 6. Die Hauptspannungstrajekto-
rien des Spannungszustandes
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Abb. 7. Spannungskomponenten unter
der Einwirkung einer konzentrierten
Druckkraft P

Abb. 8. Der gleichzeitige Einflufl der Krifte P, und P,

Man kann leicht nachweisen, dafl die Spannungsfunktion

F(Q: (P) — “— .fMT
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mit Beriicksichtigung der Gleichungen
1 8F | 1 8F
O = T T T o
o0 % 0* Odg?
82 F
Oy = o (16)
¢ 00
9 (1 8F ]
T e [e——
og 0 | o 00

auf (15) zuriickgefithrt werden kann. (Siehe z. B. S. Timoshenko: Theory of
Elasticity, 2. Ausgabe, S. 56.)

Die Spannungen, die von der Kraft P, herriihren, lassen sich aus der
Spannungsfunktion — F (x + 4x) berechnen, wihrend die Spannungsfunktion
des resultierenden Spannungszustandes zu

F,=F(x) — F(x + 4dx) = — ZF Ax+ ...
x

geschrieben werden kann.

Nach Streichung der Glieder hoherer Ordnung wird

dF 9 dF

Fl=— . £1_.4]};:_——-—Axcosgv
do  9x do

F,= + Mr  cosg )
27w 0

Setzt man in die Gleichungen (16) F; an Stelle von F, dann erhilt man

Mr cos @
Gn T e e ¢
e . 3
v 0
. Mr cos @
Uqﬁ = - . .
7T 0®
Mr sin @
- Tl"q: e . —
12 0®

_Diese Gleichungen stimmen abgesehen von den Bezeichnungen genau mit den
Gleichungen (14) iiberein.
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Zusammenfassung

An den Auflagepunkten von Kugelbehiltern tritt, wenn die Auflagerkraft nicht tan-
gential in die Kugelschale eingeleitet wird, auBler einer Kraft noch ein Moment auf. Der als
Folge dieses Moments sich ausbildende Spannungszustand kann ermittelt werden, wenn die
Spannungszustdnde, die unter dem Einflull zweier gleich grofler, aber entgegengesetzt gerich-
teter Normalkrifte entstehen, iiberlagert, und die beiden Krifte einander gendhert werden,
wobei ihre GroBe so verdndert wird, dafl das durch sie gebildete Moment konstant bleibt.
Etwas weniger genaue Gleichungen lassen sich mit viel weniger Rechenarbeit anf Grund der
Airyvschen Spannungsfunktion ableiten.
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