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1. Einleitung

In dieser ersten Arbeit werden wir bei homogenen Randbedingungen des
rechteckigen Viereckbereiches eine Abschitzung dafiir angeben, wie schnell das
Losungssystem des Differenzenverfahrens — mit dem wir die Poissonsche bzw.
die biharmonische Differentialgleichung ersetzen — gegen die Lésung der
urspriinglichen Randwertaufgabe strebt. Es ist uns nidmlich gelungen, die
Matrix des betrachteten Differenzengleichungssystem in geschlossener Form zu
invertieren (P. R6zsa). Weiterbin konnten wir abschitzen, wie schnell diese
Greensche Matrix gegen die Greensche Funktion strebt (T. FreY).

In weiteren Arbeiten (II. bzw.III.) werden wir die Ergebnisse fiir Bereiche,
die durch beliebige rektifizierbare Randkurven begrenzt sind, und fiir allge-
meinere selbstadjungierte ellyptische Differentialgleichungen verallgemeinern.

2. Poissonsche Gleichung: Biegung von Membranen

Betrachten wir eine rechieckige, ari den Réndern fixierte Membrane mit
den Seitenlingen ¢ und b und mit der gleichm#Big verteilten Belastung ¢ (x, y).
Bezeichnen wir die spezifische Rand-Spannungskraftdichte mit F und suchen
wir die Biegung u (x,y) von einem beliebigen Punkt (x, y). Bekanntlich ent-
spricht die Biegung der Poissonschen Differentialgleichung?

1
A = ——1(x, . . ¢
u F (= 5 2.1)

Zur anndhernden Lésung der Aufgabe bedienen wir uns des Differenzenver-
fahrens, d. h. die partielle Differentialgleichung wird durch eine Differenzen-
gleichung angenihert. Der Einfachkeit halber soll noch ahgenommen werden,
daB das Verhaltnis der Seitenldngen des Rechtecks rational ist, und dafl das
Rechteck mit Quadraten derart bedeckt ist, da a =m - h und b =n -k,
wenn h die Seitenldnge der Quadrate bezeichnet.

1Siehe z.B. [1], S. 82—84.
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Die gleichmiilig verteilte Belastung ¢ (x, 3} wird durch die in den Gitter-
punkten wirkenden konzentrierten Krifte der Grofle

r,.pzhzt(—p_a, ib], i=1,2..o0n—1;p=12 ..., m—1,

m n |

die am Rand auftretende Lkontinuierliche Spannungskraft hingegen durch die

konzentrierten Spannungskrifte S = hF ersetzt. Die Verschiebung.der ein-

zelnen Gitterpunkte wollen wir mit U;, (i =1,2,...,n—1; p =12, ...
.., m — 1) bezeichnen und fiir die Summe der zur Bildung der zweiten Diffe-

renzen nach p und ¢ dienenden Operatoren den »harmonischen« Differenzen-
operator 4, einfiihren, d. h. es gelte

Ah Uip = Uz‘-i—l,p + Ui—l,p + Uz',p+1 + Ui,p-l"" 4U

ip*
Es soll also die lineare Differenzenglgichung
1- R
;’S-Ah Ui,p: —— lz',p (2.2)
gelést werden, die die (homogenen) Randbedingungen
UO,p = Un,p = Ui,O = Ui,m = (2'3)

erfiillt.

FafBit man die Differenzengleichung (2.2) und die Randbedingungen (2.3)
in ein lineares algebraisches Gleichungssystem zusammen, dann erhilt man die
Matrizengleichung

1
B U= 7 St- (2.4-)

in der u und t Spaltenvektoren mit m - n Elementen darstellen, in der die
Koeffizientenmatrix B leicht in Blocke partitioniert werden kann und die sich
mit Hilfe der Kontinuantenmatrix

A=Tayls 0, =2 ayy ;=0 =—1 a,;=0 (jFi—1: i 1+1), (2.5)

in der Form
B =[B;B,;=A+2E;B,,,,=B,;1,=—E;B; ;=0 (ji—1i1+1).(2.6)
aufschreiben 1iBt. Bezeichnen wir die Inverse der Hypermatrix B mit

B! = G, = [Gy]. Wir wollen nun beweisen, daBl die in den Blécken Gy
(i, =1.2, ....n — 1) stehenden Elemente

gg;;({), (prg=12,....,m—1)
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aus dem Zusammenhang

9 m—l - - 9. _
2 pk=n cin gkm shi®, sh(n —j)¥, (<)
N m y= m m  shd, shnd, '
gD = (2.7)
2 m! i 0 — 0,
2" s pk= <in gkt shjd, sh(n —1)9, (i> )
m = m m  shi, shnd, -
. 1 . 1
berechnet werden konnen, in welchem —é—'ﬁk = sin ke - - (k=1,2, ...
am

Lom— 1),
Betrachten wir namlich statt der Hypermatrix B = [B;;] jene Matrix
[bij], deren Elemente auf dieselbe Weise von dem Skalaren a abhingen wie die

Blocke der Hypermatrix [B;;] von der Matrix 4 der Ordnung m — 1, dann
haben wir

B=[b] by=a+2 by =b,p=—1Lb;=0GzFi=1 i i+1)(2.8)

Wenn wir nun die Transformation 2chx = a -~ 2 einfiihren, dann erhal-
ten wir die Elemente der Reziprokenmatrix [b;;]"! =

] shiz sh(n—j)=,

[gi ;] in folgender Form:2

o~

e
shx shn L=
8i,; = l (2.9)

shjx  sh(n —1i)x (i>7)

shs shnz

Da die rechte Seite dieses Zusammenhanges eine rationale Funktion der
skalaren Unbestimmten a ist, bleibt (2.9) auch dann giiltig, wenn wir an die
Stelle von a die (nicht singulédre) Matrix 4 schreiben. In diesem Falle kann die
durch den Zusammenhang

2c¢chX= A4+ 2FE : (2.10)
definierte Matrix X — durch die kanonische Zerlegung von A — in der Form

X =8¢ 8§* ' (2.11)
hergestellt werden,? in der die Spaltenvektoren der orthogonalen Matrix

st E ]

28iehe z. B. [2] S. 457. -
3 Fine dhnliche Herstellung ist z. B. in einer Arbeit von D. E. Rutherford zu finden
(Siehe [4] S. 241.)
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die Eigenvektoren von A sind, wihrend man die Werte ¢, aus der in der
Form

S-(2chz9k)-S*=S-<4— 2cosﬁ>-s*
m R

durchgefiihrten kanonischen Zerlegung der Ausdriicke (2.10) aus dem Zusam-
menhang

By = sin T (h=1,2,, . ., m—1)
2 2m

erhilt. So ergibt sich fiir die Blocke G ; der gesuchten Reziprokenmatrix
G, = B! — wenn man auch die Matrix X gemif (2.11) kanonisch zerlegt —

der Ausdruck
S. <~‘"wk L Sh(n—J) ﬁk>.s* (i <)

shi, shn?,,
Gi,jz
S. <shm S = DN g i),
shd, shnd,,

‘Wenden wir hier die Regel der Multiplikation dreier Matrizen, dann erhalten
wir fiir die gesuchten Elemente gi/, unmittelbar den Ausdruck (2.7).
Damit ergibt sich die Losung der Gleichung (2.4) in der Form

h n—1m—i1

"2 > e tia- (2.12)

Die so errechnete Reziprokenmatrix G, ist ein finites Analogon der Greenschen
Funktion der Membrane, die wir »Greensche Matrix« nennen werden.

3. Biharmonische Gleichung: Biegung von Platten

Betrachten wir nun eine rechteckige, homogene isotrope Platte von konstanter Dicke
mit den Seitenlingen a und b, auf die eine transversale gleichmiBig verteilte Belastung v (x, v}
wirkt, Die Platte soll auf allen vier Seiten gestiitzt sein. Die Gleichung der elastischen Flidche
der Platte wird durch jene Losung der inhomogenen biharmonischen Differentialgleichung

1
AA w = Vv (x.¥) (3.1)

bestimmt, die die Randbedingungen

82w |
= !
3

w(0; y) = w(a; y) = w(x, 0) = w(x,b) =

-2 L a 832
xX® x=0 oXxX* [x=qa oy jy=
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. N 1 o .
erfiillt.* Hierist IV = i;—(-l__—v_,)— . E®, und darin F das Youngsche Modul, § die Dicke der

Platte, » die Poissonsche Zahl. Die partielle Differentialgleichung (3.1) wird hier wieder mit
einer Differenzengleichung angenihert. Wenn wir nun den durch die Formel

Apdpwi, p =
= 20 wip — 8 f16i1, p & Wit1, p - Wi, p-1 T Wi, p+1) -+ 2 (Wil p-1 + Wil p1 - 0341, p-1
- Wit1, p1) ~- Wi, po2 § Wi, p42 < Wid, p ~- Wit p
definierten »biharmonischen« Differenzenoperator Apdp einfithren, so haben wir die gewissen
Randbedingungen geniigende Losung der inhomogenen biharmonischen Differenzengleichung

h2

Andrwi,p = N

vip (i=12,...n—Lp=12...m—1) (3.3;

zu bestimmen. Wir werden (3.3) wieder in der Form eines Gleichungssystems
2 1 a
Blw = N h*-v 3.4)

aufschreiben, dessen B unter (2.6) schon angegeben ist. Es ist klar, daf} fiir die Inverse der
erhaltenen Matrix B2 sich G} ergibt, doch fre~taltet sich die Berechnung der Elemente durch
unmittelbare Matrizenmultiplikation lanwmerw und fithrt zu einem unuberqchthchen Ergeb-
nis, weshalb es zweckmifiger érscheint, Tsich folgender Methode zu bedienen,

Aus der Matrizenidentitit3
(B—AEy '—B!'=.(B—AE)y'.B!
folgt die Relation
;-(}—(B——/".E)"ll ::lim—l—{(B——ﬁ.E)“l—B—l}=B‘2= Gf,‘.
| d fimo 20 2

Wollen wir diesen Zusammenhang auf die Matrix [b;;] des Ausdruckes (2.8)
anwenden und fithren wir zu diesem Zweck die Transformation a -2 — 4 =
=2 ch ¢ ein, dann erhalten wir fiir die Elemente 4; der charakteristischen
Matrix

[%7] = [b;; — 0;;]72

den Zusammenhang

ship - sh(n—j)o (<)
shg shnyp =

shjp ‘ sh(n —1i)¢ (i> ). R
shy shnyp

4 Siehe z. B. [1] S. 88—91.

5 Das ist ein finites Analogen der schon von D. HILBERT angégebenen Identltat, dxe
die Berechnung der iterierten Greenschen Funktion auf die Berechnung eines Differenzen-
quotienten zuriickfiihrt.,(Siehe [5] S. 21.)
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Die Elemente der Matrix [h;] = [b; ;]~* ergeben sich aus der Berechnung der
Ableitung dieses Zusammenhanges (wenn ¢ = X ist): fiir ¢ < j erhalten wir
p shiz - sh(n —j)=

v = {ncthnz4-cthx — icth iz — (n — j) cth (n — j) #}. (3.5)
' 2 sh? 3 - shnx -

(Ist i > j, dann wechseln i und j wegen der Symmetrie ihren Platz.) Hier ist
2¢chx =a -+ 2.

Da die rechte Seite des Ausdruckes (3.5) eine rationale Funktion der ska-
laren Unbestimmten a ist, bleibt (3.5) auch dann noch giiltig. wenn wir an
Stelle von a die nichtsinguldre Matrix A setzen. Damit erhalten wir — wie im

Abschnitt 2 — fiir i <j:

sin £ ha sin gk
B — ab "S:.l T m m _ shif, sh(n — j) 9, i
P m2 sh2 9, shnd,
_ (3.6)
Nethno, + Lons, — Lanio,— (1 — L\ eih(n—j)o,l.
? n n n; ‘
(Beii > j wechseln i und j infolge der Symmetrie den Platz.)
Damit ergibt sich die Losung der Gleichung (3.4) in der Form
1] m—1n—I ’
w,,=— 3 ¥ h(”) (ms n) - vy, (3.7)
3 N==

4. Die Hauptabschiitzung fiir Poissonsche Gleichung

Im folgenden wollen wir abschitzen wie grofl die Abweichung der Ele-
mente gp' ¢ (m;n) der Greenschen Matrix Gp (m: n) — wie unter (2.7) angege-
ben — und der Greenschen Funktion G,(x: y; §; %) des betrachteten Problems
im entsprechenden Punkt, ndmlich in

K=p i E=g—y y=i; p=j— (4.1)
m m n n
sein kann. Es soll hierbei nicht mehr vorausgesetzt sein, dafi b/a rational ist,
vielmehr sollen blof jene Zerspaltungen des Bereiches — d.h. nur solche
Folgen {mr} bzw. {n,}, (r =1,2,...) — beriicksichtigt werden, fiir die eine
Konstante C, sich so angeben lift, dafl

(r=1,2,...; m, n, >oo, wenn r—>oo) (4.2)

Giiltigkeit hat.

6 Fiir irrationale a/b s. z. B. ihre Kettenbruck-Folge! Mit C;, C, usw, werden wir im
folgenden von den laufenden Indexen m, n unabhingige Zahlen bezexchnen
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Die Greensche Funktion des betrachteten Problems ist bekannt (s. z. B.

[6]):

shkiyshkz(b—?]) -
2. 2. 7 . 7 a- a
S'sin k—«-sin E—E&. (y<lm)
™ = a a keshkb
a
Gy(ws y3 & )= (4.3)
27 7
9 = shk;ﬂshk-z—(b—y)
= ¥sink—x-sink—&- -— (y>9).
T k=1 a a k.shk
a
Um nun
AGD (m3 n) = G, {pj—; i»b—; q~a—; ]—b—] — g4 (m; n) (4.4)
- m n m n

bei einem festgewéhlten m = m; abzuschétzen, betrachten wir vorerst

1
41. den Falltp —y > —

m;

m abhingige Teilsumme von (4.3) und (2.7), bzw. ihre Differenz, namlich

1 ]
= —] . Wir betrachten zunichst nur eine von
m

7 2/
shk - -shl»?(b —17)

2[log m] - 7
dm—.:i > sink - x.sink- L& - - -
T a a E-shk—b
\ a
(4.5)
2(tog m] - 7 17, - — ),
2 < sinkipsinkj—q _shid, - sh(n —j)9, ’
m i m m shd, - shnd,

in der [log m] die gréfite natiirliche Zahl, kleiner oder gleich log m bedeutet.
Um nun |d,| abzuschitzen, miissen wir uns vorerst 9, bzw. sh 9, fiir die in
Frage kommenden, also fiir die hinsichtlich m relativ kleinen Werte von k
genug piinktlich vorstellen. Wir haben dann

P, = 2 arshsin e . (4.6)
Z2m
Da hier
b Ly P ) (4.7)
2 2m
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sicher Giiltigkeit hat, so gelten hier (der Taylor-Entwicklung der betrachteten
Funktionen gemif) die Abschétzungen

3 3
z———;—<sin:<z (0<<z<<1); u——u6'——<a-rshu<u (0<u<1), (4.8)
d. h.
ks 1 E3m3 ks
L < (4.9)
m 3 m m

d,, selbst soll in die fiinf Teile zerspaltet werden, und zwar

dm = Uy + ﬁm -+ Ym + 5m + €m (4"10)
2[1 | 7 - P, . — N3G,
am=3 ogjm sin pk= <in ghn  shidy-sh(n—j)&,
m = m ©m shnd,
(4.11)
: -1
z. —2—k) — (sh rﬁ'krl],
2 m
2[log m] A — N,
ﬁm=£ Oy’" <in pkm sin ghw  sh(n —j)d,
A | m m k. shnd,
: (4.12).
: [shk——y —sh u?k],
a
usw. und schlieflich
2[log m] - ; ;
5m=_2_ °§' cin PFT ) ghm 1 -shkly-shkl(b—n).
T = m m k a ‘a
(4.13)
|
‘ [[shk———b ——(shnﬁk)"ll.,
a i
7T T
9 2[log m] shk;y . shk; (b — %)
Em = > -
Tok=l kshk—b
a
(4.14)
.. T - . kap . kg
<lsink—x.sink—§& —sin . sin —=|.
a a m m |

Um nun |a,| abzuschitzen, bemerken wir, daB fiir die hinsichtlich der Summie-
rung in Frage kommenden Wert von k die Ungleichung 0 < 9, < 1 gilt, daB
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3
v
man also hier die Taylor-Entwicklung von sh v von? an durch eine geome-

trische Reihe

2
hv < —_— 0<r <1 4,15
s v'rlg p ( ) (4,15)

majorisieren kann. Es soll noch die Abschédtzung von &, unter (4.10) beachtet
werden; damit wird

- 3. 343
ok L BZ oy cshe, < 20 B (4.16)
m 3 md m 19 6m3
bzw.
o7\ =1 =1 - .3 23y —1 | -
kx — (sh D)t <] In] _(In__ik "5] <_3_ lrz. (4.17)
m . m 3 md

[ 1
Man braucht noch eine obere Schranke fiir | : - shid, - sh(n—j) 79&[
| shnuy,

wobei man beachten muB, dafl wegen der Voraussetzung y < 7 natiirlich auch
it < j richtig ist. Es gilt also

|

: | |
shid, sh (n—j)d ] f' chid sh(n —j) 3, th iﬁk; <

| shnd, shnd,

ot (4.18)
L]kl G919,
2| sh nd,

<1,

da j 4+i<<2n auch giiltig sein soll. Aus (4.19) und (4.20) folgt die Abschit-

zung

2 2[log m] 3 ks 3 2[log m] logo?
la <2 N 2B C N g (4.19)
m =1 2 m m? = m?

shk -Ey —sh i?; | abzuschit-

a

Will man nun §,, betrachten, dann hat man, um

zen, zu beachten, daB} dem Mittelwertsatzes gemdfl

shk "y — shit, = i By —id, } - ch O (4.20)
a | a
. . 6} 7T ikn b . . - .
mit 0 <1}, <O < k—a—y = » —. Im Sinne von~(4.10) wird (da auch
n a
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kE < 2 [log m] giiltig ist)

)

kﬁy_iﬁ | i i—i—ﬂk§g5k3~ki£-ii+
a ; 1 n a | : m n a '
IR ['ikn 1 kAt ikx b b, l k8 a8
T { m "m 3 m3 ‘ m a m2 3 3
- a (4.21)
<Gy L — < C
m m? m2

|
Fiir |
i shnd,

fruher, dachi®, < ch @(') < ch (1 -+ 1) 9, ist. Damit ist auch

sh(n —j)d, ch on l bekommen wir dieselben Abschitzung wie

1 20egmi ] log3
Bl < Cy- PO R (4.22)
m~ k=1 m=

giiltig. Fiir y,| resultiert natiirlich eine dhnliche Abschétzung; die Differenz
im Gedankengang besteht nur darin, dafl anstatt { in den Formeln ja (n — j)
eine Rolle spielt. und daBl man anstatt (4.27) den Bruch

| 7 !
— .shkZy.chin—j-+- 19,
ey ) (n—j-+1) ‘

x| . :
abschitzen muB, der aber < 2 ist, da ‘ shk— y| <!sh(i+ 1), und damit auch
! e |

Tl <G (4.23)

Giiltigkeit hat.
Die Abschitzung von 0, verursacht nun schon keine Schwierigkeit, denn
es gilt

._.1 H
(shnd )~ — (sh A
P a ’

| { - i—1
= hkd, —shkZb| . [shno,. shkTb| 5 (4.24)

]
a | a

shm9 —shk_b!_ nd, _l»—bg-ch@‘k’”, (4.25)

| | d

b
wo also O) zwischen n 9, und kﬂ-;— liegt. Den Formeln (4.1), (4.2) bzw. (4.9)
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gemif} folgt nun, daf

! b| ol kA ?
;n'l?k——-krc——fg n?, —n ﬁ,—%‘?nﬁ-—k?t—lz—jg
‘; a| m ! om a
(4.26)
:3 73 3
<n.}~ ke +Cl_]“..
3 md m3

und daraus weiter, dal}

shk ZychOP b [k%; + o
<2 <3 (k<2logm)  (4.27)
shud chk"y sk [A“— 1 b !
I3 Y &
a a
daf} also
shk—-_}chk—(b——q)chg(”) }chL »-shk—(b——q)}
:<3,: e <3l
9. shk -~ o
shnd, shk - b | | ‘: (4.28)

giltig ist, da 7 > ¥y und 7 -y < 2b. Damit haben wir also dic Abschitzung

log m] { .3 3 3
g_% N 1.3._1J_’L1‘_T_._l_nc____<c log®m

et E13m m2 m2

. (4.29)

Aus (4.1) bzw. aus (4.14) fo.lgt weiter, daB} ¢, = 0, dal} also

. log3m
i, < Cg—= (4.30)
m?

Betrachten wir nun einen anderen Teil von Ag;g) (m; n), namlich

AP = af'+ uD 4 e, ’ (4.31)
wo
3 _51_[ log m ] )
W 2 TS ko ) kn  shid, sh (n: — )
ald) = — sin p sin ¢ . - .

k=2[log m]+1 sh nd;,

(4.32)
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, O 7 7 1
up=2 sinpho singhl

7 k=2Tlog m}+1 " o (4.33)

shkZ yshkZ (b—n) |
ay4 a ! _shi’f}k'sh(n_‘j)ﬂk
R shn,
a
a log ‘ /

o i ] T shk (b —)
= > shhy.

7t k=2 {log mj+1 kshk——J——b

a

(4.34)

btz
a .a m m

Alle drei Glieder von d\f sollen nun nach denselben Uberlegungen abgeschitzt
werden wie friiher. Fiir a}, braucht man nichts zu wiederholen:

_re
T | ey

1 log?
e < C=r S R Gy o (4.35)
M= | =2 [log m+1 m? (n — y)?
| hip hin— 1 shi B b n — ) 22
Fiir pf) ist zunichst | > kssh (7:9_]) kE m - m = DY) abzu-
"k shn 7;1

schitzen, was wieder mit Hilfe des Mittelwertsatzes geschieht. Es gilt also

kn

m!| |dz shnz

D,(,’{) S‘ﬁk—

. {ﬁk<:k<kf—}.(4.36)
2={3 m

Um nun hier den zweiten Faktor schiitzen zu kénnen, sei vorerst bemerkt, dafy
hier k > 2 log m, und somit '

nf,>Cylogm, shnl, > C,m (4,37)
giiltig ist. Um nun zu beweisen, daf}

4 shizsh(n-—-_];)_f|

i e"'(j"i)z
dz shnz 2%

dz

<2

—

1
m

+0 {—-) (4.38)

53
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1 .
zu Recht besteht. Es sei anstatt sh nz zundchst — exp (nz) gesetst, woraus

| | ' d shizsh(n—j)= ' d shizsh(n—j)z| |
’A:} shizsh(n —j)s _ sh iz sh{n )1 jS
|
o

%exp (rzZ)}hl] [shiz sh(n — j)z]

! i l —
; dz shnz e | ds
1
1

1
-— €X z
5 €XP (nz)

iy

I

i ds shnz

d [shizsh(n—j)z 4 (z) (4.39)
dz [ ' S exp (nz) }
g TPV

mit dz = — -:)—SXP (— nz) ist. Es gilt also weiter

d shizsh{n —j)z! 4(Z,)
dz shnz I 1

sk _ eni:l:
2

L

1 ‘A (CI{)

- Y.

LA - 1 . _
l~2~eXP (ney)  —-exp?(ndy) J

i

Ag}

(4.40)

1

shilysh(n —j) S, l A7)

shn{,

4

Eine unmittelbare und sehr grobe Schitzung anhand (4.37) zeigt nun, dafl

%ishizsh(n——j); m: ‘Shl-,\sh(n——j)c
dz shnz - o sh n{, ]’

<1 (4.41)

] . . 1
4@ I< CM; A7 (5) 1 <1 exp (nl)) > Cy; 'm;A<Clﬁ—1 20[_) (4.42)
m A m 'm

also auch (4.38) giiltig ist. Fir f*(zp) >f(~0) 0: g(z) >0 und f*(z) >
> g’(z) > 0 besteht ferner auch

d * (. d = (11
L e gl = [ (@) - 53]k (4.43)

zu Recht. Wendet man (4.43) beim zweiten Glied von A an, so folgt, daf}

f g iz _ iz | o(n—f)z o =
Lohizshln e 14 e P g (mi)expl—(i—D) 2]

jdz 2 exp (nz) | } dz —exp (nz) | - ‘

% 2 U 2 (4.44)

4 Periodica Polytechnica M. IV/4,
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ebenfalls Giiltigkeit hat. Es sei noch bemerkt, daf} e
1 N ; ; ;
() =g —y; ek =k n o pr b (4.45)
n m n m n a

log m

] die Abschitzung

und schlieBlich, daB fiir 2 [log m] < k < 3 i[
aln—y.

03 ~3 R (V) —-
D(")<C1,k~z {‘) n—y)ne a+0(~1~]}§
m
(4.46)
b
3 —k ) B
<cm§ (1—y)e + =
m
gilt. Mit Hilfe von (4.46) 148t sich aber p,(.,? leicht abschitzen, u. zw: zu
3 a [ log m]
Y R =y b
uip < Cyy U qx)'" exp [“ k—(n — 3)] kL
B k=2[log m]+1 a
(4.47)
o3
<y 28T
m? (7 — y)?

(I) ist schliefllich — und natiirlich — wieder gleich 0, und somit im Sinne von

(4.31), (4.35) bzw. (4.47)

o3
1P < Co—; logfm (4.48)
(=)
Um nun A:,;;’;] (m; n) — wie unter (4.4) angegeben — abzuschitzen, mull man
auch fiir die Reste
2 M b . h . \ 7).
T =— Z sin pk—z— . sinqki . shiby - sh(n—j) 9",
2 m m sh?, shnd, (4.49)

bzw.
sh kl) shkZ (b—mn)
a

2 2: T T a 3
Qm = Sill k —X e Sin k — ;‘: . : - .
i B [‘]—Ogm] ‘ “ kshk-——b (4.50)

’ a
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eine obere Schranke angeben. Hierzu sei aber vorerst bemerkt, dal die Kon-
a-+p
“) fiir 0 > 0 und 8 >0

giiltig ist (1 <chla — ) =chach$ — shashp; shashf<chachp—1;

vexitdt von shx fiir x > 0 gemiB sh a sh § < sh?

1 1 ,
shash g << 5 sh ashp—+ Y [—1-+chachf]. Es gilt daneben natiirlich fiir

sh (y — e)
shy

Beniitzt man diese Ungleichungen, so folgt

0 < e< y auch die Abschidtzung < e "

hid, sh( Wi 1 Shzll——“(%:_ ! B 1 1 oy 2 &
shidysh(m—5o, 1 2 " 1 .. 1 EEUPHIVE 1
Sh nﬁk < 2 g 2 € * g 9 CZZ [

sh? -9, (4.51)

und ebenso

sh kiy shk -~ (b —un)

14
a a 1 U=y ok -
o é *i' ng e e . (4:.02)
shk-—b
a
. . , a | log m’ :
Es sei noch bemerkt, daB fiir ¢t >0 und M, =3—|———|+1
Ty
) —kt < ok o k—M
>l =y I vy I o
=, k K=n, k k=, 1 —=x )
(4.53)
a logm
1 n—y = _37[11—_\']1
SRR S
T 1—et logm 3a
gilt, wie aus der Abelsche Umordnung hervorgeht. Es wird also
a log m A 11
21 1 —s L [ B o gy 1
‘rmfg_“ _'_C.’.l T P g 23—“3—‘_
m 2 1 — (=)= md(n —y)
—€ 4.54)
und
1 ;
; 2 1 1 . 77 — T - 3 ‘ii‘ [ :;g_zl ](']_'.V) :&t—‘
Om | é A T - - N - —e i >
: T 2 1 e—(n*.") e log m 3a
(4.55)
1 .
<Gy ? <
m3log m
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1 - Cas (4.56)
(7 i

(n—2
a

1 —e

\ 1
fir 0 << — y < b. Fiir § — y > —gilt daher die Abschitzung
~ m

4GP (s m)| <[ dy 41D |4 [ 0| < — BB (g57)
' ‘ mt () — )
Betrachten wir nun niher
42. den Fall 1 =y. Nachdem in  Abschnitt 2 hinsichtlich der Variablen
x und y bzw. der Indizes p und i sowie ¢ und j alles symmetrisch war, nachdem
wir mithin eine willkiirliche Unterscheidung fiir m gegen n machten, kénnten
wir all diese Formeln auch durch Tauschen der Rolle von « und y, bzw. p und 7.

bzw. g und j — also in entgegengesetzter Form, aber ohne Anderung der
Werte — angeben. Daraus folgt aber ohne weiteren Beweis, dafl auch die
Abschitzung
AGH log®m «
AN (m: n) | < Cy, —<< E—x (4.58)
~ m2 (& — x)2 m

giiltig ist.”
Aus den Symmetrieeigenschaften folgt ferner unmittelbar, daf} die For-
1

1
meln (4.57) bzw. (4.58) auch fir § — y << — —bzw. § — a < d. h. fir
m m

1 1
i — y| > —baw. fir |§ — x| > — Giiltigkeit haben. Man kann also beiden
m m

in die Formel

m? 52

o3 {
A (s m)| < Cog 2B o> - (4.59)

2
mit & =)/(x — )2+ (y — #)? zusammenfassen. Fiir § < — beniitzen wir die

trivialen Ungleichungen

. 1 . : :
[gEP (ms n) <X— < Cyplogms |G, (x; x3 &5 ) | << Coy{ logd' +1}. (4.60)

" Es sei bemerkt, dal obige Abschitzungen auch direkt, aus der Formel (4.3) bzw. (4.4)
hergeleitet werden konnen, doch nicht ohne Miihe. Die Schiitzung von [dm| ist auch jetzt

b (D o . . . . -
giltig, |dm |, |om| und |rm| milssen wir hingegen jetzt durch eine Abelsche Umordnung
abschiitzen.
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5. Hauptabschitzung fiir die biharmonische Gleichung

Wir werden nun die Abweichung der Elemente hgjg) (m; n) der Green-
schen Matrix des biharmonischen Problems, wie unter (3.6) angegeben, und
" der Greenschen Funktion im entsprechenden Punkt abschétzen. Hierbei gehen
wir von denselben Voraussetzungen aus und folgen den gleichen Bezeichnun-
gen und Gedankengingen wie im vorangegangenen Abschnitt. Die Greensche
Funktion des betrachteten Problems hat folgende Form (fiir y < n; firy > ¢
sind ¥ und 7 zu tauschen):

(;B(x;y;&n):—‘i . ‘i’sinkix- sinkf—f
S @ k2 shk b
a

© L o Kb —lah.’ﬂ_[1_~’7_ cthk = (b —n)!.
b b b a

;7th a

7 7
shk;—yshk—;(b —7)

(5.1)

Wir schitzen jetzt wieder
[ a . b
AGD (s n) = Gp Pt

fiir ein festgewihlte m = m; ab.
1
51. Der Fall # — y >—. Es sei wieder d,, eine Teilsumme — bis k£ =
m

=2 [logm] =M; — von Ag:{? (m; n), und zwar

dpp= A+ By + Cpn+ Dy, (5-3)
mit
M, M,y T
A= " S, cthnd, ~ 3T, cthk—b, (5.4)
=1 =1 Coa . ;
B—<>'s cho— N1 ° (5.5
= » — m:l,C[l' —_— v 17 .
m :l n 2 K k kfl msh lw’rb )
M, My o 7
¢, —-3Ls ienio,+ ST chk T, (5.6)
= n = a
My = My 7 .
D= = 31— L Syt (v Oyt 3 1= th 0 =) L 657
= n | ' E=1 b a
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wobei wir die Abkiirzungen

S, = ab cin Pk <in gz shif, . sh(n—j)d, (5.8)

m?2 m m sh? 9, sh nd,

bzw.
kmy
sh I — (b —)
ll-/ -" k

I, = "Ij sin =% | gin B (5.9)

i a a . k2. shk-2b

a

beniitzen. Die Glieder von d,, bereiten wir durch weitere Zerspaltung zur Schét-
zung vor

My My kab) _
"4171 = /\ (Sm:k m l) L‘lh nﬁ ‘S‘ Im:i: (”h Tll()]‘.— Cth d (D]'O)
=1 ‘:1 a
My chd, | & cth?, a .
Bm= > (Sm:k - Im:/r) —k T 2 Im:h £ (3'11)
= n o) n h=b
M,y 1\ T 3
Cm: S.‘(Im:/\' ml)“ah lﬁ - \ Iml —C:]liﬁl;—;c’llk_b * (512)
= n k=1 n b a |
/V{,_ J M, ry
D= 3 (L — Sy (1 — 2 |ech(n—j)9, — S[ 1— L czh (n—j)0,—
k=1 n k=1 n

(5.13)
— ‘1 —_ ﬂ—] Cihki (b - 77)]Im:k .
b a

Die erste Glieder dieser Summen sollen nun ebenso wie in Abschnitt 4
abgeschitzt werden, u. zw.

Spire = Lo = ab sin kp - sin shidy - sh(n =79 _
m? m sh®> &, . shn¥,
ko
ab . kax e P h_ (b =) )
— —-sin sin . Irz = (5.14
o a k2 sh 22
a

—a* f)m“'y;—l‘é;_:-g;n
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wo also
ajy == sin ph sin gh . shidg-shin=j) b [ab 1 _ab 1 , (5.15)
m m sh nd, m? sh*f, 2 kK2
P =sin pkx sin gz shn—))7, shid, — shk —a~y . ab \ (5.16)
. m m k*shnd, 7 72
7T
bshlk —y
. pkx . qk= 1 - sh a”
Vm = 81N — + §in ——— - . T
m m k2 22 shnd,
(5.17)
. {sh (n —j) ¥, — sh kT (b — 1})] ,
a
usf.,
T T
. ab sh k?} shk a (b —) (. pk=a gk . kax | kaf
&= sin sin — sin sin
2 2. shkZb { m m a a
a (5.18)

Die Methoden zur Abschatzung dieser GréBen haben wir im Abschnitt 4 bereits
angegeben, wir schreiben mithin kurz

kx 1 K2as|—2)

. ab | . kx\™2'  ab |{km,"?
:a,’;;ig—q;shzﬁk——{ J b e |
m? |

| m m? |\ m m 3 md )
1 (5.19)
<G
m?
Ebenso auf Grund der Gleichungen (4.20)—(4.21) und (4.22)
L 3
’ﬂ;ﬂggca.i.i+c3l“_. 13(:4 1 , (5.20)
' m3 R m2 k2 m2
bzw,
k -
e <Gy —, (5.21)
me2

E n k3 1 n k 1 k -
16m;£CG; — §+C7§ r '%?SCS}E" (5.22)
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len,| ist natiirlich wieder gleich 0.
Es sei noch bemerkt, daBl

cthnd, <cthn 146 < cth L == Cyq» (5.23)

m a )
Loomg, — Lt <i_—2——g LA (5.24)

n n sh ﬁh 1 =z a
2 m
ch b
hi® i chid, @ _, b b

—cthzﬁ_ic k — 4 —ch — = C,,,

n T a shid, nshm? g ; % < a a 1
' 2m (5.25)

und daf schliellich

=
n

fir 1 <k <m— 1 giiltig ist.

Mit Hilfe der Ungleichungen (5.19)—(5.26) lassen sich nunmehr die ersten
Glieder von (5.10), (5.11) usf. abschitzen. Um auch die zweiten abschitzen zu
konnen, bemerken wir noch, daB gemiB (4.28)

I :
cth(n — j) 4, = -~ (n—j)eth(n —j)9, < Cyy, (5.26)

1
Im;k g Cla N _k? 9
daBl weiters im Sinne des Mittelwertsatzes
i o
| cthnd —cthb-Zb| = sh20,. |nt, — T\, (nz?k<QA < Fb 527
| a @ | a
d. h. daf}
—2 A
}cthnf/‘ — cth - kb 1 [ 1__h7z—lz— . [ nz‘/‘k—nkn -+
| a |T1V2 e
(5.28)
- l_n_._i kﬂ]gC14—ic—.
| m a m?2

(weil sh@; > O,). Um nun auch B,, abzuschitzen, sei zunichst bemerkt, dal}
wegen

ixchx:chx—}——xshx:i~shx+xshx>ishx (x> 0)
% dx dx
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auch x ch x > sh x fiir x > 0 giiltig ist, weiters, daf}

tchx-—shx-—.x_( =
21!

x3 = a% —
— 3x3 (0 10
< 2,=2012'£ (0 < » <V10)
und daf} schlieBlich
ks ks k3 73
0ot kT _ kT ) (5.29)
m m m m°
zu Recht besteht. Hieraus aber folgt, daB
| ... |
hlt_ﬁt _;__iicthﬁ...i L +
| n *cb T n n m ) n m n k=
A 1 1 o7
I Y L YPL...4 B (5.30)
in k= kx b | m | n
}E h ka —sh ka
m om oml 1 1 k
kx kn Tk Cis m, <Cy m?
sh — . -
m m
Ebenso ist dem Mittelwertsatz gemiB
kx v
3 =37 ; IR
—cthzz‘} ———cthk—~3 <~sh 210, — g —,LL L '1—11,.
| n b 3m3 n  sh?l, \ m b |
. i iob .
wo {, zwischen k7. —und kx — - —ljegt. Sonach gilt
m n a
[ . yooom k .
t—cthid, — = cthk—yi < Cyy —, (5.31)
:‘ n b. a” | m?2
und schliellich Wort fiir Wort wie oben
In—j . b — b—n| .k -
T b — )0, — L eth ka0 < €y (5.32)
| n b a l
Betrachtet man nun (5.19), (5.20) usf., bis (5.22) und &* =0, so folgt
k - ’ -
} Sm;k - Im;k [ g 619 ; (033)

403.
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und im Sinne von (5.33) und (5.23), ferner von (5.27) und (5.28) die Abschit-

zung <
. 2[log m} L 2[log m] L o2
4, <Cp > —+C Z <Gy log m (5.30)
k=1 m*® k=1 : m?
weiters anhand der Gleichungen (5.33) und (5.24), ferner (5.27) und (5.30)
! 1 1 2 -
Bm _é C'.’3 ’ 28 :n s (530)
m.. .
ebenso laut (5.33) und (5.25) ferner auf Grund von (5.27) und (5.31)
. . log?
Cm < C24 ML s (5.36)

m?
und schlieflich im Sinne von (5.33) und (5.26). ferner von (5.27) und (5.32)

D, <y 2™ (5.37)

mi ‘
m?2

1
Danach haben wir nach (5.3) und (5.34)—(5.37) fiir 7 — 3y > — die Unglei-

m
chung
d, < log? m 5
d <Gy - — — (5.38)
m?
Wir miissen nun natiirlich auch
di <AL+ BLI+ CL'+ DL (5.39)

abschitzen, wo die Groflen A.; Bl usw. dieselbe Form haben wie An: By,
usw.; die Summierung geht aber jetzt anstatt von

1 <k<2[logm] von M; =2[logm]+1 bis M,=3— {kme
nN—y
Die GroBe (S ik — I,I,,;k) werden wir — ebenso wie in Abschnitt 4 — nur in
drei Teile zerspalten, u. zw. in
Sml m kE arln T ;“}n “:“ rIn (540)

wo a, und ¢}, dieselbe Bedeutung haben, wie unter (5.15) bzw. (5.18), und wo

shl~

__7)

= ism pkr . sin qkfz . [Sh “91: - sh ("'"—])?9,

| o . (5.41)
L2 m m l shni, shk-'l—b
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Bei den Abschitzungen werden wir demselben Gedankengang folgen, d. h.
von der Ungleichung (4.46) ausgehen, die schon in Abschnitt 4 eine grofe Rolle
spielte. Damit haben wir kurz

b b
1 k3 —k 2 6-y) ke(j—y) —koG-n
iy < —Cox —(—y)e * =Cy ——— Lot pa)
' k2 m? ‘ m?
weiters
1 AL M.k 1 log?m .
Ap, ,’ gczsz m72 4 Coy (7 —5) D> — Cyy- - <Cy — (5.43)
M, ) A om? k? oy —y m?
usw. und schlieBlich
, ‘ log®m -
dinp < Cgo- S (5.44)
=y -m?

Auch die Reste ry; bzw. o, schiitzen wir ebenso ab, wie e¢s in Abschnitt

1 g
4 geschehen ist. Hierzu bendtigen wir nur fiir a\_ —l.-’_ e " eine neue Abschétzung:

P o« Ak < Sk~ Mo
\ 1 e———kt — ~ X < \;M:! . >N * —— = ———h—l -
e k2 e 2 = L 13 - 83 1 —t
[y #8 k=m, K k=m, B (1 — =) —e o
(5.45)
P a [ logm
C—y)P P E=3k
log2m
Mit dieser wird .
al[logm L
C m? n—a)2 B | b e 77— v _
o < 3;1 . ,(/ ))e .[n_\] agcs5 (/3 .:)' (5.46)
m* oy ey log,m m?lg*m
und
al logm 11 =
o 1 -5 ,;-\r] UM 5T 1 - 4
Tm < Cse—““*‘——f"j‘? e ’ < Gy o (547)
1 _e—(u—,\)-a- mt(n—y)
: 1
Letzten Endes bekommt man also fiir 7 — y > — — bazw. fiir [ — 3] > — —
) . m m
die Abschitzung
, » C. log2m IS _
(AGD (myn) < = (5.48)
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Betrachten wir nun niher

. 52. den Fall 1 +=y. Da hier wieder alles svmmetrlsch in x bzw. in y ist,
so gilt die Abschitzung

Cyylog®m

AP (ms n) < — s |o=Vr= BT F &y — e a>%:f@4m

m?9d
Es sei schliefllich bemerkt, daf3 auch die trivialen Relationén
[G5(xs y3 &3 M| < Cus [P (msn! < Cy (5.50)
giiltig sind.
6. Fehlerabschiitzung der angeniiherten Lésung

Die exakte Losung der Poissonschen bzw. der biharmonischen Gleichung.
die den homogenen Randbedingungen unter (2.3) bzw. (3.2) geniigt, 148t sich
mit Hilfe der Greenschen Funktion der betrachteten Probleme unschwer auf-
schreiben, u. zw. in der Form?8

U=Ups9)= [ Cplxs ys & m)-t (3 n)dog,, (6.1)
‘vq
bzw.
w=wg(x; ¥y) =Rj Gp(xs ¥ Es wv(é; ) dog,,. (6.2)
Sin

Diese exakten Lésungen ndhern wir in dem Gitterpunkten mit den Wer-
ten gemil (2.12) bzw. (3.7) an. Der Fehler, d. h. die Differenz der so gewonne-
nen Werte und des Funktionswertes der exakten Lésung im entsprechenden
Punkt ergibt sich aus zwei Grundursachen. Wiirden wir in die Gleichungen
(6.1) bzw. (6.2) anstatt der Elemente der Green-Matrix die Werte der entspre-
chenden Gitterpunkt zugehérigen Green-Funktion einsetzen, dann kime dieses
Verfahren bloB einer mechanischen Quadratur gleich.

6.1. Fehler aus der Beniitzung der Green-Mairix. Zum zweiten soll die
Fehlerabschitzung dieses letzteren Teiles angegeben werden. Da aber wir mit
der Green-Matrix rechnen, tritt noch ein zusitzlicher Fehler auf, den wir vor
allem abschitzen wollen. Hierzu braucht man nur vorauszusetzen, dafl die per-
turbierende Funktion, ¢ (x; y) baw. v (x: ¥) beschrénkt ist, daf also

it(x; ¥) < T bzw. [v(x: y)] < V, falls (x: ¥) € R. (6.3)

8 Falls nur die perturbierende Funktion, ¢ (x ¥) bzw. v (%, ¥) gewissen — fiir uns auch
zu allgemeinen — Voraussetzungen geniigt (s. z. B. [6], bzw. [7]).
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Beniitzt man nun die Abschidtzungen unter (4.59) und (4.60), bzw. (5.49) und

(5.50), so folgt, dal

‘fm—l n-1 m—1n-1 a a ib b
Fp”(m)=12:g§,‘)(m n)tjq——zz(;pp ,q—;—al-—tqug
Li=1 =L ==} m m n n 1
a b m—1n— .
<T— — 3 3UAED(my n) | <G T [14%D (ms n) dog,, <
m T g=1;=1 Rs: y
(a5} (6.4)
2z (max {a; b o
<CT[) [ logtm.m2.526 dol dp + c, Tlogm
° 1 ' m-n
1
?_-t o
+C, T (kwo ada}d¢<c logm
0 m?
und ebenso
Im—1n-1 ' o2
Paunlm) = 3 3 [ief omen) = 6o (P25 22, 25 B <, 800
[l s m m n n m2
(6.5)

6.2 Hilfssitze iiber Quadraturfehler Um Fehler der mechanischen Quadratur abzu-
schitzen, benotwen wir einige Hilfsformeln. Vor allem sei bemerkt, dafl man bei Anniherung

des Inteﬂ'ralsj (%) dx durch die Trapez-Formel

] —a ; ‘ n—I1 ‘ b—a l
To=——lp(@=p@®) +2 Syla+k (6.6)
? = |
b '
den Fehler Ry = \ w{(x)dx —T, folgendermallen abschitzen kann
ia -
) Rn < (b P y) (6.7
E n < ( fa)'“( 5 ,’I,U' .
falls p stetig in [a + 0: b — 0], bzw.
. (b—a)* (b—a ’
b — : T .
) Bo <00 (=g ©68)
falls y stetig differenzierbar, bzw.
(b—a)? 'l (& °
Roc L sy ) (6.9)

o)
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falls p in [a + 0; b— 0] zweimal differenzierbar ist. wobei w (8; @: a; b) = w (d; ¢) =

i;g% {x~x—:s-‘;€ [ab] P _:; He@! } das Dini—Lipschitzsche Stetigkeitsmodul von ¢(x) ist.?

Fur die Fille b) bzw. ¢) beniitzen wir auch bessere Abschitzungen. die aber direkte
Folgen der Ungleichung (6.1V) sind. Es sei also zunichst vorausgesetzt, dall p(x) in [a — 0:
b — 0] stetig differenzierbar ist. Es gilt dann die Abschitzung

2n . b

b—a)®> < b—a , b—a i b—a

R"é(g,,z) E“( o ivia s k=) S a k=], (6.10)
k=1 = = /

worin die beiden letzten Verinderlichen von  das Intervall anzeigen, wo das Stetigkeitsmodul
genommen werden soll. Da weiters

sup p'(x)— inf  p(x). < Ay (a 4+ OA)]

agx<<a+A a<x<a+ 4

falls p" in [a + 0: a + 4 — 0] differenzierbar ist. so folgt auch die Abschitzung

—~ (b - G)S ,\i, L H 1
Rn < TR HE . sup p'(x) . (6.11)
< ey

® Formel a) ist eine triviale Folge der Definition des Stetigkeitsmoduls und des Integral-
begriffes, Formel c¢) ist wohlbekannt (s. z. B. [8]).wiihrend man Formel b). wie folgt, bekommen
kann:

Es sei @ als in [u: a = 4] stetig differenzierbar vorausgesetzt. Dann ist aber

POSED = s 9@ b pW2e@+ - Wl p© 6D

g€ [a;a+4] € [a;a+
giiltig, da andernfalls — wenn z. B. eine (€ (¢; a + ] existierte. fiir welche
PO >el@+C—a w [il,’fH] '(5) (6. 11)
giiltig wire —, dem Mittelwertsatz gemif [s. die Gleichung (6. IT)] auch eine {* € (a; a +

mit der Eigenschaft

) (6. 111)

Wre

PEN > s gl
€fa;a+d]

angegeben werden kinnte, usw. Aus (6. Ia) und (6. Ib) folgt aber, daf}

a4

42 r 42 .
play-d + 5~ sup v > @ (x) dx > @ (a)-d + - inf ¢’, (6.1V)
2 E 2
d. h. daB
‘ u+vJ A2
[ o@ds—p@-4 < FoUie). (6.V)
Setzt man hierin 4 = S (b — a) und addiert man alle Teilintervalle, so erhiilt man Formel

(6.8).
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Wir wenden nun die Formeln unter (6.6)—(6.11) — sinngemaf — auf
das Integral

v .
J p(v:y) d}‘l x (6.12)
0

bzw. auf die entsprechende Trapezformel

X Y‘ ! 2 7 1
T = Ny (as 0) £ 9 (X3 0) 4 p (X: ¥) 4 p(a: b) +
2m 2n(
—1 a2 m—1 4 4 n—1 4
2 S e o) 2T -w[k-)i;k—’i +22«.u{x RS
Korel m EST+1 m m =1 n| (6.13)
. (k1) . .
§—1 m-——1 .om _X 3
+2 Ny a;l—y«]+4 A w (p(k—« ‘i
=1 n Eorel 0= m n
Yy rn=12
11 ]
10 S
8 N
5 . —
5 e e ]
b ts=4 P Z
3 e
i 2 e
" A
2 b E T TR =6
c ) X x

%

Abb. 1

an, wo wir (s. Abb. 1) Intervall [0, X] in m, Intervall [0, Y] in n gleiche Teile
n a
zerspaltet haben, und worin weiters — weiters r = —

m X

Zahlen sein sollen. Dem Falle a) entsprechend bekommen wir nun erst

m und s :S/:n ganze

y 1
x [ b v C x 1
§I~—éi~lfw(a;;v_)dy+J p(X:y)dy+2 J w{k;—n—;yjdylg

mi. k=r+1
0
(6.14)
(¥:3) T o | X )
. su Y(x:y) - Oy j— :wl,
TR
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wo wir die Bezeichnung

. "'T( _
0y (9; ¢) = sup {sup Jlotx+9:1y) —e(x:y) dy ]
0<d<d x
beniitzt hahen.10
Weiters gilt
e |
l 4 Y- k. X | X Y |
K [+ 9]‘”’— >k l”‘*‘( B
0 -
(6.16)
Puin . l ‘, 3 i
m Y H >
—}—22 w[kix— : Ii)l_{_ﬂ ® (— p; a=k-—
= Vom n m 2n m
wo definitionsgemil
o)(l;w;xzk_}: sup <up ‘(p(lu'—;'\—‘19‘——7‘0|,1—-—1_“}§l(6.17)
o S I
2n N

ist. Die letzte Ungleichung in (6.16) erhilt man durch Anwendung der Formel

(6.7): 22 ist die Lange des Intecratloncmter\ alls, — hingegen die der Eintei-
m n

lung. Mit den Formeln (6.13) und (6.13) hat man die Abschitzung

b Y

, Lo X |7 \ - \

=T, < I—1— ;-w(a;y)dy—;-Jw(A;wdy—
: 2ml~

1

0 0

10 Dije letzte Ungleichung in (6.14) ist folgendermafBen ersichtlich:

(X { [ x+ x i
w(éa‘ffp(x;}‘)dy): sup {sipi | fr(x—!-ﬁw’)dy——S(P('t:y)dyi}é

0<<B<o L a

X

\4 x4+ 9iy)dy — ﬂ(p(x—ﬁ \)ds‘-%—su
a : x

X

(ot g i dy|

Q-"}a’

<
o<0<6 S -

<6 sup g (x:y) o (0:e), w.oz. Bow.
(x;y)eT
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v .
ey l b Y
m—1 X | ¢
+2 3 J w"»—— y]dx Tio— Jw(a,y)dy+Jw(Xay)d)+
kSTl m P2
0 Lo 0 0
Y ! Y
“m | X
m—1 i. X |
+2 > f wlk—, J}dy — T | <X —j p(x;y)dy |+
k=Tl m 2
0 | . 0
l s—1 Yi1Y Y
+-—| [v(a y)ds—[w( )+y(a;b)+2 Sy a,l——]——%—jw(&y)dy——
2 ;0 =1 k n o
kL.
4 Y m-—1 - X
—[pesotpea e Sylx il ae B[ wfe2]ar-
= | nfi2n Rl . m
(6.18)
m—1 < -1 - -
S PRt R e
k=Tl m k=rer bom m
! ¥
CEE XYY x [ d
n— m e
2 3 ol | s xe| g [ DG
[Rrs m n)/|2n 2m
. 0
' X o .
-+ ——bcu{ sy rx=al+ —— - Yo{—;p;a=X| L+
2m 2n ¥ ) 2m 2n i J
et . .
+i m'S L2g w[y ;w;xELz{—]
mpsr.y m 2n m
Dem Falle b) entsprechend. ergibt sich ferner. dafl erstens — gemif (6.10)
. v
! X X -1 m (X !
|T— Iwa ¥)dy + M’ X;)dy+2 3 wlk——;y)dy | <
§ 2m kSTl b m ‘

- (6.19)

5 Periodica Polytechnica M. IV/4.
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daB zweitens — im Sinne von (6.8) —

LY -
! m
ISP AN SE e
L m T 2nk { m m m
(6.20)
PR -
m / 2 V2 ~,
+2 ¥ ”’i'”X i] kY e[y 2=kl
= m? 4n 2n By m
und somit schliefllich
, X2 m X d X p
I mn < -2 '~\C") o T [VIP(X' }')d)v k—‘(k—}—l)-'— +
- 8m?* = 2m  dx m m
0
. (6.21)
" b3 i ‘r 73 » o)
.Ju.l () i ?_w_;x—:_:a ““T'“i'} w _1_/__’ _.._w_:xEX)-:—
2m  4n 2n oy m 4n 2n By
m—1 2Y2 ; 4
+_.‘_-1_ N ky-.(z) Y EE,_L—.—X—
2m 4n Sy m? 2n By m
Dem Falle ¢) entsprechend, bekommen wir erstens — anhand von (6.11) —
die Abschétzung
[
m
X | b 14 . m—1 |
I——— {w(a; y)dy+ [ ¢(X; y)dy+2 3 | plk— y}deg
2m l 0 0 RS m i s
(6.22)
v
X3 e
X m L d2 ~
< 322 sup e p(x: v)dy
24:771/' Fo==r l-\<<\/(l\ 1)1 d,‘\:" ‘6
zweitens
Y
m B R .
IR L R L e
J m 2nk ‘ I m m m
1]
(6.23)
k%-‘ X 3 Y3
+2 ¥ wlki;l»Ll BY ! su 'awk X
I=1 L om nll = m3 12 n2 Y ‘a)- =k

<<l
m
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und schlieBlich die Formel

oY E
@ r
, . X3 ﬂli—‘l : 2
LI—Tm:n < — : sup - [ w(\;7 },.) d} +
12m® = ,\.«_\'<_\.<(k+l)§‘dx-
m— T m 0
X b3 82y | X v e
T sup =+ sup  —L o+ (6:24)
2m  12n? ognzb 8y? (2, 2m 12n? o<y By® VD)
X 1 Y3 m-l I 52 !
i—"“—'——~9 . N K. sup - I’f v .
2 o 2 x=k—
2m 12n m2 et o<neky | dy? TG
m Ye=3}
35

Abb. 2

6.3. Quadraturfehler. Wir schitzen nun den Fehler der direkten mecha-
nischen Quadratur des Integrals (6.1) bzw. (6.2) ab, u. zw. mit Hilfe der For-
meln (6.18) bzw. (6.21) bzw. (6.24). Diesen Quadraturfehler darf man nur in
einem zweifach zusammenhingenden Béreich betrachten, da man in jener
Umgebung des Punktes (x; ) — in der die Greensche Funktion allenfalls eine
Singularitit besitzt —, anders verfahren mufl. Wir werden hierzu das Viereck

)

_ L a .
S. mit den den Koordinatenachsen parallelen — bzw.— langen Seiten um
m n

P(x; y) aus S herausgreifen und den Quadraturfehler folgendermaBlen Schitzen

(s. Abb. 2):

I=1,+ I, QZQl+ 25 F=I—Q§11—01+IZ+03, (6'25)

mit

2 o, (0 =1, 2) (6.26)

worin
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bedeuntet, weilters
tq

Ujq

Ql_mgl*m';*(; ; l’ﬁ g¢. by,

.l= ql m n m n

(j#Fi—1si+1li9%p—1;p;p+1)

3

(6.27)

wo der Stern iiber dem Summenzeichen angibt, daB man nur Gréfen mit solche
Indexen summieren soll, neben denen die entsprechenden Punkte nicht in S

fallen, und schlieB8lich

i+1 +1 y ; N
0= G[ pa i g, i]-%t”l (6.28)
J51 g5 nom n Yje
,/.?I
\h l
S Pyl £

Abb. 3

wo man also nur die Glieder mit jenen Indexen summiert, die aus (6.27) wegge-
lassen wurden; es sei hier gleich bemerkt, dal 17 = y im Falle des harmonischen
Problems G in § = x gar nicht definiert ist. Fiir dieses Indexpaar nimmt man
statt G,(x; ¥; x; ¥) den entsprechenden Wert der Green-Matrix, wie unter
(2.7) angegeben. (6.26a), (6.26b) fiir a =2, weiters (6.28a) und (6.28b) wird
man nun leicht, u. zw. mit Hilfe einer Schranke der angegebenen perturbieren-
den Funktion, tr bzw. v mit Hiife des bekannten Betrages der Green-Funktion
abschidtzen, da Glied |I, — Q,| hingegen mit Hilfe der in 6.2 angegebenen
Ungleichungen. Zuerst werden wir also [I; — ,| abschétzen. Hierzu sei nun
vorerst bemerkt, daB hier (s. z. B. Formel (6.26a)—(6.26b)) die integrierende
Funktion das Produkt der perturbierenden und der Greenschen Funktion dar-
stellt. Da weiters diese letziere im betrachteten Bereiche zweimal stetig diffe-
renzierbar ist, und da der Modul dieser zweiten Derivierten gegen Unendlich,
falls (£; 1) gegen (x; y) strebt, werden wir den betrachteten Bereich — wie Abb.
3 zeigt —, in 8 Teile zerspalten, und den Quadraturfehler in jedem Teil geson-
dert abschitzen. Da weiter die Verhiltnisse in allen 8 Teilbereichen sozusagen
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dquivalent sind, geniigt es, nur einen — reprisentierenden — zu betrachten.
Ist dieser z. B. der mit 4 bezeichnete Bereich, und ist die Koordinatentransfor-
mation § — x = &’; ) — y = 1/, dann sei einleitend nur vorausgesetzt, daf} die
perturbierende Funktion t bzw. v im betrachteten Bereiche A stetig ist. Es
bezeichne ferner w,(8; t) = T,(6) bzw. w,(6; v) = V,(0) den verallgemeinerten
Stetigkeitsmodul der Funktion ¢t bzw. v im Bereich 4,11 ebenso T bzw. V eine
Schrinke ihrer Betrdge. Um den Quadraturfehler abzuschitzen, miissen wir die
Produktet- G,bzw.v Ggbetrachten. Nunseig = &2 + 52 =}/ (£ — x)2 (1 — y)*
und, da in 4G, stetig differenzierbar ist:

16,] < C;-min {log% ; log m} (6.29)
|grad 6, < Cs- min ;_15 m} (6.30)

in A. Ferner und allgemein ist die Abschitzung

oy (B;9-p) < sup|@|-w(d;9) +suply| -0 (5;9) (6.31)

bei beliebiger Konkretisierung des Indexes x (also z. B. x =ux; j, <., usw.)
giiltig, speziell aber
Y

X X
‘*’ﬁ':x[z—m;tG"J: { P_ 5 (& 3m) - Gp(xsy3850) —

X [
S—
m

_t(g’Jrﬁ;n’).GP(x;y;S—{—z?;n’)]d?]’}g sup sup

[
m

X
[ L& +3m) 16, (%5558 +050) =G (%5 y: 8 57) |+ Gp (x5 y38597) |-

0

[

Y
X X 1
C T.—.
g 9, Sup Y { 2 m §'+TZ’
] logm X
77’} diy < Cyy- T — +Cy- Ty (E] . (6.32)

deE +Sm)—t (& sy [1dy

>
11 Den verallgemeinerten Stetigkeitsmodul des Skalarfeldes @(r )= ¢(r;); nennt man die

Grofle
> > >
Wa (03 Q) = sup {sllflq’(r'*‘ﬁ)—‘p(")'}:
r

= sup gsupi‘z’(rx + &) ~¢(rv)l}
o<V ESF <8
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Da ferner auch

Gy X Chysigr grad Gz < Ci;-min s lorJr : logm (6.33)

T é

in A giiltig ist, bestehen folgende Abschitzungen:

w, (0; GB)_< Cis-0-logm; w(0; Gg; & =13) < Cy;-0-log Cls ,  (6.34)

X
Wypr, ¢
(30

“12m

Nach (6.18)—(6.24) bzw. (6.29)—(6.35) gilt also die Abschitzung

und

o1 .
Gp| < Cos- V- — 1+ Cyy- T,

m

(6.35)

X
2 m) )

x .
— 0, ~\< Tlovm i CmT“lo ~ - CuT@(i —]—-2{-* :
m 2m 2m
Cc X
G| em-T, —~—‘—{—T—1— ml——-—- YqulT loﬁr2—}— (6.36)
m | 2m) m ; 2m |
Y2 —1 . <
+ log 2- szz‘(ﬂLXY 'nzs Cza‘kTiL.“f“kTm —A_ log [,<_~
m | 2m? = | m mX 2m mX |
_{Caimaxilogm : T, —%——,l
m 2 ml|
bzw. und ebenso
1 X i
I, — Q4 < Cy - max o }' =C,, T, (3) (6.37)
m i 2m § - 2m

da der Stetigkeitsmodul hschstens die GroBenordnung von Anwachsen besitzt.
Esseinunt bzw. v alsin A stetig differenzierbar vorausgesetzt, ferner bezeichne
T’ bzw. V" den Betrag von ﬁg—r:d t! bzw. I{;r;'z_;('l v}, und T.(8) bzw. VV)(d) den
verallgemeinerten Stetigkeitsmodul von ]g;;l t! bzw. |grad v| in 4. Wir miissen
nun vorerst (6.19) berechnen, wo also p das Produkt von perturbierenden und
Greenschen Funktionen ist. Zunichst ist

Y y
X X
d = X Y| X 9y
—_ dy = xyx—|+ ( =Ldy, 6.38
dx é Vi) dy = Y X‘ (S dx 4 ( )

falls y als stetig differenzierbar vorausgesetzt ist. Es gilt weiter, daf
o(d; a + 3) <w(d; a) +o(d: 7): w(d: a-F)<sup laf-w(d; f) +sup 5 w(0: a).
(6.39)
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Im betrachteten Falle ist
-G (xs;y: ¥y 9). (6.40)

- Gp(xs vy &5 1) bzw.

LY

y = (% 17)

p =& 77)
Da nun ¢ stetig differenzierbar ist und somit T,(0) < C,,d gilt — haben wir

S HE )]

cu(—-— th( '1—) L—-;(k—ﬂ—l)—g_—-
2m’ X mj X |sele 5 =0 3]
X X X X
Sl Gpy E—; (k+ 1)-9—— —+ sup Gp; (25518 39')! w(—*;t]],g
2m m 2m| e[k%(k—l)—] 2m l
s : \ . R
< li sup }ﬁ?—l—llog C2Z T, [E‘|<Cvs T._l_.ﬂ_{-
X 2m EP‘{ o 1)§]i 8¢, X k“X 2 m) m k
m m
X m
- Co Ty |—1log —, 6.41
b 2m ¢ k ( )
weiters im Sinne der Fussnote 10
&»Y
=X
1) (—Xn,J (tGp)ss di's L-‘g (k + 1) . < S sup —a—’ (tGp)fg -+
2m ) m 2m s'e[ X, 1) mJ 3¢ |

5] 3 X
Z (4G A < Cyp -
5,( p) | 77} 09

. dree™ ar ™l e 1 2™ L (X mLE (642
| k k| | 2m k2 2m E)m
d.h
v
°X
X (o X X (1 T m  T-k
o2 tGp)dy s ks (k2 1 m] Cop T2t 2 log ™t 278 0
U[Zm'J‘GE'( p) 7 o ( )m < 3~l 3 m BT 2 f
0
(X |k m)
T[] S 10 4

Ebenso erhéilt man die Abschitzung

sza—s'(bc bk |
[X‘ll T (6.44)




420 T. FREY und P. ROZSA

Fiir das erste Glied von (6.21) bekommt man also schlieBlich eine Schranke in
der Form

1 ’”"1\[1 1 m k k X
Cyy— 1t Zlog—+ — 4 —log— T,
34m2k-='1lh m Oak—}—m2 m gk (.‘Z.m)}g
< Gy maxﬂgg - H 1 T, (5‘}}3 (6.45)
\ m2 'm 2m
bzw.
1731 m 1, B\ f1 X))
C —log— + —+V, Cy d— ——V’
% m2 1(21 |m o8 k m ( m] m lmz m {2m]J =
<CyVi, (E] 2 (6.46)
2m| m

Die weiteren Glieder von (6.21) schitzt man ebenso wie zuvor ab. Es folgt also
schlieBlich fiir den Quadraturfehler

1 1., I, (X))

{I; — Q1 ]4 < Cgy- max ogm —T, ( )1s bZW~]I1““QllA£C4o‘“Vm{—}~
m: ' m me m 2m
(6.47)

Abschitzung von |1, bzw. |Q,| finden sich schon in Abschnitt 6, und zwar unter
(6.4) bzw. (6.5). Es sei noch bemerkt, daBl w(48; ¢) < (4 -+ 1) w(d; @) fiir den
Stetigkeitsmodul allgemein giiltig ist (siehe z. B. [8]).

6.4. Korollarien. Der Einleitung von Abschnitt 6 gem#B haben wir also
fiir Fehler des Differenzenverfahrens folgende Abschitzungen:

GP ] I t m—1 n—l[ g ;0
H(PWwzwB) — {bzw. (%53 &3m), - " bzw. (& n)}da)fm—~2 Z<bzw.} (m,n)-
Ryl Ga J l v -t jzll h }pa
It} ! Gp i l mln—l[GP'a
-{bzw. < j {bzw. (x93 & W)}'{bzw. (&3m) g deog, , — 2 2 bzw. tp —
o Jie 1Ry, | Gs v J =g U

im-1n-1 /(G (6.48)
> 2 <{bzfv. [p 2 i—{)—; qi;j—b—]] —
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Das erste Glied rechts in (6.48) haben wir nun unter (6.4) bzw. (6.5), das zweite
hingegen unter (6.36) bzw. (6.37) resp. unter (6.43) bzw. (6.44), |Q,] und |}
hingegen unter (6.4) bzw. (6.5) abgeschitzt. Zusammenfassend gelangt man
also zu folgenden Feststellungen: Betrachtet man das achsparallele Rechteck
R, zerspaltet gemif} (4.2), und das Poissonsche bzw. das biharmonische Prob-
lem mit homogenen Randbedingungen an R, und geht man hierbei von den
folgenden Voraussetzungen aus
a) daf} die perturbierende Funkiion t bzw. v stetig auf R ist, und daf}

max (#(x;y)|=T3; mex |v(x;5)| = Vi, (dt; R) =T (6); wy(d; v; R) =
Y ER oGV ER
=V (8); (6.49}

b) daf} die perturbierende Funktion stetig differenzierbar auf R ist und da}

[ A — , — N
(max igradt|=7T'; max }gradv} = V"; w,(d; grad t; R) =
X;)€R x; ¥)€ER

—
=T, (0); w,(0; gradv; R) =V (d); (6.50)

dann lafit sich folgender

6.1. Satz ableiten : Mit den genannten Voraussetzungen und Bezeichnun-
gen, so bestehen folgende Abschitzungen fiir Fehler der durch die Differen-
zengleichungsmethode gewonnenen angeniherten Losungen des Poissonschen
bzw. des biharmonischen Problems

HE® < €y (T) - mex {“’g ™. T, {i]} (6.51)
m* m|
bzw.
HP < Cu(M)- Vo [ 5 (6.52)
42 -
bzw. . ‘
4
H® < Cpy (T3 ') max ) 28, Ly (i]l, (6.53)
. I m? m m §
2 3
H® < Cuy(V; V') max log*m ; L v, [—L)%, (6.54)
m? m m

sofern ¢ bzw. v in R differenzierbar ist, wo m die Anzahl der Unterteilung einer
Seite von R bedeutet.

Beweis : (6.51) folgt unmittelbar aus (6.48), (6.4) und (6.36); (6.52) folgt
aus (6.48), (6.5) und (6.37); (6.53) aus (6.48), (6.4) und (6.43); (6.54) aber aus
(6.48), (6.5) und (6.44).
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Zusammenfassung

~

In dieser ersten Arbeit schitzen die Verfasser ab, wie schnell das Losungssystem des
Differenzenverfahrens ~— mit dem sie die Poissonsche bzw. die biharmonische Differenzial-
gleichung mit homogenen Randbedingungen an einem rechteckigen Viereckbereich ersetzen —
gegen die Lésung der ur:prunOI]chen Randw ertaufgabe strebt. Die Konv ergenzschnelle hingt
vesentlich von den Stetigkeitseigenschaften der perturbierenden Funktion ab, u.zw. sind
folgende Ungleichungen fir den Fehler des Differenzenverfahrens giiltiz (den rechteckigen
Viercckbereich R teilen Verfasser in m. n gleiche Pseudoquadrate ein; s T_‘nrrl (4.2)):

a) H(P)<C (T)- m’l\IIO o Ta (% R]},
H/B) < Gy (F)-max { ! o (% R)} =Cy (V). Ve (%;R) s

wo Verfasser mit T bzw. mit 7 den Modul der perturbierenden Funktion des Poissonschen bzw.
des biharmonischen Problems, mit Ty (% :R ) bzw. mit V, (niz ; R) hingegen den Stetigkeits-
modul dieser Funktionen in R bezeichnet haben; C;, C, usw. bezeichnen GréBen, die von m
unabhingig sind.

¥

P e Jlogtm 1 (1
b) H(m)gca(T._Tynml i T —,nf,Rl

' log2m 1 1
B - r = 1
H(m)SC4(T/;I/)~maxl o ;—n‘l—V w(—-;R)},

falls die perturbierende Funktion stetig differenzierbar in R ist; mit einem Strich sind die
cntsprechenden Gréflen der derivierten Funktion bezeichnet.
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